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Предислове къ руеекому издан!ю. 


Въ предислови автора къ первому изданйю съ достаточной полно- 
той изложены планъ и содержане второго тома настоящаго сочиненЯ. 
Мы ограничимся, съ своей стороны, только слфдующимъ замфчанемъ. 
Вопросы, относящеся къ основаямъ геометрии, въ настоящее время еще 
усиленно разрабатываются; но не только относительно чЬхь проблемъ, 
которыя лежать на рубежь между математикой и философей, еще не 
достигнуто соглашеня, не выработано болфе или менфе общей точки 
зрьня, но и возникаюцйя здфсь залачн чисто математическаго характера 
вызывають еще не мало споровъ. Съ этой, именно, точки зрыня мы 
можемъ рекомендовать читателю отнестись къ излагаемымъ въ настоящей 
книгЪ разсужденямъ. Во многихъ своихь частяхъ это не установивцияся 
прочно истины, это -взгляды, которые можно раздЪлять въ большей или 
меньшей степени. Съ нфкоторыми взглядами автора мы, наприм5ръ, рф- 
шительно не можемъ согласиться; такъ мы не можемъ усвонть точки 
зрня автора на „натуральную геометрию“. Но авторъ тонко изучилъ 
обшнрную литературу, относящуюся къ основаНямь геометрии. Въ тБхъ 
случаяхъ, когда по тому илн иному вопросу мнЪнЯ особенно расходятся, 
онъ сь достаточной объективностью излагаеть разлнчныя точки зрЪня. 
Во всякомъ случаЪ это наиболфе полное изложенше предмета въ элемен- 
тарной литературЪ. Если, однако, читатель не всегда выносить полное 
удовлетвореше, то это должно быть отнесено, главнымъ образомъ, къ 
трудности самого предмета. 

Какъ и вь первомъ томф, мы старались облегчить читателю чтеше 
болЪфе трудныхъ мфсть сочиненмя, выясняя таковыя въ подстрочныхъ при- 
мЬчащяхъ. Два вопроса, именно, теоря безконечно удаленныхъ элемен- 
товъ и теоря площадей, требовали, на нашъ взглядъ, болфе подробныхъ 
объясиенй, вслфдстые чего мы и посвятнли имъ особыя дополнен въ 
концф книги. Въ первомъ издаи съ недостаточной полнотой изложено 
также учеНе объ инверби, которое прн своеобразномъ изложенн неев- 
клидовой геометр!и, нашедшемь себЪ мЪфсто въ этомъ сочинени, имфетъ 
весьма важное значене. Поэтому мы н этому вопросу имфли въ виду 
посвятить особое дополнене, о чемъ и упомянули въ подстрочномъ при- 
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м5чаши 12 на стр. 46. Однако, когда 3-Й листь настоящей книги былъ 
отпечатанъ, мы получили второе излане оригинала, въ которомъ авторъ 
и самъ внесъ въ учеше объ инверфи необходимыя дополнен!я. Такъ какъ 
мы имфли возможность помфстить ихь на своемъ мЪстЬ (въ 4-мъ листБ), 
то предполагавшееся дополнене оказалось излишнимъ. 

Наиболыцее затруднене представиль для насъ переводъ философ- 
скихъ частей книги, такъ какъ здЪсь серьезныя сомнфНйя возникали также 
относительно терминолоци. СомнфнЯ эти усиливались еще тфмъ обстоя- 
тельствомъ, что авторъ, на нашь взглядъ, не всегда твердо выдержи- ^^ — 
ваеть значеше употребляемыхь имь философскихь терминовъ. Такъ, на- 
примфръ, термить „Апзсванипя“ авторъ употребляетъ, на нашъ взглядъ, 
частью, въ томь особомъ значени этого слова, которое передается на 
русскомь языкф обыкновенно словомъ „воззрЪне“, частыо, въ смыслЪ 
„интуищя“. Сохраняя въ текстЪ вездЪ первый изъ этихь терминовъ, мы 
не вполнЪ увфрены, что поступали правильно. Во всякомь случаф тер- 
мины выбирались съ большою осторожностью, и мы надЪфемся, что фи- 
лософы простятъ математику допущенные имъ промахи. 

Въ внду того, что второй томъ значительно больше перваго, мы 
нашли цфлесообразнымъ выпустить отлфльно первую книгу И-го тома. 


В. Каганъ. 
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Предислов{е автора къ первому изданю. 


Второй томъ „Энциклопед1н элементарной математики“, появлеше 
котораго, къ сожалфнйо, н5которыми внфшними обстоятельствами было 
замедлено, посвященъ исключительно геометри. При большомъ объемБ 
элементарной математики съ ея безчисленными тоеремами и теоремками 
объ окружностяхъ, тетраэдрахъ н сферахъ, которыя прелставляютъ собой 
лишь различныя видоизмфнены и частные случаи немногихъ общихъ идей 
проективной геометр!и, мы вынуждены были ограничиться самымъ необхо- 
димымъ матер!аломъ, тфмъь болфе, что намь необходимо было, отчасти 
въ интересахъ третьяго тома, улфлить мфсто также коническимъ сЪче- 
нямъ, сферической тригонометр!и и основанямъ аналитической геометрии. 

Собрать весь цфнный матералъ въ этой научной области, н по 
возможности, снабдить его литературными указанями, какъ это дфлается 
въ выходящей въ настоящее время „Болышой энциклопеди математи- 
ческихъ наукъ“, не соотвфтствуеть плану настоящаго сочнненя. Напро- 
тивъ, мы имфли въ вуду устранить весь тотъ матералъ, который въ 
настоящее время остается изолированнымь, а потому неплодотворнымъ, 
и сохранить лишь то, что оказывается полезнымь въ примфнени къ меха- 
ник и къ физик и сохраняетъ свое значеше также въ высшей математик$. 

Въ этой болЪе тЪсной области мы старались достигнуть возможнаго 
углублен!1я и оживлен!я матерала, — углубления путемъь подробнаго 
критическаго изслфдованы основъ этой науки съ точки зр$фня логики и 
теор!и познаня, тщательной разработкой всего того, что касается знаковъ 
величины, понят „направо“ и „налфво“, направленя и т. п.; оживле- 
н!я_ путемь приложен, которыя найлутъ себЪ мЪсто въ третьемъ том$. 
Первый томъ раздфленъь на три части. Не безъ страха публикую я пер- 
вую книгу, посвященную основашямь науки, т. е. той промежуточной 
области, которая требуеть не только математическихъ, но и философ- 
скихъ разсужденй. При общемъ низкомъ уровнЪ нашего философскаго 
образованя, въ чемь мы можемъ спокойно сознаться, и при большомъ 
отвращени широкихь круговь ко всфмъ вопросамъ, падающим въ 
эту область, необходимо было прежде всего показать, что мы здЪсь 
имфемъ дфло съ серьезными вопросами, которые могутъ интересовать 
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также математика. Если и не всЪ разсужленя автора встрФтять сочув- 
стые, то онь во всякомъ случаЪ будеть удовлетворенъ и будетъ считать 
свою цфль достигнутой, если ему удастся вызвать интересъ въ самой 
постановкЪ вопроса. Авторъ знаетъ по своему собственному опыту, въ 
какой мЪрЪ чувствуеть себя не на мфстЪ молодой преподаватель, только 
что сошедиий съ университетской скамьи и занимавиийся наиболЪфе глу- 
бокими и новфйшимн вопросами высшей математики, когда ему прихо- 
дится излагать начала геометри въ младшихъ классахъ. Но лишь тоть, 
кто старался проникнуть въ гносеологичесыя основы геометри, можеть 
вполнЪ оцЪфнить, до какой степени это дЪйствительно трудная и отвЪт- 
ственная задача, требующая не только основательнаго научнаго обра- 
зованя, но и значительнаго педагогическаго искусства. Ничто не возвы- 
шаеть внутренне учителя въ такой мЪрЪ, ничто не полымаетъ въ немъ 
въ такой мЪрЪ сознаныя величя его призватя, какъ ясное понимане, что 
обосноване геометрии представляеть собой задачу, почти непреодолимую 
по своей трудности, — задачу, съ разрЪшенемъ которой ему придется 
бороться всю свою жизнь, постоянно примиряя требованя строгой логики 
съ развивающейся только способностью учениковъ къ воспрятю, научную 
строгость съ наивнымь воззрётемъ, развийе и укрфплене которой, по 
мнЬню преподавателей, имъющихъ большой научный и педагогичесюй 
опытъ, составляеть первую цфль обученмя геометрии. Мы считаемъ здЪфс 
же нужнымь указать, что строго формальную, логическую постановку, 
современной геометрии въ преподаван!и мы совершенно отвергаемъ. 

Такь какь въ первой книг поставлены вопросы, относящиеся къ 
теорйн познаня, и она можеть, такимь образомъ, найти читателей, быть 
можеть, менфе интересующихся остальнымъ матераломъ этого тома, то 
мы считали необходимымь дать здВсь же выводы всфхъ предложенйй, 
необходимыхъ для пониманя, кромЪ наиболЪе элементарныхъ, въ самомъ 
узкомъ смыслЪф этого слова. Для выясненя сущности проективнаго взгляда 
на пространство было необходимо вплести въ этотъ отдфль также и 
проективную геометрию. Къ этому примыкаеть планиметря, въ которой 
особенно подробно разобрана теор я связки окружностей; какъ мы ука- 
зываемъ въ текстЪ, слЪдуя Цейтену (Хештеп, Ропсе]е!), эта теоря пред- 
ставляеть удобный путь къ теори коническихъ сфченй. 


Вторая книга содержитъ плоскую и сферическую тригонометрию при 
изложении которой мы, слБдуя Студи (З4у), съ одной стороны, выдви- 
гаемь на первый планъ поняте о группЪ, а, съ другой стороны, прини- 
маемъ во внимане требованйя практики. 

Въ третьей книг, посвященной аналитической геометрии и стерео- 
метр!и, развивается аналитическая теоря коническихъ сфченй, при чемъ 
излагается также ученше о кривизнф, въ особенности въ цфляхъ теори 
преектированя, которая будетъ изложена въ третьемъ томф. ЦФфльное нз- 
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ложеше теорйи коннческнхъ сфчешй вышло бы за предфлы нашей книги, 
но зато мы старались эту изящифИшую и высшую часть элементарной 
геометрии освфтить съ возможно болфе разнообразныхъ точекъ зрЪня: 
чисто синтетически, съ точки зрфня геометрии круговъ, а въ третьемъ 
том также съ точки зрфня начертательной геометри и теорш пер- 
спективы. Въ небольшомъ параграф кратко разсмотрфны также конн- 
ческя сфчешя на сферЪф. Глава, посвященная стереометран, содержить, 
кромЪ общихъ основъ геометр!и пространства, еще учене объ объемЪ. 

Разработку сферической тригонометри, а также аналитическую 
геометрию на сферЪ взялъ на себя В. Якобсталь (\. ЗасоБ$а!). Осталь- 
ной матералъь былъ распредфлень между двумя издателями сочиненЯя, 
какъ указано въ сочинени. ь 


Страсбургв, в® август 1907 2. 


1. Вельштейнъ. 


Предиелов{е автора ко второму изданю. 


Оть обЫцанной въ предыдущемъ предисловн главы въ третьемъ 
томЪ, посвященной перспектив, мы вынуждены были отказаться за не- 
достаткомъ мфста. Зато учене о кривнзнЪ коннческнхь сфченй разра- 
ботано болЪфе подробно. 

Настоящее издане отличается отъ перваго только рядомъ неболь- 
шихъ измфненйй. 


Страсбур5, октябрь 1907 г. 
Г.. Велыштейнъ. 
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ОСНОВАНТЯ ГБОМЕТРТИ. 


Веберъ. Энциклоп. элемент. гоометми. 


Введен!е. 


1. Если математика гордо возвысилась на степень наиболфе совер- 
шеннаго образца чистой науки, то она обязана этимъ не столько господ- 
ствующему въ ней делуктивному методу, сколько тому обстоятельству, что 
она въ состоянйи указать предпосылки, на которыхъ она по- 
коится, что она имфеть возможность установить „основныя по- 
нят!я“ и „основныя положен!я“, служаш!я фундаментомъ всего 
построен1я, и ясно освЪтить значен1е каждаго изъ нихъ путемъ 
построен!я системъ, въ которыхъ то или иное положенйе не 
оправдывается. Основы ариеметики (см. т. Г, кн. 1) мы построили, опи- 


раясь, главнымъ образомь, на олно свойство нашегб духа, на его ЯФ®0-8. 


собность къ ассощаши, или сопряженшю. Основы геометрии, которыя мы 
намфрены подвергнуть здфсь тщательному анализу, насколько это осу- 
ществимо элементарными средствами, имфютъ гораздо болфе сложный 
характеръ. Мы встрЪчаемъ здфсь понятя „точка“, „прямая“, „плоскость“, 
„параллельно“, „между“ и т. д.; мы знаемъ, скажемъ, таюя простыя пред- 
ложешя: черезъ двЪ точки всегда проходить одна и только одна прямая; 
черезъ три точки, не расположенныя на одной прямой, всегда проходить 
одна и только одна плоскость; изъ трехь точекь, расположенныхь на 
одной прямой, одпа и только одна лежитъ „между“ двумя другими и т. д. 
Эти предложеня кажутся очень простыми, такъ какъ они очевидны по 
своей наглядности и не могутъ быть доказаны при помощи болфе про- 
стыхь предложенй; легко принять, что они понятны сами собой. Но 
ничто не поддается сь такимь трудомь болБе глубокому познанию, какь 
ть именно предложеня, которыя на первый взглядь кажутся попятными 
сами собой. Въ то время, когда математики всфхь времень стремились, 
главиымъ образомъ, кь расширенйо своей науки путемъ открышя новыхь 
истинъ, лишь немно[е изъ нихъ, правда, наиболфе выдаюншеся, были заин- 
тересованы углублешемъ геометрии, выясневемъ взаимной связи и значения 
отдфльныхъ посылокъ: болыпинство считало, очевидно, недостойнымъ тра- 
тить трудъ и время на то, чтобы собирать и углубляться въ эти простыя и 


тривальныя предложешя, ясныя, какъ день Божй, не обЪщающя славы 
]* 


изслЪдователю. И все-таки во всей геометрли вряль ли есть что-либо бо- 
лЪе заманчивое, какъ заняйе этими именно невзрачными предложешями, 
которыя въ немногихъ словахъ выражаютъ такое обширное солержаше, 
которыя т писе содержать всю геометрию. Путемъ ихъ изслфдованя лля 
геометрии были завоеваны болфе широюя области, чфмъ развийемъ выс- 
шихъ ея теорй. 


2. Въ дальн5йшемъь мы не имфемъ въ вилу слЪфдовать примБру 
Евклида; мы не имфемъ въ виду развивать шагъ за шагомъ систему гео- 
метр!и изъ ряла предпосланныхъ и допущенныхъ посылокъ, потому что 
въ такомъ изложеши значеше этихъ посылокъ, каждой въ отдфльности, 
недостаточно выясняется. Наиротивъ, мы отдадимъ предпочтете другому 
изложению, въ которомъ критика обычной точки зрфня на основы геомет- 
рйи должна подготовить читателя къ строго логическому ея пониманио; 
эта критика должна выяснить, какъ мало факты чувственнаго воспрт 
пригодны для того, чтобы служить краеугольными камнями наукЪ, же- 
лающей оперировать совершенно опредфленными понятми. 


ГЛАВА 1. 
Критика основныхъ понят. 


$ 1. Историчесвя свъдБня. 


1. Какъ свидфтельствуеть история, геометрРя иметь эмпирическое 
происхождене. По крайней мЪрЪ, относительно древнЪйшаго культурнаго 
народа, вмяне котораго на развиме геометр!и на западЪ вполнЪ доказано, 
какъ греческе историки, такъь и современные египтологи, согласно удо- 
стовфряютъ, что тамъ геометря возникла вслЬдстые необходимости 
ежегодно возстановлять границы полей, которыя смывались разлицемъ 
Нила. Сообразно этому наиболЪе древняя геометрическя формулы, из- 
вфстныя намъ изъ папируса Эйзенлора *), относятся къ измфренйо пло- 
щадей; задача эта, впрочемъ, разрфшается здЪсь только приближенно. 
Такъ, напримЪръ, площаль равнобедреннаго треугольника со сторонами 


а, а, с признается равной $ с вмёсто Гасу 1— (6/24); эта прибли- 
женная формула согласуется, однако, съ истинной тфмъ больше, чфмъ 
болыше равныя стороны по сравненйо съ третьей стороной. ВсЪ остальные 
геометрические факты, содержашцеся въ этомъ папирусЪ, имъютъ непосред- 
ственно практическое значене; ни доказательствъ, ни указанй на таковыя 
мы нигдЪ не находимъ. Вообще съ большимъ довфрремъ къ свфлфнямь 
превнихь египтянъ въ этой области относиться нельзя, ихъ мудрость въ 
древности значительно переоцфнивалась. 

2. Греки освободили геометрию отъ узкаго кругозора египетскихъ 
ремесленниковъ и строителей; занимаясь геометрей ради ея самой, они 
развили ее въ течеше двухъ столЬтШ гораздо больше, нежели египтяне 
въ течене двухь тысячельй. ВначалЪ и здЬсь наглядность играла рЪ- 
шающую роль, но скоро установилась потребность вь логическихъ дока- 
зательствахь. Изь просгыхь предложен выводились боле трудныя, все 
болфе широке отдфлы теометр!и приводились во взаимную связь. Это и 
послужило импульсомъ къ тому, чтобы дойти до послфднихъ посылокъ, 
изъ которыхъ вытекаетъь все остальное. Этоть неизмфримо огромный ум- 
ственный трулъ выполнилъ Евклидъ, живиий около 300 г. до Р. Хр. въ 


*) А. Езешовг. „Ет таШетанзсве$ Нап@Бисн аег аНеп Авурюг". Рерих. 1877. 
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Александрии при Птолемеф Т. Онъ завершилъ то, что было сдфлано его 
предшественниками въ дфлЪ обосновашя геометри въ течеше слишкомъ 
столЬя: 13 книгъ его „Началъ“, содержашйя въ геометрической формЪ 
также основашя ариеметики, вытфснили совершенно сочинены его иред- 
шественниковъ. Во главЪ своей книги („стоки“) Евклидъ полагаеть опре- 
дфленя (2051), постулаты (7тиата) и аксюмы (кой &учо: и) на которыхъ, 
по его мнЪнйо, покоится геометря. Важнфйция опредфлешя слБдующиы: 
1. Уве» от, 00 в6роз 009. Точка есть то, что не имфеть частей. 

И. Грозьх 0 рйухос @татёс. Линйя есть длина безъ ширины. 
ПЕ. ЕбЗем тришьй &вщу, Чтк & {06» Прямая есть лин, которая одина- 
7065 6? баот< сию хата. ‚ ково расположена относительно 


всЪхъ своихь точекъ. 


Выражене = 156 хёгии не получило еще вполнЪф удовлетворитель- 
наго перевода, но смысль его совершенно ясенъ. 
ТМ. 'Епифауеча 6 ёбу. © вхо: хо Поверхность есть то, что имфетъ 
п^а оз рёуоу Фуеь. только длину и ширину. 


= 


\. 'Еппебо ётиюбуей сиу. 7 | Плоскость есть поверхность, кото- 
Фф 1 Й 


&Е {000 той &Ф’ оют7: ®0- рая олинаково расположена по 
ЧЕ: хата. отношенйо ко всёмъ прямымъ, 

на ней лежащимъ. 

\1. Пара АА ебу =09=0и, а’иуе; | Параллельныя прямыя суть так, 
2у тю бт ВтикЕбю оббвь 0 которыя расположены въ одной 
Зиба^»бреми = таро 89" плоскости и при неограниченномъ 
Ехбтера < рару &т иибзтера прололжени въ обЪф стороны не 

перес$каются. 

Изъ постулатовъ мы приведемъ только пятый, который въ н$кото- 
рыхъ излайяхъ Евклида приводится въ качеств5 ХШ аксюмы и извЪстень 
полъ назвашемь „акбюмы о параллельныхъ лиНяхъ“. 


(`Не\одо) хой у «8 600 040: | (Нужно потребовать), чтобы всяюй 


1 
совлёттоссии ЧАТ Аои | 


ебдеГа Фрличтоова 145 &утбз мой вм разъ, какъ прямая при пересфчени 
1% ото ибо ]шуаз 000 ода | съ двумя другими прямыми обра- 
2лабдоз0х пой. ВхЗаААеилуис тд зуеть съ ними внутренне олно- 
850 вбЗа’а: &п’ @кароу боагятау, сторонне углы, сумма которыхь 
22 & рёри ом ой там 760 бофау меньше двухъ прямыхъ, эти пря- 
ЕХабобоуз:. мыя пересЪфкались сь той сторо- 


ны, съ которой эта сумма менышс 
двухъ прямыхъ. 

Аксомы 1, 9, Зи 8 содержать основашя ариеметики, хотя здЪсь 
онЪ отнесены непосредственно къ пространственнымъ величинамъ. Аксюма 
7 содержитъ поняте о конгруэтности. 

хай 18 2фириб”оуса &к` Я9ААТАЯ 752 (образы), которые покрываютъ другъ 
аААТАос: отм. друга, равны. 


т $1 


3. За Евклидомъ въ древности послдоваль цфлый рядъ выдающихся 
математиковъ, какь АполлоШй, Архимедъ, Геронъ (1 стол. до > 
Геминусъ, Никомахъ (1 стол. по Р. Хр.), Паппусъ (около 300 г. по рр.) 
Оеонь и Проклъ (\ стол. по Р. Хр.), изь которыхъ одни старались 
разъяснить книгу Евклида комменгарями и исправить его въ отдфльныхъ 
пунктахъ, друме старались превзойти его собственными трудами. Ихъ 
работы относились, главнымъ образомь, кь аксюмЪ о параллельныхь ли- 
нЯяхъ, къ выбору посылокъ, къ построеню первой книги, а также къ 
устранению н$которыхь противорфЙ между шестью первыми и тремя 
послфдними книгами. Въ цфломъ же система Евклида оставалась непри- 
косновенной, только аксюма о параллельныхъ систематически встрЪфчала 
серьезныя осужденя со стороны авторовъ. Причина этого заключалась 
въ томъ, что при наличности гораздо болЪе простыхь предложен, ко- 
торыя Евклидъ все же счелъ необходимымъ доказывать, содержаще этой 
аксюмы казалось недостаточно простымъ, чтобъ ее постулировать. 

Когла въ \У1 вкЪ послЪ Р. Х. угасла греческая культура, геометрия 
вновь опустилась на степень оруд въ рукахь ремесленниковъ, какимъ 
она была въ ЕгиптЪ; даже древняя приближенная формула для плошали 
треугольника (см. п. 1) опять заняла почетное мЪсто. Въ средне вЪка 
книги Евклида были вновь призваны къ жизии благодаря арабамъ, а 
вмЪстЪ съ тфмъ математики съ новымъ усерщемъ занялись загадочнымъ 
посгулатомь о параллельныхъ линыхъ. Первое средневЪковое издаше 
Евклила на латинскомъ языкЪф представляеть собой переволъ съ араб- 
скаго (1482). Лишь съ началомъ возрожденя вновь появились на свЪТЬ 
гречесме кодексы Евклила и его  комментаторовъ. Въ 1503 году 
появилось первое издаше греческаго текста Евклида (Зипоп Огупаеиз). 
Изъ попытокъ срелнев5ковыхъ математиковъ доказать пятый постулатъ 
(аксюму о параллельныхь) самымъ старымъ является доказательство Насиръ 
Эллина (Мази Е@@т, ХИИ ст.); въ ХУГ стольЧи Клавй (Сауш$) опровергъ 
доказательство Прокла подобно тому, какъ Проклъ обнаружилъ непра- 
вильность аналогичныхъ доказательствъ своихъ предшественниковъ. Труд- 
ность этой задачи становилась все яснфе и привлекала многочисленныхъ 
математиковъ устраннть это „пятно“ Евклидовой системы. Однако, дока- 
зательства эти либо просто содержатъ неправильные выводы, либо же 
явно или неявно принимають другое предложеше, которое на первый 
взглядь никакихь сомнфий не вызываетъ. „То, что еще остается послЪ 
этого показать, говорить по этому поводу Ламбертъ (ГаптБег{), сначала 
представляется ничтожной мелочью, и въ этой именно мелочи, если хочешь 
ее со всего строгостью обосновать, по тшательномъ размышлени, оказы- 
вается вся суть дфла. Обыкновенно она предполагаетъ либо то предло- 
жене, которое нужно доказать, либо равносильное ему предложене“. 
Та же неудача постигла основателя неевклидовой геометрии — 1еронима 
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Саккери (Негопутиз Засснеп, 1667 1733), издавшаго сочинене „ЕНСИ- 
Чез аБ ошп! паеуо ут@са $“, въ которомъ онъ съ необычайнымъ остро- 
умемъ строить геометрио, отвергающую постулать о параллельныхъ ли- 
няхъ. Впрочемъ, Саккери былъ далекъ оть того, чтобы дфйствительно 
усумниться въ справедливости этой акс!омы и ея зависимости оть остальныхъ 
посылокъ. Напротивъ, онъ разсчитывалъ придти этимъ путемъ кь проти- 
ворЪчно и такимъ образомъ доказать ненавистную гипотезу. Въ тЪсной 
связи съ идеями Саккери и, повидимому, также и въ фактической зави- 
симости отъ нихъ стоитъ теорзя параллельныхъ ли Ламберта, которую 
[оаннъ Бернулли послЪ смерти этого великаго человЪка опубликовалъ 
въ 1786 году въ журналЪ „Марат г геше ип@ апремап е Маетайк“. 


4. Слишкомъ 2000 лЬть наиболфе выдающеся умы, твердо убЪ- 
жденные въ абсолютной справедливости предложеня, что изъ точки, ле- 
жашей внЪф прямой, можно провести одну и только одну параллельную ей 
прямую, тщетно напрягали усиля къ тому, чтобы вывести это предложе- 
не, какь слЪдстые остальныхъ посылокъ. Но воть почти одновременно 
не одинъ, а четыре математика независимо другъ отъ друга разрушили 
эти цфпи, сковывавийе умы математиковъ. Первымъ нужно назвать Гаусса, 
который, олнако, ничего по этому предмету не опубликовалъ. Однако, 
изъ оставшихся посл него бумагь съ несомнфнностью явствуеть, что 
онъ уже во всякомъ случаБ въ 1799 году сомнфвался въ возможности 
логически доказать аксому о параллельности и не позже 1816 года рас- 
полагаль уже основанями гиперболической геометрии“). Независимо огь 
него къ тому же результату около 1818 года пришель юристь Швей- 
картъ (К. Зенуека) въ МарбургЪ. Но и эта работа не была опубли- 
кована. Выступить въ печати съ этимъ новымъ учешемъ впервые рЬшились 
русскй профессоръ Н. И. Лобачевскуй (Доклалуь физико-математическому 
факультету Казанскаго Университета 12-го февраля 1826 гола) и Тоаннъ 
Больэ (ЗоНапп Во!уа!) въ 1832 голу въ приложени къ сочиненйо своего 
отца. Однако, ни тотъ ни другой не встрфтили ни понимашя, ни сочувствЯ. 
Новое учене было встрчено частью съ полнымъ равнодупиемъ, частью 
) было поставлено 
на одну доску съ метафизикой, которая пользовалась дурной славой. 


и ФЕ 


съ издфвательствомъ и въ качеств „Метагеометри 


Лишь работы Бельтрами, Римана, Гельмольна, Ли и др. до нёкоторой 
степени разсфяли предубфжлене, съ которымъ къ неевклидовой геометрИи 
относились даже спешалисты математики. Олнако, новыя воззрБыя на 
основы геометрии, вфроятно, еще долго оставались бы непризнанными, 


*) Чаиз5. У\егКе, Ва. 8. Тамъ приведены также указавя относительно „Звфздной“ 
геометри Швейкарта См. также Епре! ила З4йсКе!. „Оле ТВеопе @ег РагаИе!- 
еп уоп ЕцКИЯ 6$ аи! Оаи$5“. Гери, 1895. 


**) Самое слово „метагеометря“ принадлежить Лейбницу. 
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если бы развие современной теори функщй и ученя о комплексахъ 
не привело къ необходимости произвести также пересмотръ основныхъ 
понят й ариеметики. Открыце непрерывныхъ функшй, не имфющихъ про- 
изводныхъ (Вейерштрассъ, \/еегз#газ$), которымъ въ аналитической гео- 
метри отвфчають непрерывныя кривыя, не имфюиуя касательныхъ, дока- 
зательство возможности изобразить кривую на сплошной площадкЪ, ста- 
новящаяся все болфе ясной недостаточность стараго взгляда на числа, въ 
особенности на ирращональныя числа, развите понятя о непрерывности и 
учения о сходимости ряловъ, а также ифлый рядъ другихь обстоятельствъ 
привели къ тому, что подорвали въ корнф слфпую вфру въ надежность 
нашихъ чувственныхъ представлешй и создали въ математик критическое 
направлеше, оказавшее услуги и геометри. 


$ 2. Понятйя „точка“, „линя“, „поверхность“. 


1. Развиме современной теори функшй обнаружило, что критика 
основан должна была бы начаться не съ пятаго постулата, а еще съ 
перваго опредфленя: 


буиеибу 6оти, 05 роз бЪЗЕУ *). 


Это поняте возникаеть изъ поня!я—дфйствительнаго или вообра- 
жаемаго-— о матеральной точкЪ путемъ предЪфльнаго процесса, т. е. путемъ 
дфятельности нашего духа, ставяшей опредфленную цфль ряду предста- 
ленй, который самъ по себЪф неограниченъ. Представимъ себЪ, напри- 
мфръ, песчинку или пылинку, которая непрестанно становится все меныше 
н меньше. При этомь выдфлеШе отдфльныхъ частей внутри этой песчинки 
становится все менфе и менфе возможнымъ, и такимь образомъ возни- 
каеть, какъ говорятъ, сь постоянно возрастающей опредфленностью прел- 
ставлеше о точкЪ, какъ объ опредфленномъ мЪ$стБ въ пространствЪ, 
единомъ, не имфющемъ частей. Однако, такая точка зрЪня несостоя- 
тельна: мы, пожалуй, можемъь до нфкоторой степени представить себЪ, 
что песчинка становится все меньше и меньше, но лишь до того момента 
пока она, по своей малости, не ускользаетъь вовсе отъ нашего глаза. 
Сь этого же момента процессъ становится совершенно темнымъ, и лаль- 
нфйшаго уменышеня мы не можемъ видфть, мы не можемъ себЪ его пред- 
ставлять. Что этотъ процессъ закончится, этого мы себф не можемъ пред- 
ставить: но, сь другой стороны, что ему соотвЪтствуеть опрелфленная 
цЪль, за которую онъ не можеть перейти и которой онъ никогда не 
можетъ достичь, этому мы должны вЪрить, или иначе, мы должны это 


*) Хотя нижеслБлующя разсужлешя непосредственно и связаны съ до- 
словнымъ текстомъ евклидовыхъ опредфленй, но они имфють въ виду не евкли- 
довы, а обыкновенныя воззрня. Взгляламъ Евклида болфе соотвфтствуютъ сообра- 
женя, изложенныя въ 58 7 и далЪе. 
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постулировать. Не слфлуеть обманывать самого себя: если мы и можемъ 
себЪ представить, что песчинка неограниченно уменьшается, то мы съ 
такимъ же успфхомтъь можемъ себЪф вообразить, что мы разсматриваемъ ее 
въ микроскопъ, увеличительная сила котораго наростаетъ въ такомь же 
отношени, въ какомь песчинка уменьшается. Въ такомь случаф мы не 
замБтимъ никакого измфненя въ песчинкЪ, и становится очевиднымъ, какть 
это впрочемъ ясно и безъ того, что процессь уменышеня въ нашемъь 
представлении никогда не можеть окончиться. Если мы все же хотимъ 
отнести этому процессу поняме о точкЪ, „которая имъ однозначно опре- 
дфляется“, то нужно относиться къ этому сознательно и понимать, что 
это есть лишь проявлене нашей воли, а не нашего ума,— что такого рода 
„точка“ нашему представлен!ю недоступна, а есть лишь нфчто, прурочен- 
ное къ ряду представленй. Такимъ образомъ, къ первому опредфленпо во 
всякомь случа долженъ быть присоединенъ и первый постулатъ, заклю- 
чаюпИйся въ томъ, что точки вообше существуютъ. Пространственнаго 
существованя онф не имЪютъ. Если бы мы въ повседневномъ своемъ 
опытБ врашались столь же часто въ царствЪ объектовъ, прелставляющихся 
ничтожно малыми, какъ мы врашаемся вь средф болышихъ, то мы отно- 
сились бы кь понято о точкЪ съ гораздо менышимь довфремь. Если 
подумать о богатой и мпогообразной жизни микрокосмоса, доступнаго 
пащимъ чувствамъ только благодаря микроскопу, о жизни волорослей и 
бактерй, о жизни растительныхъ и животныхъ клфтокъ съ ихь удиви- 
тельно тонкой структурой; если подумать, что въ человфческомъ зародыш 
заложено существо съ высокой организащей, съ тБми или иными особен- 
ностями тфлосложеня, характера и ума; если все эго взвфсить, то мы не 
можемъ отдфлаться оть представленя, что все, кажущееся намъ малымъ, 
является таковымь только относительно нашихъ чувствъ, что разумъ, 
устроенный н$сколько иначе, нежели человфческЙ, могъ бы легко отрЪ- 
шиться отъ чувсгвеннаго различ я между большимъ и малымъ. 


2. Подобно тому, какъ точка является предфльнымь поняцемь, ко- 
торое мы связываемъ съ безпредЪльно убывающей песчинкой, мы соеди- 
няемь поняте о (кривой) лини и (кривой) поверхности съ представле- 
немь о матеральной лини или поверхности, которая становится все 
тоныше и тоньше безь конца. Мы можемъ себЪ представить, напримфръ, 
линию въ видЪ тонкой нити, поверхность въ видЪ тонкаго листа, которые 
становятся все тоньше,—или какъ острый край, или глапкая поверхность, 
которые становятся все острфе и глаже. При образовайи понятя о по- 
верхности нельзя исходить только оть границы, отдфляющей лва тЪла; 
эта точка зрфныя не охватываеть всЪфхъ случаевъ. Если мы, напримЪрьъ, 
возьмемь такъ называемый листъ Мёб!уса (МбЫиз) (фиг. 1), который 
получимь изъ прямоугольника „1.1 ВВ,, еслы склеимъ края [| и 
ВВ,, изогнувъ предварительно прямоугольникъ надлежащимь образомь,— 
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и попытаемся покрыть его съ одной стороны слоемъ воска или матерей, 
го въ концЪ концовъ вся поверхность окажется обернутой матерей, потому 
что она имфеть только одну сторону 1). Процессъ предфльнаго пере- 
хода, который приводить къ понятямъ о лини и поверхности, вызы- 
ваетъ тЪ же сомнфня, что и относительно точки. Точнаго представлен!я 
объ абсолютной гладкой поверх- 
ности не существуетъ: мы не мо- 
жемт, представить себЪ поверхность В 
глаже и тоньше матер1альныхъ по- 
верхностей, которыя мы наблюда- 
емъ. И, наоборотъ, относительно 


двухъ матерлальныхъ поверхностей 
мы не въ состояни указать, кото- 
рая изъ нихъ тоньше, если обЪ 
очень тонки и разница въ толщинЪ ВА, с 
незначительна; тоже справедливо 

и о гладкости. Даже поверхности 

жидкостей не абсолютно гладки, потому что жидкости непрерывно испу- 
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скаютъ въ воздухъь безчисленное множество частичекъ; мы называемъ это 
испарешемъ. Жидкость имфетъ, такимъ образомъ, столь же мало опре- 
дфленную поверхность, какъ пчелиный рой. И вотъ отъ этихъ расплыв 
чатыхъ представленй процессъ пред$льнаго перехода долженъ привести 
къ чему-то совершенно точному и опредЪленному. Это нЪчто не можеть 
быть доступно нашему представленю; это должно быть чистое понят, 
которое мы относимъ (ассощируемъ) процессу, какь нфчто имъ опредф- 
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') Когда мы разсматриваемъ обыкновенную поверхность, какъ границу двухъ 
тфлъ, то мы себЪ всегда представляемъ, что поверхность имфетъ двЪ стороны, изъ 
которыхъ одна прилегаетъ къ одному тфлу, вторая къ другому. ВмЪфстЪ съ тёмъ 
пространство можно раздфлить на двЪ части, общей границей которыхъ служить 
наша поверхность. Этого нельзя сдфлать, когда мы имфемъ дфло съ поверхностью 
объ одной сторонЪ, съ поверхностью Мёбтуса. Если мы представимъ себЪ нормаль 
кь обыкновенной поверхности, направленную въ одну сторону, скажемъ, вныинюю 
нормаль, и будемь непрерывно передвигать ея основане по поверхности, такъ 
что и направлен!е нормали будетъ м$няться непрерывно, то при возвращен и вт 
точку исхода нормаль совпадетъ съ первоначальнымъ своимъ направленемъ. Точки 
нормали, прилежаиия къ основаню, все время будутъ оставаться въ однсмъ изъ 
двухъ тЬлъ, разграничиваемыхъ поверхностью. Одно изъ двухь тфлъ, соприка- 
сающихся на поверхности, можеть быть опредфлено, какъ геометрическое м$сто, 
которое образують точки нормали (скажемъ, вншней), прилежания къ ея основа- 
ню, когда нормаль, непрерывно мЪфняя направлене, своимъ основанемъ обходитъ 
всю поверхность. Между тфмъ на поверхности Мёб1уса этого не будетъ. ЗдЪсь, 
непрерывно мфняя направлеше нормали, какъ это видно на чертежф, мы можемъ 
привести ее, при возвращен въ точку исхода, къ совпаденйо съ противополож- 
нымъ направленемъ. 
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ляемое. Пространственнаго существова я „лия“ и „поверхность“ не 
имфютъ, какъ его не имфеть „точка“. Неужели же на столь сомнитель- 
ныхъ основаняхъ дЪйствительно можно построить геометрию? 


$ 3. Понятя „прямая“, „плоскость“, „параллельность“, 


1. Трудности и противорфчя еше наростаютъ, когда мы отъ (кривой) 
лини и поверхности восходлимъ кь прямой лини и плоскости. Чтобы 
выяснить эти поняя или представлен, на которыхъ они основываются, 
намъ предлагаютъ обыкновенно представить себф сначала матеральную 
прямую, напримфръ, острое ребро кристалла, натянутую нить или лучъь 
свЪта,—а затфмъ провести процессъ предфльнаго перехода, о которомъ 
была рфчь въ предыдущемъ параграфЪ. Грубое представлеше о прямой 
лини можно составить и такимъ путемъ, что между двумя тЪлами [и В 
мы располагаемъ рядъ тфлъ такимъ образомъ, чтобы они при визированН и 
покрывали другь друга („взять направлене“, какъ говорятъ военные). 
Этому соотвфтствуеть Платоново опредфлене прямой лиши, какъ такой, 
„которой середина заслоняеть края“, т. е. какъ путь свфтового луча. 
НФтъ нужды повторять, что съ матеральной линей мы не связываемъ 
точнаго представленя. на которомъ было бы возможно построить геоме- 
трическое поняме; и свфтовой лучъ не представляеть собой чего-либо 
недфлимаго въ своемъ направлеши; да и самыя поперечныя колебаня 
обусловливають боковое протяжене. Еще менфе пр1емлемо опредфлеше 
прямой, какъ того, что остается въ покоЪ при врашени тЪла вокругъ 
двухь неподвижныхь точекъ, ибо это опредфлеше самымъ кореннымъ 
образомъ вводить въ геометрю движене съ его загадочными свойствами; 
къ тому же съ этимъ опять нельзя соединять никакихъ опредъленныхъ 
представлен, изъ этого опредфленя нельзя извлечь никакого вывода, 
цфннаго для геометрии. Принисываемое обыкновенно Архимеду опредЪлене 
прямой, какъ кратчайшаго разстоящя между двумя точками, предполагаетъ 
понязе о длинЪ, по крайней мЪрЪ, о линейномъь элементЬ и, слБлова- 
тельно, солержитъ уже въ себф поняме о прямой лини. 


2. Какъ и ея модель, прямая (въ грубомъ представлени) сначала 
представляется конечной, затБмъ должна быть продолжаема безконечно: 
это дфлается, главнымъ образомъ, въ угоду понят о параллельности, 
потому что опрелфлене параллелизма гласитъ, что двЪ прямыя, располо- 
женныя въ одной плоскости, называются параллельными, если онф не пе- 
ресЪкаются, когда мы ихъ продолжаемъ до безконечности. Между тЪмъ 
это требовае для такой прямой, которую мы себЪф можемъ представить, 
слфдовательно, для прямой матер!альной, совершенно невыполнимо, потому 
что оно выходить за предфлы того, что доступно нашему опыту и прел- 
ставленйю; основываясь на этихъ опредфленяхъ, совершенно невозможно 
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убБлиться, дфйствительно ли данныя двЪ прямыя параллельны или нфтъ. 
Поняте о параллелизм очень охотно связываютъ сь двумя лиными рель- 
соваго пути, когорыя поддерживаются ншалами всегда на одинаковомь 
разстояни одна отъ другой и которыя никогла не могутъ® пересфчься, 
при неограниченномъ продолжени этого пути. Но здфсь прежде всего 
нужно было бы доказать, что при этихь условяхъ, если бы одна лин 
дЬйствительно была строго прямой, другая также оказалась бы тако- 
вой; далфе здБсь предполагается поняйе о перпендикулярЪ и о равенствБ- 
Относительно грубыхъ лин, кь которымъ исключительно относятся наши 
представленя н нашъ опытъ, было бы наиболфе разумно вовсе не вы- 
сказывать ничего такого, что необходимо заставляетъ выйти за предфлы, 
въ которые поставлены наши чувства; если же мы съ этнмъ не считаемся, 
то мы должны быть готовы къ тому, чтобы наткнуться на противорфч 
и неясности. 

3. Всф высказанныя здфсь замфчашя относятся, конечно, и къ пло- 
скости; еще разъ къ этому возвращаться нфтъ, конечно, надобности, — 
но на олно обстоятельство необходимо обратить вниманше. Если мы на- 
тянемъ между двумя (грубыми) точками 4 и В нить, или вставимъ между 
ними промежуточныя точки путемъ визирован!я полобно тому, какъ мы на- 
правляемъ ружье на центръ цфли, помфщая его между мушкой и прицфломъ 
ружья—то мы убЪждаемся экспериментально, что межлу двумя матер!аль- 
ными точками проходить только одна матер1альная прямая. Если мы опре- 
дЪляемъ, далфе, плоскость, какъ поверхность, которую описываетъ пря- 
мая, проходящая черезь точку Р и скользящая по прямой р, то точка Р 
и лвЪ точки прямой р, которая. впрочемъ, не должна проходить черезь 
точку Р, вполнЪ опредфляють плоскость. Опредфляется ли эта плоскость 
также и другими тремя своими точками, или, что сводится къ тому-же, 
содержитъ ли плоскость всякую прямую, проходящую черезъ двЪф ея точки, 
этоть вопросъ можетъ быть разрфшенъ только опытомъ. Такой опыть 
мы можемъ произвести, напримфръ, на поверхности стола, къ которой 
мы прикладываемъ линейку во всфхъ направленяхъ, если мы не претен- 
дуемъ на очень большую точность Но сохранятся ли эти свойства, когда 
мы оть матергальной прямой или плоскости перейдемъь къ точнымь гео- 
метрическимь образамъ? Можно ли, какь это дфлаеть Евклидъ, посту- 
лировать, чго прямая вполнф опредфляется двумя своими точками, или 
это уже заключается въ самомъ поняйи о прямой? Отвфтить на эти 
вопросы нетрудно. Черезъ двЪ точки можно визировать на третью только 
до тЬхь поръ, пока эти точки видны. Если въ процесс предЪфльнаго 
перехода, который мы должны предпринять, эти точки становятся неви- 
димыми, то мы оказываемся совершенно безпомощными, такъ какъ вста- 
вить промежуточныя точки становится невозможнымъ; если мы восполь- 
зуемся зрительной трубой, то и она, конечно, не долго можеть быть 
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намъ полезной. Не меныше затрудиенй доставить намъ натянутая нить, 
если мы захотимъ произвести процессь предЪфльнаго перехода; въ самомъ 
дЪлЪ, вфдь натянутая нить должна оставаться матер!альной, а это нахо- 
дится въ неизбфжномь противорфчи съ задачей предфльнаго процесса. 
Выводъ изъ всего этого тотъ, что съ матерйальной прямой, какъ бы мы ее 
ни воспроизводили, точнаго предфльнаго перехода осуществить невоз- 
можно. Если же мы все таки хотимъ придти къ опредфленному понятию, 
то нужно ввести въ опреллене этого поня\я такой рядъ свойствъ ма- 
тергальной прямой, чтобы мы могли при помощи этого опредЪленя (а не 
представлен!я) получить все то, что дастъ утонченная матер1альная прямая. 
Такимъ образомъ, мы уже здфсь видимъ, что евклиловы опредфленя со- 
вершенно непригодны для логическихъ доказательствъ. Къ числу ТЪХЪ 
свойствь матеральной прямой, которыя нужно ввести въ опредфлене 
точнаго поняпя, принадлежить именно то, что прямая опредфляется двумя 
точками; аналогично этому въ опредЪлеше плоскости, которое гакже нельзя 
установить при помощи предфльнаго перехода, необходимо ввести либо 
непосредственно то свойство, что она содержить всякую прямую, про- 
ходящую черезъ двЪф ея точки, либо эквивалентное этому свойство. Итакъ, 
прямая и плоскость могутъ быть опредфлены и вообще призваны кь су- 
ществованио не путемъ предфльнаго перехода оть объектовь нашего со- 
зерцаня, а помощью опредфленныхь свойствъ. 


8 4. Движене и конгруэнтность. 


1. На разборЪ понят я „между“, которое непосредственно сюда же 
примыкаетъ, мы не будемъ останавливаться, чтобы не утомлять читагеля; 
но трудности, съ которыми связано поняйе о движенш, мы считаемь не- 
обходимымъ выяснить, такъ какь на этомъ поня\и покоится все учеше о 
конгруэнтносги. „Два отрфзка считаются равными или конгруэнтными, 
если ихь можно наложить одинь на другой“. Оставаясь на этомь извЪ- 
стномъ опредБлени, мы можемъ рфшить вопросъ о равенствЪ лвухъ от- 
рЪзковь только эмпирическимь путемъ, непосредственно нчалагая одинъь 
отрфзокъ на другой. Съ этимь можно было бы еще мириться, если бы 
позже мы нашли друМя средства, которыя давали бы возможность решить 
тоть же вопросъ непосредственно при помощи геометрическихь образовь, 
сушествоване которыхъ мы признаемъ *). Таюя средства дфйствительно 
существуютъ, какъ мы это увидимъ ниже; но элементарная геометр!я 
никогда не старалась воспользоваться ими для устраненя эмпирическихь 


*, Прямыя, окружности и т. п. образы мы будемъ называть „существу- 
юшими“, если они есть въ пространствЪ или если мы ихъ таковыми мыслимъ, такъ 
что нЬть надобности предварительно ихъ „проводить“, какъ это обыкновенно дБ- 
лается вь школьной геометрии. 
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пр!емовъ. Между тфмъ это необходимо еще и по другой причинф. Уста- 
новить, что два отрфзка могуть покрыть другъ друга возможно только 
на матеральныхъ прямыхъ. Къ геометрическимъ прямымъ вышеприве- 
денное опредфлене, такимъ образомъ. вовсе не относится. Точно такь же 
лва угла мы называемъ равными или конгруэнтными, если они могутъ 
быть наложены одинъ на другой такимъ образомъ, что стороны ихъ со- 
впадаютъ. Здфсь мы можемъ, конечно, вновь сдфлать то же возраженге, 
что объекты чистаго мышления, которые мы называемъ геометрическими 
прямыми, не могутъ быть передвигаемы; такимъ образомъ, это опредБлеше 
также издаетъ. Или, быть можетъ, мы и движене должны себЪ только 
представлять? Но что же такое движене? 


2. Поняте о равенствф матергальныхь прямыхъ мы можемъ все же 
основывать на движени; но въ геометр!ю это опредБлене безъ дальнЪй- 
шаго развитя войти не можетъ. Если бы, такимъ образомъ, тЪ, которые 
утверждаютъ, что геометрия безъ движеня обойтись ие `можетъ, были 
правы, го мы стояли бы передъ не- 


преодолимымъ препятств!емъ. Точ- » 

ная геометрия была бы въ такомъ ее а 
случаф невозможна. ДЪло, однако, А з 
обстоитъ не такъ. 

Разберемся сначала въ томъ, 
что намь, собственно, даеть дви- |, 
жене въ томь случаф, который р, 
мы разобрали выше! 

1) Если данъ (матеральный) отрБзокъ {В. прямая и и точка 
на ней, то движене совершенно опредЪленнымъ образомь относить 
точкамь {В и 1’ вь данномь направлени на прямой и нфкоторую точку 
В’, и мы говоримъ, что отрЪзокъ /[ В’ конгруэнтенъ отрфзку „В, сим- 
волически /1“В’- АВ. Въ частности, въ этомъ смысль 1 — ЛВ. Далье, 
относительно движешя мы можемь сказать: 

2) Если движене относитъ отрфзку АВ два отрфзка Г’ и ЁВ", 
какь конгруэнтные ему, то отрфзки 4 В’и "В" также соотвьтствують 
другъ другу, какъ конгруэнтные. 

ДалЪе: 

3) Если на одной и той же прямой а или на двухь различныхъ 
прямыхь @, 4’ тремъ точкамь „1, В, С, изъ которыхь В лежигь между 
„фи С соотвфтствуютъ три точки 4”, В’, (^, при чемъ В’ лежитъ между 
и ©“ весла при этомь АВЕ Ви ВС ВО, о ЧСС 

Можно было бы установить еще цфлый рядъ предложен того же 
рола. Аналогичныя услуги оказываеть движеше и по отношению къ угламъ. 

4) Пусть въ плоскости @ дань уголъ со сторонами р, А, а въ пло- 
скости 2’ (которая можетъ совпадать съ плоскостью &) пусть будутъ даны 
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лучь |’ и опредфленная сторона плоскости х’ относительно р’; въ такомъ 
случа5 движене совершенно опредЪленно относитъ даннымъ образамъ 
н5который лучь /’ въ плоскости я’, проходящий черезъ вершину луча /’, 
и мы говоримъ, что уголь р’[’ конгруэнтенъ углу рЁ. Въ частности, въ 
этомъ смыслЪ уголъ рЁ конгруэнтенъ самому себЪ. Предложенйо 2) со- 
отвфтствуеть сл5дующее: 

5) Если два угла конгруэнтны третьему, то они кочгруэнтны между 
собой. 

Такимъ образомъ можно было бы указать еще много свойствъ от- 
рЪзковь и угловъ, которыя проистекаютъ только отъ движенЯ; къ этому 
нужно было бы присоединить далЪфе свойства конгруэнтныхъ треугольни- 
ковъ, но Гильбертъ въ своемъ знаменитомъ сочинени „Основаня гео- 
метр!и“ *) показалъ, что къ этимъ пяти свойствамъ лвиженя нужно при- 
соединить еще только одно, чтобы собрать все то, что движене даеть 
намъ при доказательств предложей о конгруэнтности; все остальное 
вытекаеть уже строго дедуктивно. Это шестое предложене заключается 
въ слБдующемъ: 

6) Если въ треугольникахь АВС и .ЁВ’С’ 


ава, 4С= С, ВАС = ВАС, 
< АВС АВС и АСС В. 


Гильбертъ при опредфлени конгруэнтности дфлаетъ лаже гакое 
ограничене, что онъ сначала не опредфляетъь этого свойства, какъ вза- 
имное, такъ что, напримЪфръ, въ предложени 1) онъ принимаеть только, 
что отрфзокь В конгруэнтенъ отрфзку В’ и не дБлаеть предполо- 
женя, что отрфзокь В’ въ свою очередь, конгруэнтенъ ./В. Взаим- 
ность этого соотношеня уже вытекаетъ изъ предложен 2) и 5). Отно- 
сяпЦяся сюда детали, а также прежде всего доказательства предложенй 
о конгруэнтности можно найти непосредственно у Гильберта “*). 


то 


3. То обстоятельство, что всякое предложене, касающееся конгру- 
энтности, можно доказать сь помощью посылокъ 1)—6), не обращаясь 
болфе къ движеню, ведеть кь слфдлующему замфчательному выводу: 
если бы мы имфли такой конструктивный пр!емъ,—-назовемъ его, скажемъ, 
идеальнымъ движенемъ, — который не имфлъ бы съ обыкновеннымь дви- 
женемъ ничего общаго, кромф свойствъ 1)— 6), то на этомъ идеальномтъ 
движеши можно было бы основать понят объ идеальной конгруэнтности 
и строго логически доказать основныя предложеня о конгруэнтности 


*) р. НИБег, „Ое Ошиасеп 4ег ОСвеотеше“. Гери 1903 (2. АцЙазе) $ Биб. 
Издательство „Ма ея“ готовить переводъ этого сочиненя. 

**) Нашимь предложенямъ 1) —6) у Гильберта соотвфтствують точно поло- 
женя Ш, — Шь. 


— 


о 
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треугольниковъ *). Конгруэнтность, какъ мы ее понимаемъ, представляла 
бы собой лишь частный случай илеальной конгруэнтности. Таше идеально 
конгруэнтные образы могли бы вовсе не быть конгруэнтными въ обыч- 
номъ смыслЪ слова. Такая илеальная конгруэнтность дЪйствительно воз- 
можна. Чтобы таковую установить въ нфкоторой плоскости ", выберемъ 
произвольно другую плоскость т)’ и точку Р внЪ обЪихъ плоскостей; два 
отр5зка 4,В, и Д.В, въ плоскости у) мы условимся называть „идеально 
конгруэнтными“, если ихъ проекши .1{,В”, /’,В’», изъ точки Р на пло- 
скость ’, опредфляемыя лучами РА, РА,, РВ,, РВ,, конгруэнтны въ 
обычномъ смыслф этого слова 3). Конечно, эта псевдоконгруэнтность зави- 
сить оть обыкновенной конгруэнтности; но она во всякомъ случаЪ доказы- 
ваетъ, что не всякая идеальная конгруэнтность необходимо тождественна 
съ обыкновенной и что построеше этого поня\я вообще допустимо. На 
этой именно точкЪ зрфшя стоить Гильбертъ, который опредЪляетъь 
идеальную конгруэнтность свойствами 1) — 6), т. е. опредфляеть ее по- 
стольку, поскольку она именно этими свойствами характеризуется. Въ 
предфлахъ опредфленнаго геометрическаго разсужденя нужно всегда пред- 
полагать, что мы имемь дфло съ одной опредфленной формой осуще- 
ствлешя этой идеальной конгруэнтности “). 


4. Если этоть прАемъ и не можетъ никогда вести къ противорЪчио, 
то онъ все же вызываетъ слБдующя соображенйЯ. 


*) Авторъ хочетъ сказать слБдующее: если бы имЪлось правило (или рядъ 
правилъ), которое давало бы намъ возможность чисто геометрически, при помощи 
ряда построен, безъ пособя движеня, отличать конгруэнтные и неконгруэнтные 
образы въ согласти съ положенями 1)—6), то такой премъ содержаль бы уже въ 
себЪ точное опредфлеше конгруэнтности. 


*) Необходимо себЪ вполнф уяснить, что устанавливаемая этимъ соглаше- 
шемъ „псевдоконгруэнтность“ обладаеть свойствами, выраженными въ предложе- 
нхъ 1) 6), какъ и обыкновенная конгруэнтность. Если, напримЪръ, отрЪзки 4,В, 
и 4,8, въ этомъ смыслЪ конгруэнтны отрЪзку /.В‚, то это означаетъ, что про- 
екции 4’, В’, и 4’,В’, этихъ отрЪзковъ на плоскость у’ дЪйствительно конгру- 
энтны проекщи 4’,В’, отр5зка 4,Вз. Но въ такомъ случаЪ отрЬзки А’, В’, и А’,В’, 
дЪйствительно конгруэнтны между собой, а потому отрЪзки А.В, и 4,В, псевдо- 
конгруэнтны. 

Нужно, однако, сказать, что нфкоторое затруднеше здЪсь возникаетъ вслфдств:е 
того, что нёкоторыя точки плоскости  могутъ не имфть проекшй на плоскость 4”. 
Это затруднеше устраняется, какъ мы увидимъ ниже, если мы оперируемъ въ т. н. 
проективномъ пространствЪ (правильнфе даже, въ эллиптическомъ пространствЪ). 


*) Иными словами, съ точки зр5ня Гильберта, за конгруэнтность можно при- 
нять всякое соотношеше между геометрическими образами, обладающее свойствами 
1—6). Въ каждомъ частномъ случаЪ, однако, это соотношеше должно быть фикси- 
ровано; и на этой именно точкЪ зря, что установлено н5которое соотношенше 
между геометрическими образами, удовлетворяющее требованямьъ 1)—6), и что 
это именно соотношене принимается за конгрузнтность, и стоить Гильбертъ. 

Воберт, Эпциклоп. элемент. гсометрит. 2 
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Первое. Если существуетъь премъ сопряженя отрфзковъ и угловъ, 
который выполняетъ услоВя идеальной конгруэнтности, то можно признать 
вполнЪ справедливымъ требоваше, чтобы такой премъ былъ дЪйстви- 
тельно указанъ, чтобы мы дфйствительно могли геометрИю развивать гео- 
метрически, ибо пока такого према нфтъ, до тфхъ поръ мы не можемъ 
производить построен. 

Второе. Такой пр1емъ, какъ и вообще идеальная конгруэнтность, не 
можеть изгнать изъ геометри обычную несовершенную конгруэнтность, 
если онъ самъ, какъ въ указанномъ выше случаЪ, зависить оть обыкно- 
венной конгруэнтности. Движеше было бы тогда въ геометри однимъ 
изъ неизбфжныхъ золъ. Необходимо ли, такимъ образомъ, втиснуть въ 
геометрию, въ видЪ понямя о конгруэнтности, начало, имъющее эмпири- 
ческое происхождене, совершенно чуждое остальнымъ ея основнымъ по- 
нятямъ и посылкамь, или мы можемъ безъ этого обойтись, — должны ли 
мы идеальную конгруэнтность просто предполагать, какъ нЪфчто данное, 
оть обычной конгруэнтности независящее, или мы можемъ это поняте 
сами построить, — это въ системЪ Гильберта остается нелостаточно выяснен- 
нымъ. Какое значене имфетъ увБренность, что идеальная конгруэнтность 
никогда не можеть привести къ противорЪчио, если мы не въ состояни 
ея осуществить, не прибфгая къ обыкновенной конгруэнтности? Идеальная 
конгруэнтность, безъь посо@я эмпирическихъ и физическихъ средствъ, 
(циркуль, линейка) существуетъ только тогда, когда она установлена тЬмъ 
самымъ, что установлены всф точки, лини и поверхности. Такимъ обра- 
зомь должно быть возможно: 

А) воспроизволить равные отрЪзки и углы посредствомъ „имманент- 
наго геометрическаго построен“, т. е. такого построеня, которое не 
прибЪфгаеть къ матеральнымъ инструментамъ ни непосредственно, ни даже 
въ представлении; построеше это должно, такимъ образомъ, заключаться въ 
томъ, чтобы мы, предполагая существоване въ пространствЪ точекъ, по- 
верхностей и лин *), вызывали въ нашемъ сознаши т изъ нихъ, при 
посредствЪ которыхъ устанавливается соотвЪтстые отрфзковъ, именуемыхъ 
конгруэнтными. Для того же, чтобы движене все таки, въ концЪ концовъ, 
не появлялось въ геометрии, необхолимо, чтобы 

В) на этомь „имманентномъ ностроеши“ можно было основать 
также „имманентное опредфлене конигруэнтности“, т. е. пужно, чтобы мы, 
исхоля изъ этого построеня, никоимъ образомъ не прибфгая къ конгру- 
энтности, могли предварительно чисто логически доказать, что услошмя 
1)— 6) соблюдены; тогла можно было бы конгруэнтность просто опре- 
дЪлить этимъ построеншемъ. Такимъ образомъ, вопросъ о томъ, есть ли 
вь строго логической геометр?и мфсто конгруэнтности, зависитъ отъ дру- 


=) См. примфчане на страницЪ 14. 
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гого вопроса: существуетъ ли „имманентное построене“ конгруэнтныхъ 
отрЪзковъ и угловъ, относительно котораго, не прибЪгая къ обычнымъ 
предложенямъ о конгруэнтности, можно доказать, что оно допускаетъ 
олнозначное сопряжеше, требуемое предложенями 1) — 6)? 5) 


$ 5. Построее Штейнера. 


1. Существуеть построене, которое удовлетворяетъ, по крайней 
мЪрЪ, требованю А) предыдущаго параграфа. Як. Штейнеръ въ знаме- 
нигомь неболышомъ своемъ сочинении *), которое должно быть отнесено 
къ перламъь элементарной математики, чрезвычайно простыми средствами 
обнаружилъ, что всякое построеше, которое можетъ быть произведено 
циркулемъ и линейкой, можеть быть выполнено одной только линейкой, 
если намъ дана одна окружность и ея центръ. Такъ какъ линейка служитъ 
здфсь исключительно для проведеня прямыхъ линй, то намъ достаточно 
представить себЪф или, лучше, мыслить эту окружность и всф прямыя, какъ 
уже существуюния, и мы получимъ требуемое имманентное построенге. 
Конечно, поняття прямая и окружность должны быть безукоризненно 
опредфлены; здЪсь мы должны предварительно допустить, что это сдЪ- 
лано. Штейнеръ въ своихъ построеняхъ пользуется свойствами трапещи 
которыя легко доказать: 

Предложен1е 1. Прямая, соединяющая точку пересфченя непарал- 
лельныхъ сторонъ трапеши съ точкой пересЪченя ея длагоналей, дЪфлитъ 
параллельныя стороны трапеши пополамъ. 

Предложен1е 2. Если прямая, соединяющая точку пересЪченя 
двухь противоположныхъ сторонъ четырехугольника съ точкой пересЪче- 
ня Шагоналей, дЪлить одну изъ двухъ другихъ сторонъ пополамъ, то 
она дфлитъ и четвертую сторону пополамъ, и послфднНя двЪ стороны 
параллельны 6). 

Если, слфдовательно, даны двЪ параллельныя прямыя и и Фи на 
одной изъ нихъ, скажемъ, на прямой о данъ отрфзокъ АВ, то мы можемъ 
помощью одной линейки раздфлить этотъ отрЪзокъ пополамъ (фиг. 3). 


5) Нужно сознаться, что эти идеи изложены здЪсь крайне неясно. Какь ихъ 
понимаеть авторъ, выясняется отчасти въ слБдующемъ параграфЪ,— а главнымъ 
образомъ, въ сл5дующей главЪ, гдЪ дьйствительно устанавливаются въ различныхъ 
случаяхъ критери конгруэнтности. 

+) ]асоБ З{етег. „Оеотейзсве КопзниКНопеп“. Озвуа!$ КЙаззщег Фег 
ехаКеп \/1зепзсвайеп. № 60. Издательство „Машез$“ готовить къ печати пере- 
водь этого сочиненя. 

") Если мы себЪ представимъ, что на фиг. 3 въ четырехугольникБ АВфа сто- 
роны АВ и аб пересфкаются въ н$5которой точкЪ №, то точки № и М дБлять гар- 
монически отрфзокъ АВ по свойствамъ полнаго четырехугольника. Если поэтому 
точка № уходитъ въ безконечность, то М представляеть собой середину отрЪзка 
АВ—и обратно. Таковы соображенмя Штейнера; но предложене можно доказать, 
и не прибЪгая кь гармоническому дЪленйо- 
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Для этого выберемъ на прямой # произвольно двЪ точки д и Ви точку 

перес5ченя 5 прямыхь а и ВЬ соединимь съ точкой пересфченя Г 

те прямыхь //Ь и Ва. Эта 

И“ прямая ЭТ дЬлить попо- 

#% ламъ не только отрфзокь 

Г АВ, но и отрЪзокъ а6. 
(Построен!е 1). 

Наоборотъ, если дана 

а Ь середина А{ отрфзка АВ 

*. 27} и точка 4 внф прямой УВ, 

и. з то мы можемъ провести 

7 черезъ точку а прямую, 

< | параллельную АВ. Для 

в этого на прямой а выби- 


7 о 


раемъ произвольно точку 
$, отличную оть [и а, 
и проводимь прямыя $5, 5\М, 5В и аВ. Прямыя аВ и 5\! опредфляють 
точку пересфченя 1; а прямая ШГ встрЪчаеть прямую 5В въ точкЪ р 
такимъ образомъ, что прямая 16 параллельна прямой .1В. (Построенуе 2). 

Если теперь на нашей плоскости начерчена окружность К съ центромъ 
О (фи. 4), то точка О дБлить пополамъ каждый даметрь РР’. Слфлдо- 
вательно, при помощи построены 2. мы можемъ черезъ любую точку О 
окружности (какъ и черезь любую 
другую точку) провести прямую, па- 
раллельную РР’. Если Й есть вторая 
точка пересфчен!я этой параллели съ 
окружностью К, то даметры ОО н 
КО опредфляють на нашей окруж- 
ности дн друмя точки (и [та 
кимъ образомъ, что прямыя (№, РЁ’ 


р г и и (№ параллельны и отстоятъ лругъ 
>. . 


Фиг. 8. 


отъ лруга на одно и то же разстолше. 
ни Эти три прямыя встрЪчаютъ всякую 
прямую с, имь не параллельную, въ 
трехъ точкахъ, изъ которыхъ двф точкн также отстоять на равныхь раз- 
стояшяхь оть средней точки. СлБдовательно, при помощи построены 2. 
можно черезъ любую точку провести прямую, параллельную прямой $. При 
помощи же построен 1. мы теперь можемъ иа прямой © раздЪлить любой 
отрфзокъ пополамъ. Такъ какъ маметръ РР” всегда можно выбрать такъ, 
чтобы онъ не быль параллеленъ заданной прямой $, то мы получимъ теорему: 
Предложен!е 3. Если начерчена окружпость п данъ ся центръ, то 

съ помощью линейки, безь циркуля, возможио: 
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1) кь данной прямой черезъ данную точку провести параллельную 
прямую; 

2) раздфлить данный отрЪзокъ пополамъ. 

2. ПослЪ этихъ предварительныхь разсужденй мы можемъ прежде 
всего указать премъ Штейнера для „передвиженя“ отрфзка вдоль по 
своей прямой. Чтобы на прямой и отложить отъ точки „Г отрЪзокъ, 
равный /{В, въ томъ же направленйи (фиг. 5), проведемъ, согласно пред- 


ложенйо 3, двЪ прямыя 5’ 5 

С о о 
прямой и. ДалЪе, про- е ей. 

извольную точку $ на о р 

прямой 0 соединимъ р ый 

прямыми съ точками к о | 

Ли В. Пусть а и ф бу- ы `а/ Зы в 
дуть точки пересфченя их Их 

прямой © съ прямыми д ао к 

5$ и 5В; тогда прямая -й ) Е 

^ 7 - и $ = 

„Та опредФляетъна пря- в и. = и 


мой 2 точку 5’ такимъ 
образомъ, что прямая 
$ встрфчаеть прямую м въ требуемой точкь ПВ’, т. е. .[В’— ЛВ. 
Легко уяснить себЪф, какъ произвести то же построене, если отр$зокъ 
„РВ’ долженъ имфть направлене, противоположное ‚/В. Заданную точку, 
оть которой нужно произвести отложеше, лучше всего въ этомъ случаЪ 
обозначить черезъ В’ и затфмъ указаннымъ выше построевемь опредф- 
лить точку „4”. Доказательство основывается на подоби треугольниковъ 
95 и АЗВ, съ одной стороны, и треугольниковь а5'}р и .1'5’В’, съ другой 
стороны. Такъ какъ три параллели отсфкаютъ на любыхъ двухъ прямыхъ 
пропорщональныя части, то 


о ра Лоб вов а = 


слфдовательно АВ = В”. 

Къ этому построено мы присоединимь еще одно, которое даетъ 
возможность произвести поворотъ отрЪзка, расположеннаго на д1аметрЪ 
данной окружности К, вокругъ ея центра (). Положимъ, что даметръ (1, 
на которомъ лежить отрфзокъ РО), нужно повернуть такимъ образомъ, 
чтобы онъ заняль положене (1 (фиг. 6). Прямая 4’ пересфкаеть окруж- 
ность К въ двухъ точкахъ; мы можемъ еще произвольно выбрать изъ 
нихъ точку /(, въ которую должна упасть точка окружности /1, лежащая 
между О и Р. Если мы теперь черезъ точки Ри () проведемъ прямыя, 
параллельныя //.{ (предложене 3,), то онф встрЪтять прямую (’ въ 
двухъ точкахъь Р’и ()’, причемъ, какъ легко показать, [”()’ равно РО. 
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Положимъ наконецъ, что намъ нужно произвольный отрфзокьъ АВ 
на прямой и перенести на любую другую прямую и’, при чемъ конечная 
точка новаго отрфзка и его направлеше намъ заданы. Въ такомъ случа$, 
очевидно, нужно только изъ центра () провести двЪ прямыя 9 и 9’ (фиг. 7), 


Фиг. 6. Фиг. 1. 


параллельныя даннымъ, перенести отрфзокъ РО= АВ на прямую г посрелд- 
ствомъ построешя параллелограмма РОЛ В, далЪе повернуть отрфзокъ Р() 
въ положене Р”()’ на прямой 9’ и, наконецъ, перенести отрфзокъ Р ()’ на 
прямую и’ путемъ построен параллелограмма [’(’/{В’; тогда В’ == В. 
Смотря потому, отмфчена ли данная конечная точка [ отрфзка ГВ’ 
буквою ,„4” или [’, искомая точка (соотвЪтственно В’ или Г) расположена 
на прямой и’ справа или 
слЪва отъ точки Е. 


3. Предложен!е 4. 
Если въ данной окруж- 
ности К центральные 
углы ЛОВ и ГО’В 
равны (фиг. 8), то, смо- 
тря потому, можно ли 
одноименныя стороны 
привести въ совмфщене вращешемъ вокругь точки (), не выводя ихъ 
изъ плоскости, или нётъ, мы будемъ имФть: 


АВ’ || ВА’ или ЛА’ || ВВ’. 


Чтобы это доказать, нужно изъ центра () опустить перпендикуляръ 
на одну изъ параллелей и воспользваться симметр!ей фигуры относительно 
этого перпендикуляра. 


Фиг. 8. 
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Опираясь на предложен 3. и 4., можно при помощи одной линейки 
повернуть центральный уголъ неподвижнаго круга К вокругъ центра О въ 
любое требуемое положенее 7). Чтобы тенерь привести любой уголъ со сто- 
ронами }, Ё вь новое положен |’, /’, въ которомъ лучъ р’ и сторона, съ 
которой долженъ быть расположенъ лучъ {’ относительно р’, заданы, мы 
поступимь слБдующимъь образомъ (фиг. 9): изъ центра О проведемь 
лучи а, ри а’, параллельные и сона- 
правленные съ лучами [, д, [’; затьмъ 
повернемъ уголъ а, в =, Ё въ по- 
ложеше а’, 0’ такимъ образомъ, чтобы т Е 
уголъ р’, № = а’, р’ = а, 6 =, Е быль . 
расположенъ съ требуемой стороны 


р’ 


луча |’, когда мы проведемъ лучъ 
параллельно лучу [’, принимая во вни- 
мане его направлене. Это построеше 
нЪфсколько сложно, но его легко по- 
нять. При вращен!и центральнаго угла, 
нужно пользоваться точками {и В, 
которые опредфляются на окружности 
лучами р и К, взятыми въ направлени лучей а и В, а не дополнитель- 
ными лучами. 

При изложени этой теори для удобства рфчи мы пользовались 
обычными выраженями элементарной геометрии; мы говорили, что прямую, 


Фиг. 9. 


на которой мы сосредоточиваемъ наше внимане, всегда нужно „провести“. 
Если же мы будемъ просто предполагать, что окружность, всф прямыя 
и точки уже существують, какъ это необхолимо сдфлать въ строго 
логической геометри, то для „построешя“ нужно только вызвать въ 
сознани необходимыя лиши и точки. Тогда мы получаемъ требуемое 
„имманентное построене“ 8). 


7) Если, слЪдовательно, мы желаемъ повернуть уголь ЛОВ вь положеше 
А’ОВ’ (фиг. 8,,), то мы должны провести прямую В.4’, а затЪмъ параллельную ей 
прямую АВ’; посл5дняя въ пересфчени съ окружностью даетьъ точку В’. Если же 
мы желаемъ повернуть уголъ другой стороной такъ, чтобы онъ заняль положенше 
А’ОВ’ (фиг. 8,3), то мы должны провести сперва прямую -1/’, а потомъ парал- 
лельную ей прямую ВВ’. 

8) Построеше Штейнера даетъ возможность указанными средствами отложить 
на данной прямой при данной точкЪ въ данномъ направлеши отрЪфзокъ, равный 
данному, и при данномъ лучЪ съ данной стороны его уголъ, равный данному. Если 
поэтому нфкоторая плоская фигура перемфшена въ плоскости (съ поворотомъ дру- 
гой стороной или безъ него) такъ, что нёкоторая точка О и лучь ОА совмфшаются 
съ данной точкой О’и лучемъ О’ .4', то съ помощью построеня Штейнера мы имфемъ 
возможность построить точку В’, съ которой совмфстится любая точка В фигуры: 
для этого достаточно при луч О’.4’ съ надлежащей стороны построить лучъ О’В’ 
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$ 6. Натуральная геометр/я. 


1. Идеализашя при посредствЪ предфльнаго перехода, которая обык- 
новенно производится надъ сырымъ матераломъ геометри—матер1альными 
точками, прямыми и плоскостями, чтобы освободить его отъ неопредФлен- 
ности и всякой произвольности, вызвала такой рядъ сомнфнй, что возни- 
каеть какъ бы даже вопросъ объ истинности всей геометр!и. Съ другой 
стороны, какъ мы увидимъ ниже, аналитическая геометр!я, если развивать 
ее, какъ чистый анализъ трехмфрнаго линейнаго численнаго многообразий 3) 
безъ всякаго отношеня къ пространственнымъ представленямъ, обнаружи- 
ваетъ, что элементарная геометрия никогда не можеть привести къ логи- 
ческому противорфчю. И все же наши критическя указан, что такъ 
называемыя „геометрическя“ точки, плоскости и прямыя не имфютъ про- 
странсгвеннаго существованя, что обыкновенное опредфлеше конгрузэнт- 
ности относится только къ матер1альнымъ, совершенно неизм$ннымъ об- 
разамъ и т. д., остаются въ полной силф. Содержащееся въ этомъ кажу- 
щееся противорфч1е разрЪшается слфлующимъ образомъ. 

Евклидъ, конечно, предпосылаетъ своей систем сомнительныя опре- 
дфленя, и мноМе учебники, даже такой прекрасный, какъ Бальцера !©), 
повторяютъ то же еще и по настоящее время. Но при дальнфйшемъ развити 
системы изъ этихъ опредфлешй не дЪлается никакихъ выводовъ, потому что 
къ этому не представляется повода. Что, собственно, худого даже въ томъ, 
что окружность или другая лин имфють въ толщину нфсколько десятыхь 
миллиметра? Лишь въ теори функшй сказывается надобность въ точ- 
кахъ, не иибющихъ протяженЯ, и линяхъ, не имфющихъ толщины, именно, 
когда мы относимъ въ комплексной числовой плоскости каждому числу 
точку и обратно. Несоглайя, вызываемыя недопустимой идеализашей основ- 
ныхъ понят, издавна возникали лишь въ учен/и о параллельныхъ ли яхъ и 
вообще повсюду, гдЪ играетъ роль поняте о безконечности. Если поэтому 
элементарная геометря можеть остаться въ силф, какъ геометря созер- 
цаемаго, то она должна быть построена, безъ всякой идеализацйи. 


2. Возникаеть вопросъ, нельзя ли построить геометрию-—ее можно 
было бы назвать натуральной геометрией, —которая категорически от- 
казалась бы отъ всякаго предфльнаго перехода и придерживалась бы 


такъ, чтобы онъ составилъ съ лучемь О’А” уголь 4”О’В’, равный углу АОВ, и на 
немъ отложить отрфзокъ О’В’, равный ОВ. Въ этомъ смыслЪ построеше Штейнера 
даетъ возможность осушествить геометрически наше перемфщене фигуры въ 
ея плоскости. Это авторъ и имфетъ въ виду. 

°) Это поняме выяснится ниже. 

1‘) В. ВаНрег. „Ыетете ег МаетайК“, въ двухъ томахъ. Въ шестидеся- 
тыхъ годахъ это было наиболфе распространенное въ Германи сочинеше по эле- 
ментарной математикЪ. Во второмъ издани этого сочиненя, появившемся въ 1867 г., 
была впервые изложена для широкой публики сущность идей Н. И. Лобачевскаго. 
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только того, что наши чувства дЪйствительно воспринимаютъ, или, по край- 
ней мЪрЪ, того, что мы представляемъ себф доступнымъ нашимъ чувствамъ, 
т. е. матеральныхь точекъ, лин и поверхностей въ конечной части про- 
странства, которая доступна нашему обозрЪфню, въ предфлахъ которой мы 
можемъ даже подвергнуть провфркф всф наши сужденя и выводы. На- 
учная система натуральной геометрии должна была бы прежде всего въ 
вводной главЪф собрать сырой матералъ геометри въ фактахъ и пред- 
ставленяхъ методами естествознаня. Такого рода глава, какъ мы себЪ ее 
представляемъ, составила бы прекрасный матер!алъ для пропедевтическаго 
обученя геометр!и, чтобы пробудить и укрфпить пространственныя пред- 
ставленя, чтобы развить способность къ геометрическому созерцаню —этому 
первоисточнику геометрическаго творчества. Чего бы только нельзя было 
сказать о матеральной прямой! Натянутая нить, не слишкомъ большой 
длины, какъ мы уже указывали выше, могла бы пробудить представлеше 
о прямой. Мы можемъ вытянуть проволоку такимъ образомъ, чтобы она 
плотно прилегала “къ натянутой нити, это была бы болфе устойчивая мо- 
дель. Визируя вдоль этой проволоки, мы какъ бы сводимъ ее къ точк$; 
„внутренняя ея часть заслоняется наружной“ (Платонъ). Мы подопремъ 
проволоку въ двухъ точкахъ, она остается неподвижной, между тфмъ 
при одной’ подпертой точкЪф (за исключенмемъ середины) она не могла 
бы оставаться въ покоЪ. Мы далфе сдвигаемъ прутъ, сохраняя тф же двъ 
точки опоры и въ то же время визируемъ: прямая опять-таки сводится 
къ точкЪ и какъ будто остается въ покоЪф. Такимъ образомъ устанавли- 
вается, что прямая (отрфзокъ) можеть быть продолжена, а также и тоть 
фактъ, что она можеть быть механически проложена черезъ двЪ точки и 
въ понями ими опредфляется. Затфмъ можно было бы выяснить пров$- 
шиване 1!) прямыхъ лин въ полЪф путемъ послфдовательнаго визированя, 
упомянуть о прицфлЪ и о многомъ другомъ, на чемъ эмпирически осуще- 
ствляется поняме о прямой. Наконецъ, линейка была бы наиболЪе совер- 
шенной реализащей прямой лини, но взглядъ въ увеличительное стекло 
предостерегаль бы насъ отъ иллюзй, что это осуществлеше прямой дЪй- 
ствительно достигаетъ совершенства *). 


3. Наблюден!я становятся обильнфе, когда мы восходимъ къ ноняйю 
о натуральной (матеральной) плоскости. Зеркальная поверхность спокой- 
ной жилкости можеть послужить прототипомъ; мы тотчасъ замфчаемъ, 
что мы можемъ прикладывать къ ней остре линейки во всфхъ направле- 
няхь. Это свойство мы сейчасъ же замфчаемъ и на рядЪ другихъ поверх- 


11) Подъ „провЪшиванемъ“ прямой лиши въ геодези разумфютъ послБдо- 
вательное нанесене въ полЪ точекъ, расположенныхъ на одной прямой. 

См. Э. Вихертъ „Введеше въ геодезйю“. 80 стр. и 41 рис. Маез$5. 

*) Ср. также. Р. Чаи Во1$-Веущшопа, „Пе аПрешеше РилКбопетеоне“. 
Таытаеп 1882. 
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ностей, которыя мы непосредственно приложимъ для испытаня кь по- 
верхности жидкости. Такимъ образомъ мы получимъ въ видЪ, напримфръ, 
тонкой пластинки прочную модель плоскости. Она механически устана- 
вливается на трехъ своихь точкахъ, не расположенныхъ на одной прямой 
(за исключенемъ прямыхъ, проходящихъ черезъ центръ тяжести, которыя 
достаточно подпереть въ двухъ точкахъ); по тремъ точкамъ опоры пла- 
стинку можно свободно передвигать, при чемъ при визированйи она не 
двигается: плоскость опредфляется тремя точками. ДалЪфе было бы инте- 
ресно показать, какъ различнаго рода ремесленники изготовляютъ (огра- 
ниченную) плоскость, какъ они ее зат6мъ продолжають во всфхъ напра- 
вленяхь. ТЪ особенныя прямыя, которыя достаточно закрЪфпить, чтобы 
механически привести плоскость въ равновф4е, перемфщаются при ея про- 
долженНи, какъь и центръ тяжести; они представляютъ собой, такимъ об- 
разомъ, перемфнныя свойства натуральной плоскости, тогда какъ способ- 
ность ея опредфляться тремя точками, не лежащими на одной прямой, прел- 
ставляегь собой существенное свойство плоскости. Нфть, конечно, необ- 
ходимости выдвигать это разли4е: плоскость во всякомъ случаф имЪфетъ 
центръ тяжести, какъь бы мы ее ни продолжали. ЗдЪсь только ясно вы- 
ражается произвольность, которая проявляется въ построеши понят о 
плоскости. Еслибы при прололжени плоскости мы придавали больше зна- 
ченя тому, что она осуществляется спокойной поверхностью воды, то она 
превратилась бы въ то, что мы теперь называемъ сферой“), конечно, 
необозримо большой. ЗдЪсь нфтъ мфста возраженйо, что на такой пло- 
скости не можетъ умфститься прямая. Вфдь эту прямую мы должны были 
бы получить лишь путемъ продолженя сравнительно небольшого ирямо- 
линейнаго отрЪзка на плоскости, напримфръ, при помощи визировашя. 
Если бы при этомъ посл большого труда было обнаружено нЪкоторое 
уклонене, то достаточно было бы этоть опытъ повторить, чтобы навЪр- 
ное получить другое уклонеше; къ тому же сколько-нибудь гладкихъ 
плоскостей значительнаго протяженйя вовсе не существуетъ, такъ что 
экспериментальному ршеню вопроса вовсе нфтъ мфста. Мимоходомъ нам$- 
тимъ здфсь вопросъ: что стало бы съ геометрией, если бы ея „плоскости“ 
въ „дЪйствительности“ были бы большими „сферами“? ОтвЪфтъ на этотъ 
вопросъ могъ бы поразить того, кто стоить далеко отъ математическихъ 
соображенй этого рода; мы могли бы, какъ мы увидимъ ниже, въ 
этомъ предположени получить вс предложешя нашей геометрии; такая 
постановка вопроса для физики имфла бы даже нфкоторыя преимущества. 


4. Однако, довольно! Изъ этого очерка достаточно ясно, какъ, на 
нашъ взглядъ, можно было бы провести первое наглядное обучеше эмпири- 
ческой геометрии; это могло бы быть очень полезно! Мы позволимъ себЪ 


=) Строго говоря, геоидомъ. 
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только еще указать, какой богатый матералъ представило бы наблюдене 
симметр!и въ предметахъ природы. Прежде всего мы грубо воспроизведемъ 
симметр!ю относительно оси въ плоскости такимъ образомъ, что мы на 
листЬ бумаги чернымъ мфломъ нарисуемъ какую либо фигуру, напримЪръ, 
каштановый листъ, а затфмъ, перегнувъ бумагу по оси симметрии и плотно 
сложивъ оба полулиста, оттиснемъ фигуру по другую сторону оси. Это 
даеть уже намъ переходъ отъ обыкновенной, чисто созерцательной гео- 
метр!и къ чертежной. Легко усмотрфть и доказать на основайи опред$- 
леня, что окружность, центръ которой лежитъ на оси симметрии, при 
копировани переходить сама въ себя. Пользуясь двумя окружностями 
такого рода, можно непосредственно дать построене точки, сопряженной 
съ данной 17). Это приводить къ рфшеню цЪлаго рода конструктив- 
ныхъ задачъ. 

Когда эмпиричесюмй матералъ геометр!и такимъ образомъ въ доста- 
точной мЪрЪ собранъ, когда простыя заключеня уже привели къ сознайю 
возможности логической разработки, когда намъ удалось уже пробудить 
вкусъ къ тонкимъ логическимъ выводамъ, которые раскрываютъ намъ 
глубоко сокрытыя свойства фигуръ, то сл$лующая глава „натуральной“ 
геометр!и должна точно разграничить тф свойства геометрическихъ фигуръ, 
которыя могутъ быть доказаны, оть тфхъ, которыя нужно заимствовать 
непосредственно изъ опыта. Тогда обнаружится, что одно и то же прел- 
ложене иногда можетъ оказаться доказуемымъ, а иногда недоказуемымъ, 
смотря по тому, кая положеня мы приняли безъ доказательства. Въ 
кони концовъ является, такимъ образомъ, въ значительной мфрф дфломъ 
произвола и вкуса, что принять за основныя положеня: нужно только, 
чтобы основныя посылки легко познавались эмпирически, безъ сложныхъ 
экспериментовъ. 


5. Но теперь возникаеть коренной вопросъ. Можно ли изъ этого 
сырого матер!ала, изъ этихъ грубо эмпирическихъ точекъ, ли и по- 
верхностей построить науку? На этотъ вопросъ можетъ дать отвфть лишь 
успЪхъ такого начинаня, и въ этомъ смыслЪ вопросъ нужно считать уже 
ршеннымъ. Сочинене Паша „Лекщи по новой геометрии“ 13) даеть такого 


12) Если мы черезъ данную точку проведемъ двЪ окружности, центры кото- 
рыхъ расположены на оси, то вторая точка перес5чешя этихъ окружностей есть 
точка, симметричная данной относительно оси. 

*з) М. РазсН. „УоНезипееп йБег Мецеге Сеотеше“. Герар, 1882. Мы рЪ- 
шительно не можемъ согласиться съ т6мъ, что книга Паша воспроизводить ту 
„натуральную“ геометрию, о которой говорить авторъ. Мы очень цфнимъ это со- 
чиненше, но главную заслугу автора усматриваемъ именно въ томъ, что онъ первый 
даль акаомы, которыя дають возможность формально обосновать расположен 
точекъ на прямой. (См. сочинене: В. Каганъ. „Основашя геомегр!я“, т. П, гл. 35). 

Вообще, эти разсужденя относительно „натуральной геометри“ предста- 
вляются намъ очень шаткими; ихъ значеше въ дальнЪйшемъ крайне ограничено. 
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рода разработку геометрической. въ Узкомь смыслф этого слова, части 
геометрии, той части, которую мы выше называли „натуральной геометрей“. 
Чтобы охарактеризовать эту прекрасную книгу, которую каждому слфдо- 
вало бы прочитать, такъ какъ она имъегь цфлью боле интенсивное 
углублеше внутрь науки, чмъ экстенсивное ея расширене, мы приведемъ 
слЪлующую выдержку изъ предисловия. 

„Съ геометрей можно, конечно, связывать самыя разнообразныя 
соображенН я спекулятивнаго характера; но плолотворныя примфненя, ко- 
торыя геометр!я постоянно находить въ естествознании въ практической 
жизни, во всякомъ случаЪ, основаны на томъ, что геометрическя понятя 
первоначально строго соотвфтствовали эмпирическимъ объектамъ, хотя 
постепенно онф и были обвиты сЪтью искусственныхъ понят для со- 
дЪйстыя теоретическому ея развитию; и посколько мы напередъь ограни- 
чиваемъ себя этимъ эмпирическимъ ядромъ, геометрия сохраняеть харак- 
теръ естественной науки, которая отличается отъ другихъ вЪтвей естество- 
знания только тфмъ, что она заимствуетъ изъ опыта лишь небольшое число 
понятШ и законовъ“. 

Сообразно этой точкЪ зрфня, „точками“ У Паша являются не мисти- 
ческе туманные объекты нашего мышленЯя, а матеральныя тфла, „дБлеше 
которыхъ падаеть за предфлы нашего наблюденя“; такимъ образомъ, это 
не вещи, „не имфюния частей“ (Евклидъ), а такя. частями которыхъ 
прихолигся пренеберечь. Если по Пашу мы также должны представлять 
себЪ точки, линш, поверхности очень тонкими, то это, собственно, совер- 
шенно несущественно; у Паша (ограниченная) прямая имфетъ, строго го- 
воря, конечное число такихъ точекъ; двЪ точки даже пе должны быть 
слишкомъ близки одна оть другой, если онф должны опредфлять прямую 
(1. с. стр. 17): ничего худого не произошло бы и отъ того, что мы нБ- 
сколько увеличили бы точки, лини и поверхности; но только область того, 
что мы на объектахь непосредственно наблюдаемъ и изучаемъ, нЪсколеко 
бы сократилась. Если кто-либо опасается, что эта натуральная точка 
зрфня, возвращающая насъ на тотъ путь, по которому геометря исто- 
рически достигла современнаго своего развиия, вводить въ геометрио 
реализмъ и грубыя чувственныя представлешя, то мы совфтуемъ прочитать 
основные параграфы книги Паша. Нужно имть чрезвычайно тонкое чутье, 
чтобы оцфнить вс эти незначительные, даже ничтожные объекты, изъ 
которыхъ геометрия дЪлаетъ свои велике выводы. Кажлый, повидимому, 
знаетъ, что значить „между“, но кто сумфлъ такъ точно указать свойства, 
которыми это поняфе опредфляется? 14) 

'') Мы счнтаемь нужнымъ еще разъ сказать, что чтеше Паша насъ къ этимъ 
заключешямъ не привело. Сила Паша обнаруживается именно тамъ, гдЪ онъ становится 
на почву строго теоретическихъ разсужденй, къ числу которыхъ и принадлежить 
характеристика поняя „между“. Но этимъ сбивчивымъ эмпирическимъ разсужде- 
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6. Мы не имфемъ въ виду излагать здЪсь идей Паша; мы хотфли 
бы только подчеркнуть одно обстоятельство: было бы совершенно невоз- 
можно установить каюя-либо обийя предложешя, если бы мы оставили 
эмпирическя прямыя и плоскости во всемъ ихъ несовершенствЪ, если бы 
мы даже не устранили ихъ ограниченности въ пространствЪ. Но это осу- 
щесгвляется не путемъ недопустимыхъ операщшй надъ объектами чув- 
ственнаго воспрятя, вошедшими въ геометрию, —это осуществляется на 
понят ях Ъ. 

Совокупность прямыхъ, проходящихъ черезъ одну и ту же точку „1, 
называютъ связкой лучей; лучи, образующие связку, обладають той особен- 
ностью, что любые два изъ нихъ (которые расположены не слишкомъ близко 
другъ къ другу) опредфляютъ плоскость. ВсЪ эти образы нужно, конечно, 
представлять себЪф пространственно ограниченными. Если мы въ такой пло- 
скости возьмемъ два луча связки и и 7, на прямой и выберемъ двЪ точки 
Ви Л’, на прямой © двЪ точки 3 и №’, такъ что прямыя В5 и В’ пере- 
сЪкутся въ точкЪ 5, прямыя 853’ и В' въ точкЪ Т, то прямая 5'[` встрЪ- 
тить прямую и въ точкф /[*“), положеше которой, какъ мы увидимъ 
ниже, зависитъ только отъ первоначально выбранныхъ точекъ 1, Ви В’ 
и не зависить оть 9, %, 3, $, Г. Если мы теперь проведемъ черезъ пря- 
мую п произвольную плоскость, выберемь въ ней произвольную точку 
$, соединимъ ее съ точками В, Ви /’,— на прямой 5. возьмемъ вто- 
рую точку Т, которую также соединимъ съ Ви В’, то прямая ВТ встрЪ- 
чаеть прямую 5В’и прямая В’Г прямую 5В соотвЪтственно въ точкахъ 
$} и 33’ такимъ образомъ, что прямая х = %5' проходить черезъ точку 24. 
При всфхъ этихъ построеняхъ мы вовсе не пользовались точкой 4. Если 
теперь {и © суть двЪф прямыя въ плоскостяхъ, о которыхъ мы не мо- 
жемъ утверждать, что онф пересфкаются, то мы все же можемъ указан- 
нымь выше пр!емомъ построить произвольное число прямыхъ х, по одной 
черезь каждую точку пространства. Относительно двухъ такихъ прямыхъ 
мы опять таки не можемъ сказать, пересфкаются ли онф или н$фть; ио 
можно показать, что каждые два такихъ луча опредфляють плоскость, 
совершенно такъ же, какъ два луча связки. И вотъ, по Пашу, такая система 
лучей также называется, связкой“ и именно „несобственной связкой“, и ей 
приписывается „несобственная“ точка, черезъ которую „проходятъ“ всЪ лучи 
связки. Это, такимъ образомъ, не болЪе, какъ форма выраженя. Такимъ 
же образомъ опредфляются „несобственныя“ сфчен!я плоскостей, которыя 
„въ дфйствительности“ не пересфкаются. Трудности поняття о конгру- 


вымь мы придаемъ столь же мало цфны здфсь, какъ и у Наша; и въ настоящемъ 
сочинеши большую цфну имфють лишь дальнфйния строшя разсужденя. а не эти 
неясныя соображения о конечномъ числЪ „натуральныхъ“ точекъ на „натуральной“ 
прямой и т. д. 

*) Четвертая гармоническая къ точкамъ 4 и В, В’. 
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энтности также преодолфваются здЪсь не путемъ неосуществимыхъ пред- 
ставлешй, а помощью надлежащихъ понятй. Очень интересенъ параграфъ 
(5 9, 1. с.), въ которомъ расширяется поняе „между“. Соображеня, ко- 
торыя необходимы, чтобы выяснить, что мы дЪйствительно можемъ гово- 
рить объ этихъ несобственныхъ прямыхъ и плоскостяхъ, какъ о дфйстви- 
тельно существующихъ, вь высшей степени интересны. Въ результатЪ же 
получается стройная система натуральной геометр, свободная отъ проти- 
ворЪчй. Она выясняеть и оправдываетъ всЪ геометрическая системы, ко- 
торыя относятся къ образамъ, дфйствительно доступнымъ нашему пред- 
ставленю, къ точкамъ, линЯмъ и поверхностямъ, локализированнымь въ 
пространств% !5). 


**) Поняте о „несобственныхъ“ или з„идеальныхъ“ точкахъ, прямыхъ, пло- 
скостяхъ и т. д., введенное Клейномъ и развитое Пашемъ, принадлежить къ числу 
наиболфе трудныхъ понямй въ абстрактной геометрии; мы удивляемся, что авторъ, 
упоминая о немъ здфсь лишь вскользь, аппелируетъ къ нему ниже неоднократно. 
Мы не считаемъь возможнымъ выяснить это поняте въ предфлахъ подстрочнаго 
примфчаня, а потому посвятимъ ему особое дополнеше въ концф книги: „Объ иде- 
альныхъ образахъ въ геометрии положешя“. Было бы полезно ознакомиться съ этимъ 
дополнешемъ до чтеня дальнфйшаго. Разсчитывая на это, мы не входимъ уже въ 
пояснене того, что изложено ниже въ $ 7. 


ГЛАВА И. 


Натуральная геометрия, какъ одна изъ без- 
численныхъь формъ проявлен!я строго отвле- 
ченной геометрии (метагеометрии). 


$ 7. Натуральная геометр!я и приближенная геометрия. 
Апа[у$1$ $Йи$. Метагеометрия. 


Изложенныя выше соображеня о натуральной геометри должны 
были достаточно выяснить сущность основныхъ ея понят. Они пред- 
ставляютъ своеобразную смфсь эмпиризма и формализма. Понятя „точка“, 
„прямая“ и т. д, имфюцЦя эмпирическое происхождеше, должны быть 
„расширены“ за предфлы узкой области, къ которой они собственно отно- 
сятся, если мы хотимъ получать общйя предложен. Этотъ процессъ расши- 
решя совершается чисто формально, путемъ введеня особаго способа вы- 
ражен!я, позволяющаго, напримфръ, трактовать прямыя въ плоскости, не 
переськаюцияся въ доступной нашему созерцанйою области, такъ же, какъ 
тЪ, которыя пересЪкаются. Эта игра фиктивными фактами должна была бы 
привести къ дурнымъ результатамъ, если бы въ основ ихь не лежала 
истина болфе глубокая, которая недостаточно объективно выражается 
этимъ искусственнымъ языкомъ. Такъ, вь разсмотрЪнномъ примфрЬ есть 
нЪчто, что всегда существуетъ, когда двЪ прямыя расположены въ одной 
плоскости; это есть связка лучей, ими опредЪляемая, т. е. совокупность 
лучей, которые вмЪстЪ съ данными двумя прямыми обладаютъ тфмъ свой- 
ствомъ, что любые два изъ нихъ опредБляютъ плоскость. Связка суще- 
ствуетъ всегда, общей же точки всфхъ лучей можеть и не быть, —-по край- 
ней мЪрЪ, мы возлерживаемся отъ опредфленнаго сужденя въ этомъ отно- 
шени. Необходимость введеня искусственнаго понятя „несобственной“ 
точки пересфчеШя сказывается тогда, когда мы желаемъ получить возмож- 
ность присвоить и случайное свойство (существоване точки пересфченя) 
также и общему понят1ю. Пашь совершенно справедливо утверждаетъ, что 
поняте „точка“ можно было бы вовсе устранить, замфнивъ его связкой, 
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конечно, не съ самаго начала. Но это слишкомъ удалило бы насъ отъ 
обычной точки зрЫШя на геометричесыя предложеня и создало бы боль- 
пя затрудненя въ словесномъ ихъ выражеши. 


2. Кь тому же этотъ шагь необходимо повлекъ бы за собой слЪ- 
дующий. ДвЪ плоскости (въ предфлахъ доступной намъ части пространства) 
имфютъ прямую пересфченя лишь случайно, между тЪмъ какъ содер- 
жащая ее связка существуетъ всегда. Чтобы избфжать понят!я о „несоб- 
ственной“ прямой, было бы, такимъ образомъ, необходимо устранить изъ 
геометр!и также поняйе о „собственной“ прямой и вмЪсто этого ввести 
поняе о пучкЪ плоскостей. РазсмотрЪнному въ пунктЪ 1. случаю двухъ 
прямыхъ, расположенныхь въ одной плоскости, здфсь соотвфтствовали бы 
два пучка плоскостей, имфющихъ общую плоскость; они опредфляють 
тогда связку плоскостей, т. е. такую систему пучковъ (плоскостей), изъ 
которыхъ каждые два имфютъ общую плоскость. Основными образами 
геометрии при такой постановкЪ служили бы плоскость, пучекъ плоскостей 
и связка плоскостей. Напротивь, точки и прямыя были бы въ такомъ 
случаЪ лишь вспомогательными образами, которые служили бы лишь для 
построеня основныхъ образовъ. Если принять, такимъ образомъ, что суще- 
ствуютъ всЪ пучки и связки плоскостей, то можно было бы вовсе обой- 
тись безъ точекъь и прямыхъ; но это уже не была бы натуральная гео- 
метры. Уже самый тоть фактъ, что предложеня этой геометри тракто- 
вали бы исключительно о пучкахъ и связкахъ плоскостей, представлялся 
бы въ достаточной мЁрЪ ненатуральнымъ; но попробуйте выразить въ 
этой форм поняме объ отрфзкф, объ углЪ, попробуйте формулировать 
прелложеншя о конгруэнтности! Мы предпочтемъ поэтому остаться при 
поияяхь о „несобственныхъ“ точкахъ и прямыхъ, хотя и онф не вполнЪ 
соотвфтствують дЪФйствительному положеню вещей. ЗдЪсь нужно осте- 
регаться еще одной логической ошибки: если логически расширенное 
поняте о точк$, охватывающее какъ собственныя, такъ и несобственныя 
точки, не можеть вести къ противорфчйо, то это имфеть наиболфе 
глубокя причины не въ томъ, что въ дЬйствительности мы въ каждомъ 
случа можемъ считать существующими *) только „собственныя“ точки; 
для такого заключеня мы не имфемъ никакихъ основанй. Совершенно по- 
добный случай мы встрфчаемъ въ обыкновенной геометри, оперирующей 
съ безконечными прямыми, когда мы разсматриваемъ окружность и пря- 
мую вь одной плоскости. Прямая встрфчаеть окружность или не встр$- 
чаетъ ея. Если прямая не встрфчаетъ окружности, то мы все же говоримъ 
о лвухъ „мнимыхъ“ точкахъ пересфченя; и эта форма выраженя можеть 
быть проведена такимъ образомъ, что она не содержитъ внутренняго про- 
тиворфчя. Но это рфшительно не даетъ намъ права принять, что прямая и 


=) См. примЬчане на стр. 14. 
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окружность, расположенныя въ одной плоскости постоянно должны пере- 
сфкаться. Напротивъ, если въ нфкоторой геометрической систем имЪетъ 
мЪсто теорема, что изъ четырехъ точекъ на прямой всегда двЪ и только 
двЪ пары другь друга раздфляютъ, то въ плоскости кривой второго по- 
рядка, какъ мы увидимъ ниже, всегда существуютъ прямыя, ея не пересЪ- 
кающя; нначе мы впадаемъ въ противорф\е съ упомянутой теоремой. 
Аналойя съ „несобственнымъ“ пересфчешемъ двухъ прямыхъ на плоскости 
здЪсь совершенно ясна. Съ другой стороны, когда мы говоримъ о „не- 
собственныхъ“ элементахъ, то это отнюдь не исключаеть возможности въ 
расширенной области, въ которой мы оперируемъ, во’многихъ случаяхъ 
замщать эти „несобственные“ элементы при продолжеи разсматри- 
ваемыхъ прямыхь и плоскостей „собственными“ элементами; эта поста- 
новка вопроса въ скромномъ самоограничеши старается лишь избЪгать 
всякаго заключен я, если мы не имфемъ возможности провфрить на объ- 
ектахъ, справедливо ли оно или н$ТЪ. 


3. Въ этомь заключается извфстный произволъ, или, если угодно, 
нерфшительность, мало удовлетворяющая умъ, стремянййся къ ясности и 
къ опредЪфленности. То обстоятельство, что мы должны представлять себЪ 
прямыя и плоскости ограниченными, создаеть неспокойное состояне на- 
шей фантази: мы можемъ представлять себЪ границы прямой то шире, 
то уже, границы плоскости—расположенными то такъ, то иначе. Къ этимъ 
неопредфленностямъ присоединяются еще друПя, болфе глубокя. Такъ какъ 
прямыя, плоскости и точки имфютъ извфстную толщину, безъ чего мы ихъ 
реально вовсе не можемъ себЪф представить, то можно вообразить себЪ 
цфлый рядъ геометрии (С, С., Сз..- такимъ образомъ, что основные 
образы въ каждой послфдующей системф тоньше, чфмъ въ прелылущей; 
скажемъ, напримЪръ, въ (51 они имЪють 1 пит. въ толщину, въ (С, только 
0,1 пип., въ С. только 0,01 и т. д.; врядъ ли нужно говорить, что и 
самый миллиметръ не имЪфеть абсолютно точной величины, а опредфленъ 
лишь въ предфлахъ нфкотораго интервала, правда, весьма незначительнаго *). 
То, что въ систем (С. представляеть собой линйю, въ системЪ С; есть 
тЪло, которое можно заполнить многочисленными линшями этой системы, 
обвести многочисленными касательными линями. Если мы, обратно, отъ 
системы (» возвратимся къ системЪ (5,, то мноМя тонкости, которыя еще 
доступны въ системЪ (3», здЪсь совершенно отпадаютъ: отрЪзокъ длиною 
въ 1 ш. въ систем6 (;, будеть имфть тоть же видъ, взять ли онъ оть 
прямой лини или отъ окружности съ радусомъ въ 300 т. Внутри (пустой) 
прямой системы (С. можно помфстить много лин системы (х» и, подавно, 
системы (53, которыя даже могутъ и не быть непремфнно прямыми; это 
могутъ быть, напримфръ, узкя синусоиды или части кривыхъ третьяго 


*) Ср. Дю-Буа Реймонлъ, 1. с. (стр. 25). 
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порядка. И отсюда, повторимъ это попутно, вновь вытекаетъ, что нату- 
ральное поняме о прямой или о плоскости не можеть быть абсолютно 
опредфленнымъ. Между тфмъ математическая мысль, можно сказать, съ 
непреодолимой силой стремится къ абсолютнымъ понятымъ, свободнымъ 
отъ всякаго произвола и неопредфленности, стремится къ опредФленности, 
хотя бы даже за счеть эмпирической правильности. Чфмъ глубже мы 
занимаемся натуральной геометрией, тфмъ тверже становится наша вфра 
въ возможность геометрии, свободной отъ всего случайнаго, геометрии, ко- 
торая опредфляетъ свои образы свойствами, оказавшимися плодотвор- 
ными въ прим5нени къ основнымъ образамъ натуральной геометрии, — 
геометр!и, которая изъ этихъ опредфленй, быть можеть, съ помощью 
постулатовъ, раскрываетъ свои истины строго дедуктивно, независимо отъ 
ихъ осуществлещ я, доступнаго нашимъ чувствамъ. Конечно, безъ произвола 
при опредфлени основныхъ образовъ нельзя обойтись и здЪсь, ибо а рпоп 
нельзя рёшить, какы свойства эмпирическихъ прямыхъ нужно считать су- 
щественными и ввести въ опредфлене идеальныхъ прямыхъ. Въ самомъ 
дЪлЬ, мы вфль видфли (стр. 26), что, исходя изъ представлейя о пло- 
скости, какъ о поверхности неподвижной жидкости, мы могли бы собственно 
придти при продолжен и этой ограниченной поверхности къ представленйо 
очень большой сферы; и съ этими „сферическими“ плоскостями можно 
было бы столь же хорошо построить нашу обыкновенную геометрию, 
какъ и сь „дфйствительными“ плоскостями 1); „сферы“ этой своеобразной 
геометрии были бы также сферами въ обыкновенномъ смыслЪ; экспери- 
ментально никогда нельзя было бы ршить, которая изъ двухъ геометрИй 
отвфчаеть „дЪйствительности“, хотя бы уже по той причинф, что без- 
конечныя прямыя и плоскости могуть имфть только абстрактное, а не 
дъйствительное существоване ?). 


4. Наша онфнка натуральной геометр!и сложится, однако, совер- 
шенно иначе, если мы будемъ развивать ее не въ томъ направлеши, ко- 
торое отвлекается отъ ея несовершенствъ, а напротивъ, слЪлаемъ пред- 
метомъ своего изслфдованя именно ея неточности,—если мы будемъ 
руководиться при этомъ принципомъ, — не искать въ ея построеняхь 


*) Это утверждеше здЬсь представляется столь же голословнымъ, какъ и 
неяснымъ; но это будетъ выяснено въ слБдующей главф. 

2) Итакь, мысль автора заключается въ томъ, что строго научной является 
не „натуральная“ геометрия, а геометря абстрактная, которая развивается изъ цЪ- 
лесообразно, но все таки условно установленныхъ опредфленй и постулатовъ: на- 
туральная же геометря представляеть собой лишь прим5нее этой абстрактной 
геометри къ реальнымъ объектамъ, какъ теперь часто говорять „реальное осуще- 
ствлеше абстрактной геометри“, — осуществлеше, которое никогда не бываеть со- 
вершеннымъ. 

Это основная мысль, которую авторъ проволитъ черезъ все сочинене и вы- 
яснене которой, строго говоря, и составляетъ цфль самаго сочиненйя. 
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большей точности, нежели та, которую можно ожидать при неточности 
ея точекъ, лийЙ и поверхностей. Это будеть тогда „приближенная гео- 
метря“, часть той „приближенной математики“, которая въ настоящее 
время составляеть предметъ горячихъ желай, которая оказала бы вели- 
чайшую пользу во всёхъ приложеншяхъ математики. Но и въ чистой мате- 
матикЪ, напримфръ, въ теори функшй, когда мы разсматриваемъ функцию 
въ предЪлахъ опредфленной полосы, она нашла бы себЪ мЬсто; мы имфемъ 
здфсь въ виду указайя и изслфдованя Клейна; но въ предфлахъ эле- 
ментарнаго учебника, которому еще нужно выработать поняме о функши 
(см. ниже, въ тригонометрии), этого нельзя ‘достаточно выяснить. Но къ 
элементарнымъ частямъ приближенной геометри отнюдь нельзя относиться 
пренебрежительно, особенно въ виду практическаго ея значеня. Мы ука- 
зывали выше, что въ натуральной геометри при извЪфстной толщинЪ то- 
чекъ, лиШЙ и поверхностей нфкоторые образы, которые абстрактно раз- 
личны, эмпирически не могуть быть отличены одинъ отъ другого, какъ 
напримЪръ, части прямой и окружности весьма большого радуса. Задача 
приближенной геометр!и, согласно руковолящимъ ея принципамъ, здЪсь 
заключалась бы въ томъ, чтобы составить образы, абстрактно опредфлен- 
ные или заданные какъ-либо иначе, скажемъ, кривыя, изъ болЪе простыхъ 
образовъ настолько точно, насколько это возможно при принятой тол- 
щин$ точекъ и т. д. Чтобы разсмотрЪть опредЪленный случай, вообразимъ 
эллипсь съ заданными осями 24а и 26. Построене эллипса не предста- 
вляетъ затрудненй, но все же довольно сложно; положимъ, что его нужно 
начертить штрихомъ въ 0,5 ши. толщиною. При такой толщинф штриха 
нфкоторыя тонкости точнаго построеня необходимо теряются. Такимъ 
образомъ возникаеть вопросъ; нельзя ли составить изъ болфе простыхъ 
кривыхъ, которыя было бы удобно чертить, напримЪръ, изъ дугь окруж- 
ностей, кривую, которая въ указанныхъ предфлахъ погрфшности замфняла 
бы эллипсъ? Это была бы типичная задача геометрии, о которой идеть 
РЪчь; рышеше этой задачи будетъ приведено въ отдфлф „Начертательная 
геометря“ (въ Ш том); для этой дисциплины весьма важно имфть воз- 
можность съ помощью циркуля и линейки чертить болфе сложныя кривыя. 
Окружности, которыми мы при этомъ пользуемся, называются „окруж- 
ностями кривизны“, потому что онф по кривизнф въ соотвфтствующемъ 
мЪстЪ настолько сливаются съ кривой, что въ предфлахъ извфстнаго раз- 
стоя я могутъ совершенно ее замфнять. Точнфе это, конечно, расплывча- 
тое понят устанавливается только въ дифференшальной геометрии 3). 


3) Выясненная здьсь вкратцф идея „приближенной геометр!и“, какъ и при- 
ближенной математики вообще, принадлежить профессору Ф. Клейну (Е. Юеш, 
Об преп) и проводится въ его сочинени: „Апхепаиия Чег ОМегепна!-ии@ Нце- 
ататесппипя аш Фе Сеотеше. Еше Вемзюп ег Рипипиеп“. Герию 1901 (второе 


издаше въ 1907 г.). Литографированныя лекщи. Нужно сказать, однако, что взгляды, 
3* 
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5. Намъ пришлось въ понятяхъ прямой и плоскости обыкновенной 
геометрии столь многое отвергнуть, что именно здЪсь, прежде чЪмъ мы 
постараемся подняться до геометрии, болфе чистой, будеть умБстно по- 
ставить вопросъ, возможна ли геометря, которая вовсе обходится безъ 
этихь понямй, безъ понят!я о математическихь линяхъ и поверхностяхъ во- 
обще, которая высказываетъ только то, что вообще можно сказать о кривыхъ 
линяхъ и поверхностяхъ. Есть ли въ такой геометри предложеня, имъюцщИя 
дЪйствительно интересъ? Возьмемъ шарообразную поверхность, пустую 
внутри, скажемъ, тыкву, изъ которой вырЪзана сердцевина. Если мы гл$-либо 
на этой поверхности воткнемъ ножъ и поведемъ его по какой-угодно лини, 
пока концы разрфза не сойдутся, то поверхность распадется на два куска. 
„Совершенно тривальный факть“, скажетъ нематематикъ. Но именно не- 
математикь будеть склоненъ утверждать, что такъ будеть всегда, что 
разрфзъ, концы котораго сойдутся („кольцевой“ разрфзъ), всегда разлЪ- 
лить поверхность на части. Если мы, однако, къ этой поверхности, ко- 
торую мы представляемь себЪ тонкостфнной, придфлаемъ „ушко“ изъ 
согнутой тонкостфнной трубки (см. фиг. 10), то разр$зъ, который начи- 
нается на первоначальной поверхности, переходить на ушко, огибаетъ 
его и затфмъ вновь по первоначальной поверх- 
ности безъ поворота возвращается въ точку 
исхода, не дфлить поверхности на двЪ части. 
Точно такъ же, если мы, не снимая ушка, 
разрфжемъ его поперекъ, то мы не получимъ 
двухъ кусковъ. Можно даже оба эти разрЪза 
произвести совмфстно, они все-таки не разд$- 
лять поверхности; но посл этого, какь легко 
себЪ уяснить, каждый кольцевой разрфзъ уже 

раздфлить поверхность на куски. 
Если мы кь первоначальной поверхности 
Фиг. 10. прид5лаемь р такихъ ушекъ, то можно бу- 
детъ произвести 2р такихъ разрЪзовъ, которые 
не раздфляють такой поверхности на куски, но сообщаютъ ей то свойство, 
что каждый слЬдующий кольцевой разрзъ уже разд$лить ее на куски. 


высказываемые Клейномъ въ названномъ сочинены, отнюдь не получили вссобщаго 
признан:я. Противники этихъ взглядовъ указывали, что математика можеть быть только 
точная; что задача тЬхъ дисциплинъ и прЕемовъ, которые Клейнъ называсть при- 
ближенной математикой, можеть заключаться лишь въ томъ, чтобы съ точностью 
оцфнивать предълы ошибокъ, которыя мы получимъ, если будемъ замнять олни 
выражены другими, болЪе простыми. Клейнъ, однако, твердо проводить свою точку 
зрыня, что отражается и на его взглядахъ на задачи математики въ средней школ$. 
См. Е. Юет ипа Е. Юеске. „Меце Вейгаре гиг Етаре 4ез таетайзсвеп ипа рбу- 
сИканзеНей ОщегисН ап Феп Вббегеп Зеб\еп“. Гера. 1904. 
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Можно показать, что на такого рода“ поверхности можно разнообразно 
провести такя не раздфляюцИя ея сфченя, такую „систему поперечныхъь 
сфчешй“ и другими способами; можно это выполнить даже такъ, что они 
разрЪжуть н$5сколько ушекъ. Но и въ этомъ случаЪ имфются 2р сфче- 
Шй, которыя сообщають поверхности свойства такъ называемой одно- 
связности, заключающейся въ томъ, что всяк кольцевой разрфзъ уже 
раздЪляетъ поверхность на куски. Если мы вообразимъ себЪф двЪ такихъ 
системы поперечныхъ разрфзовъ, то разрфзы одной системы въ н$кото- 
рыхъ точкахъ будутъ встрфчать разрфзы другой системы. Можно ли что- 
либо сказать относительно числа точекъ пересфчешя? Конечно, можно, 
но выводъ этихъ предложен настолько труденъ, что для этого обыкно- 
венно прибЪгали къ интегрированю въ комплексной области и къ высшимъ 
трансцендентнымь функшямъ *). Совершенно ясно такимъ образомъ, что 
мы имфемъ здфсь своеобразную геометрио, которая ведетъ не только къ 
интереснымъ, но и весьма труднымъ задачамъ. Это такъ называемый 
Апа!уз1$ зЦиз **®), твореше Римана, развитое главнымъ образомъ Клейномъ 
и Дикомъ (РусК). Эта дисциплина представляеть одно изъ наиболЪе дЪИ- 
ствительныхъ орудй теори функшЙ и все же она оперируетъ только 
общимъ поня\емъ о лини и поверхности (въ приближенномъ смыслЪ 
слова) и связности, а потому она гораздо проще обыкновенной геометрии. 
Въ полномъ учебно-научномъ планф геометри Апа\уз15 Низ долженъ 
былъ бы занять мфсто до элементарной геометрии 


$ 8. Евклидова геометр!я въ параболической сфти сферъ. 


1. Прежде ч5мъ мы рЬшимся противопоставить натуральной гео- 
метр!и со всфми ея недостатками чисто идеальную систему, необходимо 
прежде всего вполнф выяснить себЪ, каюя свойства основныхъ геометри- 
ческихъ образовъ являются носителями геометрическихъ истинъ. Мы ви- 
дфли, что процессъь предфльнаго перехода, который долженъ замЪстить 
натуральныя точки, лиши и поверхности чфмъ-то вполнф опредфленнымь, 
не только недопустимъ, но и ненуженъ. При всемъ томъ могло бы ка- 
заться, что точка необходимо представляеть собой нфчто такое, разм$- 
рами котораго можно пренеберегать, лия — есть образъ съ преоблада- 
ющимъ линейнымъ протяженемъ и т. д. Сл5дующя соображеня имфють 


*) Чисто геометрическое доказательство предложено авторомъ, Мафет. 
Аппаеп. Ва. 54. 

**) Терминъ принадлежить Лейбинцу , который въ письмЪ къ Гюйгенсу (1679), 
точно по предчувствйю, называеть этимь именемъ то, что мы теперь называемъ 
исчислен1емъ отрфзковъ (кватернюны, учеше о протяжени, АизЧевпипревге); 
вмЪсто апа!у$$ $Ииз было бы правильнЪе называть эту дисциплину учен!емъ о 
связности (Йизаттепвапрене). См. [ет2, Мафетайзсве ЭсВиЙеп, Негаизрере- 
Беп уоп С. 4. Сефага6 Т, 19. 
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въ виду преодолЪфть глубоко внфдривиййся предразсудокъ, будто вилъ, 
форма геометрическихъ образовъ что либо вноситъ въ существо геоме- 
трическихъ предложен, обусловливаетъ ихъ правильность. Мы увидимъ, 
что можно безчисленнымъ множествомъ способовъ замфнить объекты, 
соотвЪтствующе понятямъ „точка, прямая и плоскость“, другими, отъ нихъ 
совершенно отличными объектами; и если мы будемъ эти послЪдне на- 
зывать соотвфтственно точками, прямыми и плоскостями, то мы осуще- 
ствимъ обычную геометрию %). 

ПростЪйцший примфръ такого рода заключается въ слБдующемъ: въ 
пространствЪ КЮ Евклидовой геометр!и *) мы выберемъ точку О и подъ 


= 


*) Такъ называють обычную геометрю, въ отли4е отъ другихъ геометри- 
ческихъ системъ, съ которыми мы вскорЪ познакомимся. 


“) Авторъ выясняетъ эту идею на примЪрЪ, къ которому онъ сейчасъ и пе- 
реходитъ. Этотъ примфръ, указанный Пуанкарэ и развитый авторомъ настоящаго 
сочинен1я, онъ называетъ простЬЙйшимъ. Это, однако, далеко не такая простая идея, 
и мы считаемъ цфлесообразнымъ предпослать дЪйствительно простой примЪръ. 

Всяк шаръ, ламетръ котораго равенъ нфкоторой постоянной длинЪ и, 
мы условимся называть точкой геометр!и фигуръ. 

Вся безконечный цилиндръ, аметръ поперечнаго сфченшя котораго 
также равенъ г, будемъ называть прямой лин!ей геометр!и фигуръ. 

Плоскостью геометр!и фигуръ мы услевимся называть ограни- 
ченный двумя параллельными плоскостями слой, толщиною въ и. 

Если шаръ лежить цфликомъ внутри цилиндра, касаясь его по боль- 
шому кругу, мы будемъ говорить, что въ геометр1и фигуръ точка ле- 
житъ на прямой. 

Если шаръ лежитъ цфликомъ внутри слоя, касаясь его границъ въ 
двухъ даметрально противоположныхъ точкахъ, то мы будемъ говорить, что 


Фиг. а. 


въ геометр!и фигуръ точка лежитъ въ ПЛОСКОСТИ ИЛИ ПЛОСКОСТЬ 
проходитъ черезъ точку. 

Точно такъ же, если цилиндръ лежитъ цфликомъ внутри слоя, касаясь 
его границъь по двумъ даметрально противоположнымъ образующимъ, то мы 
будемъ говорить, что въ геометр!и фигуръ прямая лежитъ въ пло. 
скости или плоскость проходитъ черезъ прямую. 

Очевидно, что въ нашей геометр!и фигуръ всякя двЪ точки опред$ляютъ 
собой прямую: вЪдь вокругъь двухъ шаровъ даметра х можно всегда описать ци- 
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К будемъ разумфть пространство, которое будетъ имфть всЪ т же точки, 
что и пространство К, кромЪ точки С). Совокупность всЪхъ сферъ и окруж- 
ностей пространства ^, которыя проходятъ черезъ точку (О), называютъ 
„сферической сфтью“ и притомъ параболическаго типа, въ отлище отъ дру- 


линдръ, касающийся ихъ внфшне; и даметромъ поперечнаго сфченйя этого цилиндра 
будетъ служить 7. 

Точно такъ же убЪждаемся, что всяюя три точки геометр!и фигуръ опре- 
дляють собой одну и только одну плоскость: ибо къ тремъ шарамъ даметра г 
можно всегда построить одну и только одну пару вн5шне-касательныхъ плоскостей, 
которыя и опредБляютъ собой слой толщиною въ 7х. 

Далфе, мы условимся считать двЪ прямыя геометр!и фигуръ пересЪка- 
ющимися только тогда, когда онЪ имЪфютъ общую точку: двЪ плоскости— если онЪ 
имфють общую прямую; плоскость и прямую—если имъ принадлежить общая 
точка. 

Поэтому, когда два цилиндра, изображающихь прямыя геометр!и фи- 
гуръ, пересъкаются въ обычномъ значени этого слова, то эти прямыя въ геометр!и 
фигуръ еще отнюдь не должны непремнно пересЪкаться. Только въ томъ случаъ, 


- 


Фиг. Ъ. 


когда оси нашихъ цилиндровъ пересзкаются, мы можемъ вписать въ нихь шаръ, 
изображающий собой точку геометр!и фигуръ; а потому только въ этомъ случаЪ 
мы будемъ считать прямыя геометри фигуръ пересБкающимися. 

Покажемъ, что въ нашей геометри фигуръ имЪеть мЪсто аксома о парал- 
лельныхъ, т.е. во всякой плоскости изъ любой-ея точки можно провести къ любой 
ея прямой, черезъ точку не проходящей, одну и — только одну параллельную. 

Возьмемъ въ обыкновенномъ пространств (фиг. е) ограниченный двумя парал- 
лельными плоскостями слой толщиною въ г и впишемъ въ него цилиндръ, даметръ 
сЪчешя котораго тоже равенъ г. По опредфленямъ, эти образы дадутъ намъ то, 
что мы называемъ плоскостью и лежащей на ней прямою геометр1и фигуръ. 
Затьмъ впишемъ въ слой шаръ щаметра г; при чемъ центръ шара выберемъ не 
лежащимъ на центральной лини построеннаго цилиндра. Шаръ этотъ будетъ, оче- 


хы —- 


гихь видовъ сфтей, съ которыми мы познакомимся ниже. Плоскости и 
прямыя пространства №, проходянИя черезъ точку (), также принадлежатъ 
сфти въ качеств „предфльныхъ сферъ“ и „предфльныхъ окружностей“ (съ 
безконечно большимъ радусомъ),—точка зрфыя, которая вообще оказы- 


видно, изображать въ геометр!и фигуръ лежащую въ построенной плоскости 
точку, черезъ которую построенная прямая не проходитъ. Опишемъ теперь 
вокругъ нашего шара касающийся его по большому кругу цилиндръ такъ, чтобы 
образуюц я этого цилиндра были параллельны образующимъ цилиндра, построен- 
наго выше. Цилиндръ этотъ, очевидно, также будетъ вписанъ въ слой, т. е. онъ 
представить собой прямую, лежащую въ плоскости геометр!и фигуръ и парал- 
лельную первой прямой; вфдь общей точки у этихъ прямыхъ быть не можетъ: 
чтобы въ два цилиндра можно было вписать обийй шаръ, касаюцийся ихъ поверх- 
ностей, необходимо, чтобы ихъ ‘центральныя прямыя перес$кались. Итакъ, въ 
геометрии фигуръ изъ точки плоскости, лежащей внЪ любой прямой этой пло- 
скости, можно провести къ послфдней параллельную. Теперь покажемъ, что эта 
параллельная единственная. ДЪйствительно, если мы вокругъ нашего шара д1аметра г 
опишемъ любой касаюцИЙся его цилиндръ такъ, чтобы онъ лежалъ внутри нашего 


Фиг. с. 


слоя толщины г, и если его образующйя не параллельны образующимъ перваго 
цилиндра, то и центральныя прямыя этихъ цилиндровъ будутъ не параллельны другъ 
другу; но такъ какъ оба цилиндра эти вписаны въ одинъ и тотъ же слой, то цен- 
тральныя лиШши ихъ лежатъ въ одной плоскости; итакъ, он5 пересфкаются. Описавъ 
изъ точки ихъ перес5ченмя шаръ даметра т, получимъ шаръ, одновременно впи- 
санный въ оба цилиндра; т. е. эти цилиндры изображаютъ въ геометрии фигуръ 
пересъЪкающ!яся прямыя. Этимъ аксюма параллельныхъ доказана для всякой 
плоскости нашей геометри фигуръ. 

Покажемъ теперь, что въ геометрии фигуръ точки расположены на пря- 
мыхъ, а прямыя въ плоскостяхъ и, наконецъ, плоскости въ трехмф5рномъ 
пространствЪ точно такъ же, какъ обыкновенныя точки на обыкновенныхъ пря- 
мыхъ, обыкновенныя прямыя на обыкновенныхъ плоскостяхъ и послЪдн!я въ обы- 
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вается полезной въ сферической геометрии. Теперь примемъ за „прямыя“ 
и „плоскости“ пространства К’ окружности и сферы пространства №, 
принадлежация нашей сЪфти. Чтобы избЪжать путаницы, мы будемъ упо- 
треблять для этихъ „прямыхъ“ и „плоскостей“ термины „псевдо-прямыя“ 


кновенномъ пространствЪ трехъ измфренй. Для этого мы установимъь слБдующее 
однозначное соотвЪтстве между образами геометри фигуръ и обыкновеннаго 
пространства. 

Пусть всякой плоскости обыкновеннаго пространства соотвЪтствуетъ та пло- 
скость геометрии фигуръ, которая получится, если провести къ первой по обЪ ея 


е м Г 
стороны двЪ параллельныя плоскости на разстояни обыкновенной прямой 5. Пусть, 


далфе, всякой обыкновенной прямой соотвфтствутъ та прямая геометрии фигуръ, 
которая получится, если мы вокругъ первой, какъ вокругъ центральной прямой, 
опишемъ цилиндръ дламетра г. Наконецъ, всякой точкЪ обыкновеннаго пространства 
пусть соотвфтствуетъ та точка геометрии фигуръ, которая получится, если мы во- 
кругъ первой, какъ центра, опишемъ даметромъ г шаръ. 


Фиг. 4. 


Нетрудно убЪдиться въ томъ, что соотвЪтстве, установленное такимъ обра- 
зомъ, однозначно, т. е. каждому образу геометр!и фигуръ соотвЪтствуетъ одинъ и 
только одинъ образъ обыкновеннаго пространства и наоборотъ. 

Но что еще важнЪе, — это соотвЪтств!е такого рода, что при немъ распре- 
дЪълене элементовъ какой-либо фигуры въ обыкновенномъ пространствЪ перено- 
сится безъ измфненя на соотвфтствующую фигуру нашей геометр!и фигуръ. Такъ, 
напримЪръ, ряду точекъ нфкоторой прямой обыкновеннаго пространства соотвЪт- 
ствуеть рядъ точекъ, лежащихъ на соотвЪтствующей прямой и притомъ въ 
томъ же порядкЪ. 

Читатель, безъ сомнЪшя, уже видитъ, что наша геометрия фигуръ, съ фор- 
мальной точки зрЪНя, ничфмъ не отличается отъ геометри обыкновеннаго про- 
странства. Для полнаго совпаденя необходимо еще установить, что мы будемъ въ 
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и „псевдо-плоскости“ 5). Тогда будутъ справедливы слБдующ я предложеня. 
11. ДвЪ различныя точки /{ и В пространства А’ постоянно опредЪфляютъ 
псевдо-прямую. 


геометрии фигуръ понимать подъ разстоянемъ и угломъ. Но послЪ сказаннаго 
выше это не можетъ представить затруднения. 

Подъ разстоян1емъ двухъ точекъ геометр!и фигуръ мы будемъ 
понимать разстоян!е между центрами тфхъ шаровъ обыкновеннаго 
пространства, которые изображаютъ собой эти точки геометр!и фи- 
гуръ; т. е. мы выбираемъ опредфлене разстояя такъ, чтобъ въ вышеприведен- 
номъ соотвфтстви разстояне между любыми двумя точками геометр!и фигуръ 
было бы равно разстояню соотвфтствующихъ имъ обыкновенныхъ точекъ. 

Аналогично этому опредфляемъ и уголъ въ геометр!и фигуръ: подъ угломъ 
двухъ прямыхъ геометр!и фигуръ мы будемъ понимать уголъ, обра- 
зуемый центральными прямыми цилиндровъ, служащихъ изображе- 
н!емъ этихъ прямыхъ геометр!и фигуръ. 

Изъ всего выщесказаннаго мы можемъ теперь безъ труда заключить, что, 
съ формальной точки зрфня, наша геометр!1я фигуръ есть не что иное, 
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Фиг. о. 


какъ Евклидова геометр!я трехъ измЪрен!й. Это многообразе, какъ и 
обыкновенное пространство, даетъ намъ систему объектовъ, подходящую подъ ло- 
гическую схему Евклидовой геометри. 

Фигура а поясняетъ, что двЪ точки опредфляютъ прямую въ нашей гео- 
метри фигуръ. Фигура Р изображаеть двЪ прямыя, пересъкаюцяся въ одной 
точкЪ. Фигура с поясняетъ, что черезъ одну точку проходитъ безчисленное мно- 
жество прямыхъ. Фигура 4 поясняетъ, что черезъ точку вн прямой можно къ 
ней провести одинъ и только одинъ перпендикуляръ; наконецъ, фигура с по- 
ясняетъ, что черезъ точку вн прямой можно къ ней провести только одну 
параллельную прямую. 

Д. Шоръ, „Геометрия фигуръ“. „ВЪстникъ Оп. Физики“, № 386. 

5) Итакъ, значить: подъ псевдо-прямой въ пространствЪ А” мы будемъ 

разумфть любую окружность (конечнаго радуса или безконечно большого — прямую) 
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15. Та же псевдо-прямая опредфляется также любыми двумя другими раз- 
личными своими точками. 

13. На каждой псевдо-прямой всегда имфются по меньшей мЪрЪ двЪ точки, 
на каждой псевдо-плоскости по меньшей мфрЪ три точки, не распо- 
ложенныя на одной прямой. 

1. Три точки, не лежашия на одной псевдо-прямой, всегда опредфляютъ 
псевдо-плоскость. 

15. Эта псевдо-плоскость опредфляется также любыми тремя другими своими 
точками, не расположенными на одной псевдо-прямой. 

16. Если двф точки псевдо-прямой лежать въ псевдо-плоскости, то всЪ 
точки этой псевдо-прямой лежатъ въ этой плоскости. 

1,. Если двф псевло-плоскости имБють общую точку, го онф имфютъ еще 
по крайней мЪрЪ одну общую точку. 

1ь. Существують по крайней мЪрЪ четыре точки, не расположенныя въ 
одной псевдо-плоскости. 

Число этихъ предложейй можно было бы легко увеличить; мы при- 
вели здфсь первыя восемь основныхъ положенй Гильбертовой системы 
евклидовой геометри, именно его „аксцомы сопряженя“; мы будемъ имфть 
еще случай говорить о нихъ ниже. Доказательства крайне просты, если мы 
будемъ разсматривать предложены этой псевдо-геометр!и въ пространствЪ 
К сь точки зрня евклидовой геометри въ пространствЪ К. Такъ, на- 
примфръ, двф точки, о которыхъ идетъ рфчь въ предложени [, вмЪстЬ 
съ точкой ( всегда опредфляютъ окружность 6); точка () всегда опред%- 
ляеть съ тремя точками, о которыхъ идеть рфчь въ предложени 1., 
сферу, включая сюда и предфльный случай, когда четыре точки располо- 
жены въ одной плоскости. Въ случа [, сферы имфють, конечно, общую 
линю пересфченЯя. 


2. Образы нашей псевдо-геометр!и обладають также всфми тфми 
свойствами, которыя въ евклидовой геометри можно высказать относи- 
тельно понятя „между“. Мы приведемъ только т предложеня, которыя 
по Гильберту служатъ основными положенями (акс1омами). Эти „аксюмы 
расположен/я“, какъ ихъ называетъ Гильбертъ, въ нашемъ случаЪ гласятъ: 


въ пространствЪ К, проходящую черезъ точку О. Точно такъ же подъ псевдо- 
плоскостью въ пространствЪ К’—любую сферу (конечнаго радуса или безконечно 
большого плоскость) въ пространствф К, проходящую черезъ точку О. 


®) Предложене 1, утверждаетъ, что въ пространств Ё” черезъ двЪ псевдо- 
точки 4 и В проходитъ одна псевдо-прямая. При переводф на обыкновенный языкъ 
это означаетъ, что въ евклидовомъ пространствЪ К черезъ двЪ точки „4 и В прохо- 
дить одна и только одна окружность, проходящая въ то же время черезъ постоян- 
ную точку О. Это хорошо извЪстное предложене евклидовой геометрии. Такимъ 
же образомъ переводятся на языкъ обыкновенной геометрм остальныя прелло- 
женя и легко доказываются. 


88 44 

П.. Если Л, В, С суть точки псевдо-прямой, причемъ точка В лежить 
между точками 4 и (С, то точка В лежить также межлу Си Л. 

П.. Если Ш и С суть дв точки псевдо-прямой, то на ней всегда су- 

ществуеть по крайней мЪрЪ одна 

точка В, лежащая между Ли С, 

и по крайней мЪрЪЬ такая точка [), 

что точка С лежить между Ди Г). 

Из. Изъ трехъ точекъ псевдо-прямой всегда одна и только одна лежить 
между двумя другими. 

П,. Пусть 1, Ви (С будуть три точки, не лежанйя на одной псевло- 
прямой, а # псевдо-прямая въ псевдо-плоскости АВС, не проходящая 
ни черезъ одну изъ точекъ , В, (С. Если прямая и имфеть общую 
точку съ одной изъ сторонъ псевдо-треугольника АВС, лежащую 
между крайними точками этой стороны, то она встрфчаеть также 
одну изъ другихъ сторонъ треугольника въ точкф, лежащей между 
крайними точками этой стороны. 

Замфтимъ, что эти предложеня имфють мБсто въ пространствЪ К’, 

а не въ пространствЪ №; въ самомъ дфлЪ въ пространств К соотношене 

„между“ относительно двухъ точекъ [и С на окружности вовсе не 

В установлено, потому что точка на окруж- 
[9 ности можегь перейти изъ | въ (С какь 
движешемъ въ одну сторону, такъ и дви- 
жешемъ въ другую сторону; но, выключая 
точку (), мы дфлаемь это невозможнымъ. 

(См. фиг. 12)7). 

3. Особенно интересно, что въ нашей 
псевдо-геометр!и справедлива также акс1ома 
параллельности. „Параллельными“ мы дол- 


В р 
А С 


Фиг. 11. 


р: жны называть двЪ псевдо-прямыя, если въ 

я евклидовомъ пространствЪ К онЪ предста- 

вляютъ собой двЪ окружности, соприкасаюцияся въ точкЪ О 3). Точно такъ 

же двЪ псевдо-плоскости мы должны считать параллельными, если въ 

пространств К он представляють собой сферы, соприкасаюцяся въ 

точкБ О. Эти „параллели“ обладають всфми свойствами обыкновенныхъ 

параллелей и, въ частности, удовлетворяють аксбомЪ параллельности, обо- 
значенной у Гильберта номеромъ 1\: 


т) Эта терминоломя принадлежить Пашу. Если мы выключаемъ точку О и 
тмъ дЪлаемъ невозможнымъ непрерывное движеше по окружности черезъ точку О 
(фиг. 12), то оть точки А къ точк С можно перейти, непрерывно передвигаясь по 
окружности только черезъ точку В. Въ этомъ смыслЬ, прн выключенной точкЪ О, 
точка В лежить между точками А и С. 

$) Ибо только въ этомъ случафонЪ въ просгранствЪ К’ не имфють общей точки. 


ие 
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ГИ. Черезъ точку, лежащую внф прямой, можно провести къ 
ней только одну параллельную прямую. 

Чтобы установить теперь въ пространствЪ А’ также поняпе о конгру- 
энтности, мы воспользуемся, за отсутстйемъ наглядной аналоцйи, построе- 
ными Штейнера прн помощи линейки. „Псевдо-середину“ М „псевдо- 
отр$зка“ „В мы установимъ построешемъ помощью трапещи ($ 5,1) 3). 
Однако, чтобы этоть пр1емь можно было признать правильнымъ, нужно 
доказать, что положене точки № не зависитъ отъ выбора опредфляющихъ 
ее вспомогательныхъ линй 10). Прежде, чфмъ приводить доказательство, 
мы хотимъ довести до конца самую идею. Раздфливъ „пополамъ“ псевдо- 
отрфзокь /4В, мы буцемъ, обратно, имфть возможность, какъ указано 
въ $ 5, проводить черезъ каждую точку параллель къ прямой /4В; это 
можно непосредственно видфть на фиг. 13, обозначеня которой совер- 
шенно совпадаютъ съ обозначенями на фиг. 8 въ $ 5 М). Мы можемъ 


перенести также въ нашу геометрию указанный въ & 5 премъ, посред- 
ствомъ котораго любой отрфзокъ можно передвинуть вдоль по его прямой 
на произвольное разстояне. Сь точки зрфня обычной геометр!и отрЪзокъ 


3) Иными словами, мы въ нашей псевдо-плоскости по даннымъ псевдо- 
точкамъ 1 и В произведемъ то построен!е, которое указано на фиг. 3. 

10) Т. е. оть выбора прямой ар и точки $5. 

'') Это значитъ, намъ дана псевдо-прямая АВ, на ней отрфзокъ АВ и его 
псевдо-середина М; кромЪ того, дана точка а. Мы проведемъ псевдо-прямыя Аа и ВЬ, 
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будетъ становиться тфмъ меньше, чфмъ боле онъ приближается къ вы- 
ключенной точкф (). Чтобы осуществить также вращене отрЪфзковъ, мы 
должны имфть еще въ каждой плоскости „окружность“. Для этого мы 
возьмемъ н$фкоторую шаровую поверхность Ё въ пространствЪ К и ее 
будемъ разсматривать также, какъ „сферу“ въ пространствЪ К”, а ея с$- 
ченя съ псевдо-плоскостями примемъ за „окружности“ на нихъ. Какъ 
опредфлять „псевдо-центры“ этихъ „окружностей (и „сферъ“), мы пока- 
жемъ ниже, въ пунктЪ 4; такимъ образомъ на всфхъ псевдо-плоскостяхъ, 
которыя пересфкаютъ сферу Ё, мы имфемъ нужныя намъ окружности и 
ихь центры. Чтобы имфть возможность производить также построеня въ 
псевло-плоскости \, которая не сфчетъ сферы А, нужно только спроекти- 
ровать псевдо-плоскость 7) при помощи параллельныхъ псевло-прямыхъ на 
параллельную ей псевдо-плоскость у)’, встрфчающую сферу А; затфмъ вы- 
полняемъ построеше въ плоскости 7)’ и проектируемъ весь чертежъ об- 
ратно на плоскость 7. 

Если мы булемъ теперь называть два „псевдо-отрфзка“ или „псевло- 
угла“ конгруэнтными, если они переходятъ одинъ въ другой при помощи 
этого построеня, однозначность котораго мы сейчасъ докажемъ, то на 
этомъ опредфлеши можно легко построить теорю конгруэнтности и ра- 
венства площадей 12). 


4. Что наша псевдо-геометря въ пространствЪ ДА’ совпалаеть съ 
евклиловой геометрей, совершенно ясно; но полное доказательство этого 
мы воспроизведемъ такимъ образомъ, что укажемъ способъ отображеня, 
который превращаетъ „псевдо-плоскости“ и „псевдо-прямыя“ пространства 


которыя пересфкаются въ точкЪ 5. ДалЪе проводимъ псевдо-прямыя М$ и аВ, кото- 
рыя пересфкаются въ точкф Т. Теперь проводимъ псевдо-прямую А, которая 
пересфкаетъ псевдо-прямую В5 въ точкЪ 6. Исевдо-прямая аф параллельна АВ. 

1") Построейя Штейнера даютъ возможность въ обыкновенной геометрии 
построить на плоскости при помощи прямыхъ линйЙ фигуру, конгруэнтную данной 
прямолинейной фигурЪ въ любомъ другомъ положенйи. 

Эти Штейнеровы построен могутъ быть выполнены и въ нашихъ псевдо- 
плоскостяхъ, если въ каждой изъ нихъ дана „псевдо-окружность“. Авторъ и 
устанавливаеть прежде всего „псевдо-окружность“ въ каждой псевдо-плоскостн, 
какъ указано въ текст, и при помощи ея производить построеня Штейнера. 
Вм5сть съ тБмъ онъ опредфляетъ „конгруэнтныя“ фигуры въ своей псевдо- 
геометрии, какъ тая, которыя могутъ быть преобразованы одна въ лругую по- 
средствомъ Штейнерова построеня. Но здЬсь возникаеть вопросъ, не приведетъ 
ли такое опредфлене конгруэнтности къ противорфю въ самой системЪ. Авторъ 
доказываетъ, что это не можетъ случиться, при помощи метода инверсш. Этотъ 
методъ играеть во всфхъ дальнфйшихъ разсужденяхъ какъ здфсь, такъ и ниже 
очень важную роль. Между тЬмъ теори самаго метода посвящены только немпопя 
строки въ слБдующемъ пунктЪ и въ $ 24. Мы сочли поэтому необходимымъ изло- 
жить полробнЪе въ особомъ дополненйи (П) теорю инверс!. Читахель найлетъ тамъ 
же и поясневшя того примфненя, которое эта теорйя находитъ здЬсь въ п. 4-омъ. 
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К въ дфйствительныя плоскости и прямыя пространства К. Это отобра- 

жене заключается въ инверс!и (или обращенйи). 

„Инверся“ въ плоскости, или „круговое сопряжене“, предполагаетъ 
постоянную окружность @›, „окружность инверби“, центръ и ратусъ кото- 
рой мы будемъ обозначать черезъ (0) их. Различаютъ два вида инверси— 
„гиперболическую“ и „эллиптическую“. Каждой точк% Р въ плоскости 
постоянной окружности @ гиперболическая инверс1я относитъ 
„обратную“ или „гиперболически инвертированную“ точку Р’ 
именно, точка Р’лежитъ на лучЪ ОР, выходящемъ изъ точки (), 
такимъ образомъ, что ОР. ОР’ —=т 13). Точка Р, въ свою очередь, 
является, такимъ образомъ, обратной точкой относительно Р’; инверя 
есть сопряжене взаимное или инволюторное. То же относится и къ 
эллиптической инверфи, которая отличается оть гиперболической только 
тЬмъ, что взаимно обратныя точки, будучи также расположены на пря- 
мой, проходящей черезъ точку (), лежать, однако, по разныя стороны 
точки (): поэтому теперь отрфзкамъ ОР и ОР”, произведеше которыхъ по 
абсолютной величин по прежнему равно 7*, присваиваются противополож- 
ные знаки. Такимъ образомъ, при эллиптической инверми ОР. ОР" = — 12. 
Если поэтому Р’и Р” суть двф точки, обратныя Р въ гиперболической 
и эллиптической инверС1и, то онф расположены симметрично относительно 
точки (), какъ центра симметрии. 

Предложенйе 1. Эллиптическая инверс!я относительно окружно- 
сти @ получается, такимъ образомъ, изъ гиперболиче- 
ской инверс1и относительно той же окружности путемъ 
симметрическаго преобразован!я относительно точки 
(), какъ центра симметр1и. 

Намъ будеть поэтому достаточно остановиться подробнфе на ги- 
перболической инверси. 


5. Построене точки Р’, гиперболически обратной къ точкЪ Р, 
производится непосредственно по формулЪ, которой она опредфляется: 
ОР. ОР’= т. Если точка Р лежитъ внф окружности в» (фиг. 14), то 
мы строимь окружность на отрфзкЪ ()Р, какъ на ламетрЪ; она пересф- 
каеть окружность © вь двухъ точкахь (Ли Г’; прямая (/[` перес$каетъ 
отр$зокь ОР въ искомой точкь р". ДъЪиствительно, въ прямоугольномъ 
треугольникЪ ()Ё7Р, согласно Пивагоровой теоремЪ, 


Е. 


Если же данная точка лежить внутри окружности 6) и совпадаетъ, 
скажемъ, съ точкой Р’ (фиг. 14), то мы возставляемъь изъ точки ]> пер- 


'3) Точка Р’лежить, слфдовательно, на прямой ОР по ту же сторону точки 
О, что и точка Р (фиг. 14). 
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пендикулярь Р’О, который встр$тить окружность @ въ точкЪ П. Изъ 
точки (Й проводимъ перпендикуляръ къ прямой ОП (это будеть каса- 
тельная къ окружности 6), который пересфкаеть прямую ОР’ вь иско- 
мой точкЪ Р. 

Если 1 есть окружность, проходящая черезъ взаимно обратныя 
точки Р, Р’ (фиг. 14), и нёкоторый лучъ ОО, выходяций изъ точки (© 
встрфчаетъ окружность А въ точкахъ Ои О’, то—по извфстному свойству 
съкущихъ — ОО. ОЙ’ = 
— ОР. ОР'==7?; иными 
словами, О и С’ также 
суть взаимно  обратныя 
точки въ гиперболической 
инверси относительно ок- 
ружности ©. 


Предложене 2. Каждая 
окружность, про- 
ходящая черезъ 
дв взаимно-06- 
ратныя точки, ин- 
вертируется въ 
себя самое. 


Фиг. 14. 


Благодаря этому, если уже построены двф взаимно обратныя точки 
и окружность ©, то можно очень просто находить точку К’, обратную 
любой данной точкф К; для этого проводимъ изъ точки (О), какъ изъ 
центра, окружность, проходящую черезъ точку Ю; она встр®титъ окруж- 
ность А въ точкЪ О; пусть С’ будеть вторая точка пересфченя прямой 
(О сь окружностью А; тогда изъ точки О, какь изъ центра, проведемъ 
окружность, проходящую черезъ точку 0’; 
она встрЬчаеть прямую ОК въ искомой 
точкВ К. 


6. Пусть Ч и будуть двф взаимно- 
обратныя точки. Черезъ одну изъ нихъ, ска- 
жемъ черезъ 1, проведемъ перпендикуляръ 
а, кь прямой ().1 (фиг. 15); пусть р’ будеть 
точка, обратная нЪкоторой точкЪ Р прямой а. 
Такъ какъ 


ОЯ.ОЛ=ОР.ОР’=Г, 


то четыре точки „1, Г’, Р, Р’, лежать на 
одной окружности, а потому 2 № РР есть 
прямой уголь, какъ и уголь ‚АР. Поэтому /’Р’О есть прямой уголь 
и точка Р” лежить на окружности а’, имфющей ламетромъ отрфзокъ ().Г. 


Фиг. 15. 
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Если точка Р перемьщается по прямой а, то точка Р’ занимаетъ другя 
положеня на окружности 4’; иными словами, а’ есть геометрическое мЪсто 
точекъ, обратныхъ точкф а. Итакъ: 

Предложен!е 3. Если точка Р описываетъ прямую, то обратная 
ей точка Р’описываетъ окружность, проходящую че- 
резъ центръ инверс1и (), и обратно 1). 

Точкф () окружности 4’ на прямой а естественно отвфчаетъ безко- 
нечно удаленная ея точка; плоскость по отношению къ инверсби имБетъ 
какъ бы только одну безконечно удаленную точку, черезъ которую про- 
холять всЪ ея прямыя. 


7. Предложен! 4. Если точка Р описываетъ окружность х, 
не проходящую черезъ центръ инверс!и, то и обратная 
точка Р описываеть окружность 15). 
Даметръ окружности х, проходяний черезъ точку О (фиг. 16), 
встрфчаетъь послфднюю вь точкахь „М и В; пусть и В’ будутъ соот- 


- 


Фиг. 16. 


вфтственно обратныя точки; пусть, наконецъ, С” будетъ точка, обратная 
произвольной третьей точкф (’ окружности х. Въ такомъ случаь 


ОЛ.Ол= = 0С.О0С; ОЧ: ОС=ОС:0. 


Поэтому треугольникь ().(;— ОС’ и = ОС’. = ОЧС==ы. 
Такимъ же образомъ: 


'') Если прямая, которую пробЪгаеть точка Р, проходитъ черезъ центръ ин- 
версш, то обратная точка, по самому ея опредфленю, пробфгаеть ту же прямую. 
Иными словами: прямая, проходящая черезъ центръ инверс!и, инверти- 
руется въ себя самое. Эго предложеше содержится въ предыдущемъ, если мы 
будемъ смотрфть на прямую, какъ на окружность безконечно большого радуса. 

'5) Это предложенше въ томъ предположении, что на прямую мы смотримъ, какъ 
на окружность безконечно большого ращуса, представляетъь собой развиме преды- 
дущаго: окружность, проходящая черезъ центръ инверсм обращается въ прямую, 
т. е. также въ окружность, но безконечно большого ращуса. Вотъ почему прс- 
образоваше, состоящее изъ оцной или нёсколькихъ инверсй, относится къ круго- 


вымъ преобразовавямъ (Кге!зуегуапазсНнайН). 
Беборъ. Энциклоп. элемент. геометрти. 4 
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ЭВ. ОВ—0С. ОВ ОВ:ОС=0С..ОВ; 
ОВС— ОСВ’, < ОСВ’=- ОВС=24— В. 


Такъ какъ въ прямоугольномъ треугольникф АСВ углы @ и В ло- 
полняютъ другъ друга до прямого, то 


3 АСВ =24 —-а—В= 4. 


Отсюда слфдуетъ, что точка (” лежить на окружности х’, имфющей 
своимь ламетромъ отрфзокъ .4’В’, что и требовалось доказать. Однако, 
центры окружностей х и х’ не обратны другъ другу. 

ВсЬ эти предложешя, по способу ихъ вывода, относятся къ гипербо- 
лической инверби; но въ виду соображенй, изложенныхъ въ конц$ п. 4., 
они остаются въ сил и для эллиптической инвераи. 

7. Если двЪ окружности х и А пересфкаются въ точкЪ 5, то подъ 
ихъ угломъ въ точкЪ 5 разумфютъ уголъ, который въ точкЪ 5 образуютъ 

: ихь касательныя. Впро- 
чемъ, это поня\е остается 
еще многозначнымъ, какъ 
и уголь двухъ пересфка- 
ющихся прямыхъ; его лег- 
ко, однако, установить од- 
нозначно (фиг. 17). Имен- 
но, окружности хи # 


=-----=---7 


-- 


раздфляютъ плоскость на 
четыре области а, В, 7, 
0, ограниченныя дугами 
окружностей, на такъ на- 
зываемые „круговые дву- 
угольники“; самыя дуги 
ограничиваются точками 5 
и 7 пересфченя окружно- 
стей хи 4. За уголь дву- 
угольника въ точкВ 5 мы 
принимаемъ тотъ изъ уг- 
ловъ между касательными 
въ точкЪ 5, который цф- 
ликомъ содержитъ сходя- 
пийся въ точкф 5 вырф- 


Фиг. 19. 


зокъ 15). Это уголь вполнф опредфленный, и въ этомъ именно смыслЪ дву- 
угольникъ имфеть одинаковые углы при обфихъ вершинахъ. 


1) Это опредфлеше трудно признать вполнЪ точнымъ. Такъ, напримфръ, уголь 
7, къ которому относятся дальн®йшя разсужден, не только не содержитъ цБликомъ 
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Предложен!е 5. Характеристическая особенность инверс!и за- 

ключается въ томъ, что опредфленные такимъ обра- 

зомъ углы кругового двуугольника не мЪняются при 
инверс!и. 

Это значитъ, точкамъ двуугольника 7 отвфчаютъ при инверс!и точки, 
заполняющя другой двуугольникъ }”, и оба лвуугольника имфютъ одина- 
ковые углы. Въ самомъ длЪ, уголь двуугольника у въ точкЪ 5 содер- 
жится между двумя лучами а и р, которымъ въ обратной фигурЪ отвфчаютъ 
двф круговыя дуги Оа’5’ и ОЁ’5'; касательныя къ этимъ дугамъ въ точкЪ 
О, а вслЬдстве этого и въ точкЪ 5’, параллельны лучамъ а и р!"); иными 
словами, эти двЪф дуги образуютъ двуугольникъ, углы котораго равны 
угламъ двуугольника у. Но касательныя въ точкЪ 5’ касаются также окруж- 
ностей х’и 7’, обратныхъ окружностямь хи А. Эти окружности обра- 
зуютъ такимъ образомъ 4 двуугольника, олинъ изъ которыхъ соотвфт- 
ствуетъ двуугольнику у и имфеть ТЪ же углы. 

Какъ и при прямолинейныхъ углахъ, здЪсь представляетъ особенный 
интересь тотъ случай, когда двуугольники а, В, у, 6 прямоугольны; въ 
этомъ случаф говорятъ, что окружности их и А пересфкаются подъ пря- 
мыми углами или ортогонально. На фиг. 21 окружности М и С пере- 
сфкаются ортогонально; ратусы обфихъь окружностей; проведенные въ 
точку пересфченя, взаимно перпендикулярны, и каждый изъ нихъ касается 
другой окружности. Это свойство ортогональнаго пересфчен!я ин- 
верс!я переноситъ также на обратныя окружности. 

Если общая хорда цвухь окружностей проходитъ черезъь центръ 
одной изъ нихъ, то говорятъ, что эта послфдняя пересЪкается второй 
окружностью д1аметрально, или по д1аметру. Это свойство, однако, 
не сохраняется при инвераи. Окружность разсБкается своимъ д1аметромъ 
олновременно какъ ортогонально, такъь и маметрально 8). 

8. ВсЬ эти соображения легко переносятся на пространство. Инверся 
въ пространствЪ предполагаеть постоянную сферу @&-— „сферу инверци“, 
центръ которой называется „центромъ инверфи“. Опредфлене гиперболи- 
ческой и эллиптической инверби остается то же, что и на плоскости(п. 4). 
Предложене 1 также остается въ силЪ, при чемъ только подъ @ нужно ра- 
зум5ть сферу инверси. Если мы булемъ разсматривать фиг. 14-ую, какъ 


соотвЪтствующаго двуугольника, но не содержитъ, строго говоря, даже конца этого 
двуугольника въ точкЬ 5, какь это, повидимому, разумЪетъ авторъ. Уголъ двууголь- 
ника есть уголь между лучами, выходящими изъ точки 5 въ направлени дуть, 
ограничивающихь двуугольникъ, и касающимися этихъ дугъ въ точкЪ 5. 

17) Изъ построеня, указаннаго на чертежф 15, вилно, что касательная въ 
точк5 О кь окружности а’. обратной прямой а, параллельна прямой а. Касательныя 
въ точкЪ 5” обыкновенно не параллельны лучамъ аи Б, но заключаютъ тоть же уголъ. 

3) При этомъ щмаметръ данной окружности, въ свою очерель, разсматривается, 


какъ окружность безконечно большого радуса. 
4* 
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съчеше сферы инвери одной изъ ея Шаметральныхъ плоскостей, то мы 
получимъ слфдующее предложеше, аналогичное предложению 2. 


Предложен1е 6. Каждая сфера, проходящая черезъ двЪ взаимно 
обратныя точки, инвертируется въ себя самое. 
Если мы будемъ врашать фигуры 14 и 15 вокругь оси О.Л, то 
мы получимъ: 
Предложен!е 7. Плоскость превращается инверс1ей въ сферу, 
прохолящую черезъ центръ инверс1и, и обратно. 
Предложен!е 8. Каждая сфера инвертируется также въ сферу. 
ОбЪ сферы имБютъ точку () центромъ полобя; при гиперболи- 
ческой инверсии это будетъ вн-шыйй центръ подобя, а при эллиптической— 
внутреннй. Предложене 5-ое сь соотв5тствующими измфненшями также 
переносится въ пространство. 


9. Если мы теперь примфнимъ инверсшю къ псевло-прямымъ и кь 
псевдо-плоскостямъ пространства К’ (п. 1—4), принимая точку О за центръ 
и при совершенно произвольной степени инвераи ыы 72, то онЪ превра- 
щаются въ прямыя и плоскости пространства КЮ. Напротивъ, вспомога- 
тельная сфера, которой мы воспользовались для производства Штейне- 
ровыхъ построенй, переходить въ сферу пространства К; всмъ указан- 
нымъ выше „псевдо-построенямъ“ отвфчаютъ обыкновенныя Штейнеровы 
построенвя, если псевло-центры псевло-окружностей (и псевло-сферы) 
представляють собой обращеня дЪйствительныхь пентровъ обратныхъ 
имъ окружностей (и обращенной сферы) 13). Этимъ не только доказана 


13) Въ пунктБ 3. авторъ выяснилъ, какъ онъ устанавливаетъ конгруэнтность 
въ своемъ „исевдо-пространствЪ“. Точкой отправлешя для него служать Штейнеровы 
построеня, для осуществленя которыхъь въ пространствЪ К’ ему нужно имть 
„сферу“ и „окружность“ въ каждой псевло-плоскости. Въ п. 3 выяснено, какъ онъ 
этого достигаетъ. Но кромБ сферы и окружности въ каждой плоскости, для про- 
изводства Штейнеровыхь построевй нужно еще знать центръ этой сферы и центръ 
каждой окружности. Что же принять за „псевдо-центрь“ этой псевдо-сферы и за 
„псевдо-центрь“ каждой псевдо-окружности въ псевдо-пространствЪ К’? Авторъ 
обЪцаетъ установить это ниже (обфщаеть собственно сдфлать это въ п. 4; но такъ 
какь послфдей листь нЪсколько измфнень по 2-му издан, то это перенесено 
сюда, въ п. 9). Воть какь онъ здЪсь это осуществляеть. Онъ производигь н®ко- 
торую инверсю относительно точки О. Эта инверся превращаеть исевдо-сферу © 
исевло-пространства К’ въ нфкоторую сферу 0’ въ пространствЪ К; пусть С’ бу- 
деть центрь сферы о’ въ пространствЪ К, а С точка, обратная относительно С’; 
эту точку С авторъ принимаеть за псевдо-центръ псевдо-сферы о въ псевдо-иро- 
странствЪф №; эту псевдо-точку онъ принимаетъ за „равноотстоящую“ оть всЪхь 
точекъ псевдо-сферы въ Ё. Только при этомъ соглашейи между Штейнеровыми по- 
строенями въ псевдо-пространствЪ К’и аналогичными построенями въ пространств 
К устанавливается то соотвфтств!е, которое автору нужно: если псевдо-прямая 
проходить черезъ исевдо-центръ нфкоторой псевдо-окружвости, то соотвётствующая 
прямая въ пространствЪ К проходить черезъ центръ соотвфтствующей окружности. 
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допустимость этихъ построенй для опредфленя конгруэнтности, но 
вмЪсть сь тфмъ обнаружено, что псевдо-геометр!я никогда не можетъ 
привести къ логическимь противорЪч!ямъ; въ самомъ дЪлЪ, всякое про- 
тиворЪче въ этой систем путемъ инверси привело бы къ противор$- 
чЧю въ Евклиловой геометри, которая, какь мы увидимъ ниже, можеть 
быть абстрактно обоснована, такъ что отсутсте въ ней противорфчя стано- 
вится очевиднымъ. Сейчасъ мы имфли въ виду только обнаружить, что можно 
построить геометрию, которая въ словесномъ выражен ея предложенй 
буквально совпадаеть съ обычной геометрей, межлу тмъ какь ея 
„плоскости“ и „прямыя“ совершенно отличаются отъ обыкновенныхъ. 


$ 9. Сферическая сЪть. 


1. Если лучи пучка О 20) встр5чаютъ окружность Л соотвЪт- 
ственно въ точкахь Ли М, Ви В, СиС’ (см. фи. 18 и 19), то, 
согласно извЪстному предложению, 


Ол. ООВ О0СОС:. 


независимо оть того, расположена ли точка () внф или внутри окруж- 
ности. Въ первомъь случаф это постоянное произведене, такъ называемая 


(@ 
Фиг. 18. 


„степень точки () относительно окружности“, можетъ быть опре- 
дЪлена, какъ квадратъ касательной (7, во второмъ случаЪ, какъ квалрать 
полухорлы ОХ, перпендикулярной къ прямой ОЛ. Если прямая ОМ 
встрЪчаеть окружность въ точкахь Ви В’, то мы можемъ также поло- 
жить въ первомъ случаЪ: 


20) Подъ пучкомъ лучей разумфютъ совокупность прямыхъ, расположен- 
иыхъ въ одной плоскости и проходящихъ черезъ общую точку, центръ пучка. 
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ОВ- ОВ = (ОМ —в (ОМ Е 5 = ОМ*— пт, 
во второмъ случаЪ: 
ОВ. ОВ =в— ОМ) (ром =ят= ОМ —=— (ОМ? — п), 


гдЪ М означаеть центръ, а г рашусъь круга. Это выражене степени точки 
относительно окружности -- (ОЛ — 1”), дфлаеть иълесообразнымь при- 
Своить ЭТОЙ „степени“ также знакъ; именно, считать степень точки (9) 
относительно окружности положительной, если она лежить вн окружно- 
сти, и отрицательной въ противоположномъ случаЪ; это можно обосновать 
еше и тЬмъ, что въ первомъ случаф оба отрЪзка сфкущей всегда распо- 
ложены по олну сторону точки О, во второмъ случаЪ—по разныя стороны 
точки О; если этимъ отрфзкамъ въ первомъ случаЪ приписать одинаковые 
знаки, то во второмъ они естественно получаютъ различные знаки. Та- 
кимъ образомъ, степень точки () относительно окружности М 


на фиг. 18 есть -- (ОМ? — 12) = ОТ", 
на фиг. 19 „ — (12 — ОЛ) = — ОХ??1). 


Эти понятя можно также распространить и на сферу. Если лучи 
связки О ??) встрфчаютъ сферу центра А[ въ точкахъ Ди Л, ВиВ, 
СиС..., то плоскость, опредфляемая лучами ОЧ’ и ОВВ’, сЪчеть 
сферу по окружности, для которой ОЛ-ОЛ'=ОВ-ОВ;; точно такъ же 
въ плоскости лучей ОВВ’ и ОСС’ степень точки О относительно сЪче- 
ня есть ОС: ОС'= ОВ: ОВ'. Такъ что и здфсь соотношеше 


ОА: Ол = ОВ. ОВ’ = ОС ОГ... 


справедливо для всфхъ лучей связки О. Это постоянное произведеше на- 
зывается „степенью точки () относительно сферы“, его беруть со зна- 
комъ -|- или —, смотря по тому, лежить ли точка О внЪ сферы или 
внутри ея; въ томъ и другомъ случаЪ степень равна (ОМ — м). 

Задача 1. Каково геометрическое мфсто точекъ, имфющихъ одина- 
ковую степень р? (или — р?) относительно данной окружности? 

Задача 2. Построить всф точки, степень которыхъ относительно 
окружности №[,, есть -Е р:?, а относительно окружности М, есть | рь?. 

Задача 3. Распространить тф же задачи на сферу. 


2. Положимъ, что точка Р (фиг. 20) имЪфеть одинаковую степень 
(съ однимъ и тЬмъ же знакомъ) относительно лвухъ окружностей, произ- 
вольно расположенныхь въ одной плоскости, такъ что 


21) Такимъ образомъ, степень точки относительно окружности всегда выра- 
жается разностью ОМ? №. 
21) Подъ связкой лучей разумфютъ совокупность прямыхъ ВЪ пространствЪ, 


ВыЫХОДЯЩИХЪ ИЗЪ ОДНОЙ ТОЧКИ. 
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РА? г ИО — РМ»У = а: 


Если () есть основаше периендикуляра, опущеннаго изъ точки Р 
на прямую А/, \[,, то, вычитывая изъ обфихъ частей предыдущаго ра- 
венства РО?, мы получимъ: 


(РМ,? = РО?) = (РА а ых РО?) и 
ОМ — п — ОМ — га. 
Но въ такомъ случаф точка () также имфеть одинаковую степень 
относительно обЪфихъ окружностей; если мы теперь къ обЪфимь частямъ 


послЪдняго равенства прибавимъ ()5?, глЪ 5 есть произвольная точка 
прямой РО, то 


(ОМ? -- 05 — п — (ОМе + 0%) — в», 
52 === 2 = 5А[.? ыы Ро 


Фиг. 20. 


Мы видимъ, такимъ образомъ, что и точка 5 иметь одинаковую степень 

относительно обЪфихъ окружностей. Сьъ другой стороны, на центральной 

оси АД ЛЬ есть только одна точка (), въ которой имфетъ мЬсто соот- 

ношен!е у 
ОМ,? — па? = ОМУ — та, 

или 


ОМ — ОМ а га, 


Въ самомъ дЪлЪ, такъ какъ ОМ, -- ОМ, = М, АБ = с, то предыдущее 
соотношеше даетъ: 


- (ОМ, — @ — ОМ = — 3, 


откуда мы получаемъ для ()М, значене: 


$59 56 


Изъ этого слБдуеть: 

Прелложен!е 1. Точки, имфющя одинаковую степень относительно двухъ 
окружностей, расположенныхъ въ одной плоскости, образують 
прямую, перпендикулярную къ ихъ ливи центровъ. 

Степень точки относительно двухъ окружностей, естественно, иметь 
въ различныхь точкахь этой прямой такъ называемой, радикальной 
оси двухъ окружностей“, различныя значеня. 

Если окружности пересЪкаются, то радикальной осью служитъ об- 
щая хорда (теорема объ отрЪзкахъ хорлы) 23). Чтобы найти по крайней 
мЪрЪ одну точку, имфющую одинаковую степень относительно двухъ 
окружностей въ томъ случаЪ, когла послфдня не пересЪкаются, прибЪ- 
гаютъ кь третьей окружности, которая пересфкаеть обЪ данныя окруж- 
ности; точка пересфченя двухь общихъ хорлъ этой третьей окружности 
съ двумя данными удовлетворяетъь требованю. Тмъ же способомъ можно 
построить и другую такую же точку. Прямая, соединяюшая эти двф точки 
или перпендикуляръ, опущенный изъ первой точки на линю центровъ, и 
булетъ радикальной осью двухъ окружностей. 

Если мы будемъ вращать обЪф окружности вокругъ лии центровъ, 
то мы получимь дв сферы. ВмЪстБ съ тфмъ мы приходимъ къ слЪ- 
дующему выводу: 

Предложен!е И. Геометрическое мЪсто точекъ, имьющихъ олну и ту же 
степень относительно двухъ сферъ, есть плоскость, такъ на- 
зываемая „радикальная плоскость“ этихъ сферъ; эта плоскость 
перпендикулярна къ лини центровъ двухъ сферъ, а въ томъ 
случаЪ, когда послфдыя пересфкаются, она содержитъ окруж- 
ность, по которой это пересфчене происхолитъ. 

Задача 4. Построить радикальную плоскость двухъ неперес$ка- 
ющихся сферъ Ё, и при помощи двухъ вспомогательныхъ сферъ, ко- 
торыя пересфкаютъ данныя сферы #, и А. 


3. Если три окружности расположены въ одкой плоскости, и ихь 
центры №, Афь, М. образуютъ треугольникъ, то радикальныя оси этихъ 
окружностей р,., роз, рз. пересфкаются въ одной точкЪ (, въ такъ на- 
зываемомъ „радикальномъ пентрЪ“ этихъ окружностей; въ самомъ лЪЛЪ, 
точка пересфченя прямыхъ р:› и р»з имфеть одинаковую степень относи- 
тельно всфхъ трехъ окружностей; поэтому черезъ эту точку необходимо 
должна пройти также третья радикальная ось рзз. Въ томъ же случаЪ, 
когда точки М;, Мь, Мз расположены на одной прямой, прямыя р! 


5 ра >.) 
23) Согласно тому, что сказано выше, чтобы найти радикальную ось двухъ 
окружностей, нужно на лиши центровъ найти точку О, имфющую одинаковую 
степень относительно объихъ окружностей, и изъ нея возставить перпендикуляръ 
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Без» Ра: либо различны—и въ такомъ случаъ онф параллельны, либо онЪ 
совпадаютъ. Въ первомъь случаЪ говорять о такь называемомъ „несоб- 
ственномъ“ радикальномъ центр 2“); послЬлый же случай имЪетъ мЪсто 
тогда, когда двЪ изъ радикальныхь осей совпадаютъ. Въ самомъ ДЪЛЪ, 
въ этомъ случаЪ точка пересфченя двойной оси съ лишей центра имЪфетъ оди- 
наковую степень относительно всфхъ трехъ окружностей; а мы видЪли, что 
такая точка на лиш и центровъ двухь окружностей можетъ быть только одна. 
Если три окружности \[,, М,, М, имъють несобственный ради- 
кальный центръ 25), то лия центровъ сЪчетъ ортогонально и даметрально 
всЪ три окружности; вмЪстЪ съ тЁмъ помимо этой прямой н$тъ ни одной 
окружности, которую пересфкали бы ортогонально или ламетрально всЪ 
три окружности, ибо центръ такой окружности имфлъ бы одинаковую 
степень относительно трехь данныхъ окружностей. Напротивъ, если (; 
есть конечная точка и 
—Е 7? есть ея степень от- 
носительно трехъ окру- 
жностей, и мы прове- 
демь изъ центра С 
окружность ращуса г, 
то она, согласно п. 2., 
разсфкается окружно- 
стями М, А, М. ор- 
тогонально (фиг. 21) 
или дламетрально (фиг. 
22), смотря по тому, 
иметь ли степень по- 
ложительное или отри- 
цательное значене 26). 
Аналогичныя предложеня справедливы и относительно сферъ. Если 
ихь раликальныя плоскости т!2 и таз пересфкаются по прямой лини, 
то каждая точка этой прямой имфеть одинаковую степень относительно 
трехъ сферъ; слЪдовательно, и третья радикальная плоскость т! должна 
проходить черезъ эту прямую. 


Фиг. 21. 


къ лини центровъ. Если окружности пересфкаются, то точкой О служить перес%- 
чене общей хорды съ лишей центровъ, такъ какъ ея степень относительно обфихъ 
окружностей равна квадрату общей полухорды. 

*) Каковымъ служить принимаемая въ просктивной геометрии безконенно 
удаленная точка пересфчешя этихъ параллельныхь линй. См. дополнене [ въ конць 
книги (ср. также стр. 30). 

2") т. е. если три радикальныя оси параллельны. 

*°) Если степень радикальнаго центра С относительио окружностей равна | ›*, 
то точка С лежитъ внф окружностей, и степень представляеть собой квадратъ ка- 
сательной, проведенной изъ точки С къ любой изъ трехъ окружностей. Касатель- 
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Предложен1е Ш. Если изъ трехъ радикальныхъ плоскостей трехъ сферъ 
двЪ пересфкаются по прямой лини, то послфлняя лежитъ 
также и въ третьей плоскости; эта прямая называется „ради- 
кальной осью“ трехь сферъ. 

Предложен!е [\. Если каждыя три изъ четырехь сферъ опредЪляютъь 
радикальную ось, то эти три оси пересфкаются въ одной точкЪ, 

В въ „радикальномъ центр“ этихъ четырехъ сферъ. Въ самомъ 
дЪлЪ, каждыя двф раликальныя оси расположены въ одной 
плоскости, а потому должны пересфкаться. 


Фиг. 22. 


Предложен1е \. Радикальный центръ (С четырехъ сферъ служитъ цен- 
тромъ н5которой сферы |, которая разсфкается всфми четырьмя 
сферами ортогонально или л1аметрально, смотря по тому, имЪеть 
ли общая степень положительное или отрицательное значене. 


ными служать поэтому радфусы окружности С, которая, такимъ образомъ, сфчеть 
данныя окружностн ортогонально (фиг. 21). 

Если степень радикальнаго центра С относительно окружностей есть =", то 
онъ лежитъ внутри трехъ окружностей, и полухорда каждой окружности, перпен- 
дикулярная къ ея даметру въ точкЪ С, равна г. Окружность С сфчетъ три 
окружности щаметрально (фиг. 22). 
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Только въ томъ случаф, когда точка (7 уходитъ въ безконеч- 
ность и сфера { вырождается въ плоскость, пересфчене стано- 
вится одновременно ортогональнымъ и ламетральнымъ. 

Кром того, нужно упомянуть еще о томъ частномъ случаб, когда 
степень равна нулю, т. е. сферы касаются другъ друга; общая даметраль- 
ная или ортогональная сфера вырождается въ этомъ случаЪ въ точку. 
Врядъ ли нужно перечислять частности, которыя могутъ имфть мъфсто, 
если одна изъ данныхъ сферъ неограниченно возрастаеть или убываетъ. 
Мы приведемъ еще нЬсколько залачъ; предварительно, однако, сдЪлаемъ 
еще слЪдующее общее замЪчан:е. 

Въ то время, какъ построеше обыкновенной элементарной геометрии 
вЪ ея догматическомъ изложенши производить впечатлЬше тяжеловЪсности, 
и отдльныя теоремы часто оказываются изолированными, часто пора- 
жають своими неожиданными особенностями, — сферическая геометрия 
даеть намь возможность въ первый разъ заглянуть въ богатую область 
новой геометри, факты которой разматываются естественно изъ немно- 
гихъ плодотворныхъ основныхъ понят и внимательному изслБлователю 
являются сами собой. 


Задача 5. Найти геометрическое мЪсто точекъ, изъ которыхъ вы- 
холять равныя касательныя къ лвумъ сферамъ. 


Задача 6. Найти точки, которыя имфють относительно данныхъ 
трехъ сферъ А, , Ё», Аз данныя степени Р,, Р», Р; (РЕ = -[ 4:2, 1=1, 2, 3). 

Задача 7. Найти геометрическое мфсто центровъ всфхъ сферъ, пе- 
ресфкающихъ данную сферу Ё подъ даннымъ угломъ. 


Задача 8. Преврагить двЪ пересфкаюцияся сферы при помощи ин- 
верси въ двЪ плоскости и показать, что послЪдья пересфкаются подъ 
тЪмъ же угломъ, что и сферы. Отсюда вытекаеть общее предложенге, 
что двф сферы всегда пересфкаются подъ т5мъ же угломъ, что и обрат- 
ныя (инвертированныя) сферы. 

Задача 9. Найти геометрическое мЪсто центровъ всхъ сферъ, ко- 
торыя пересфкаютъ данныя двЪ плоскости подъ данными углами. 

Задача 10. Найти геометрическое место центровъ всЪхь сферъ, ко- 
торыя пересБкаютъ двЪ данныя пересфкающшяся сферы подъ данными углами. 

Быть можетъ, цфлесообразно рЪЬшить предварительно аналогичныя 
залачи относительно окружностей. Предлагаемъ также построить радикаль- 
ную плоскость двухъ сферъ, радикальную ось трехъ сферъ и разсмотрЪть 
ихъ пересфченя съ плоскостью. 


4. Поль „пучкомъ окружностей“ разумфютъ совокупность окруж- 
ностей, расположенныхъ въ одной плоскости и имфющихь общую ради- 
кальную ось. Если двф окружности такого пучка имють общую точку, 
то степень послфдней относительно окружности равна нулю; она лежить 
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на радикальной оси, и всЪ окружности пучка черезъ нее необходимо про- 
холять, потому что каждая точка оси имфетъ одинаковую степень относи- 
тельно всфхъ окружностей пучка. Въ зависимости отъ того, сколько общихъ 
точекъ имбють окружности пучка, различаютъ пучки трехъ Типовъ: 


1. Гиперболическме пучки, въ которыхь окружности вовсе не имЪють 
общихь точекъ; 
2. Параболичесве, въ которыхъь окружности имЪфють одну общую точку; 
3. Эллиптичесме, въ которыхъ окружности имфють лв общёя точки. 
Окружности параболическаго пучка касаются другъ друга по общей 
радикальной оси а въ одной и той же точкф -{: центры ихъ расположены 
на олной прямой а’, перпенди- 
кулярной кь а въ точк6 А 
(фиг. 23). Окружности пучка, 
„ортогональнаго“ къ этому, цен- 
тры которыхъ расположены на 


прямой а, а радикальной осью 
которыхъ служитъ прямая а", пе- 
ресБкаютъ окружности даннаго 
| пучка подъ прямыми углами. 
ыы а Эллиптичесюй пучекъ так- 
Фиг. 23. же очень легко построить: его 
окружности прохолять черезъ 
двЪ неподвижныя точки „1, и № („основныя точки“), центры же ихъ рас- 
положены на прямой а’, перпендикулярной къ А, въ серединф отр%з- 
ка 4, Ч, (фиг. 24). Са- 
мой большой окружностью 
пучка, какъ и въ параболи- 
ческомъ пучкЪ, служитъ 
радикальная ось @; са- 
мая же малая окружность 
пучка имфеть лламетромъ 
отрфзокъ .1, 4», такъ что 
всЪ остальныя окружности 
пучка перес$кають ее л!а- 
метрально. И здЪсь каждая 
точка раликальной оси 
иметь одинаковую сте- 


пень относительно всБхъ 
окружностей пучка. Въ точкахъ Р оси а, которыя лежать внЪ отрфзка 
Ч, Чь, степень иметь положительныя значенйя р?, такъ что изъ точки р 
всегда можно провести ко всфмъ окружностямъ пучка касательныя, имЪ- 
ющЁя общую длину р. Окружность ралуса р, имЪющая центръ въ точк Л, 
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сфчеть такимъ образомъ ортогонально всф окружности пучка. Если М, 
и М, суть центры двухъ окружностей пучка (см. фиг. 25), м и 7. ихь 
раллусы, то А, имфетъ относительно окружности Р степень 712, точка 
Мь— степень г?. Если О есть другая окружность, относительно которой 
мы предположимъ только, что она сБчеть ортогонально окружности М, 
и \[,, то относительно 
нея точка Л] также 
имБеть степень 7,2, а 
точка \|,--стенень 7,2. 
Слфдовательно, прямая 
4’, соединяющая точки 
А и МЬ, есть общая 
радикальная ось всфхъ 
окружностей, которыя 
сЪкуть  ортогонально 
окружности  даннаго 


пучка. Такь какъ, съ 
другой стороны, прямая 
@ сама также приналле- 
жить первому пучку, 
то центры ортогональныхъ окружностей расположены на прямой а; орто- 
гональныя окружности также образуютъ пучекъ, „ортогональный“ къ пер- 
вому пучку; осью второго пучка служить прямая а’. Но второй пучекъ 
будетъ гиперболическимъ. Въ самомъ дЪлЛЪ, если () есть середина отр%зка 
А, Л., то въ первомъ эллиитическомъ пучкЪ 


РМ, = | п = М, О* Е РО. 


Такъ какь М) О<г:, то отсюда слфдуеть, что р< РО, иными словами, 
окружность Р не встрфчаеть прямой а’; а такъ какъ а’ принадлежикь 
второму пучку въ качеств предфльной окружности, то окружности этого 


Фиг. 25. 


пучка не перескаются. Эта зависимость двухъ пучковъ взаимная, потому 
что окружности второго пучка, въ свою очередь, пересфкаютъ ортого- 
пально окружности перваго пучка; если мы, такимъ образомь, исходимъ 
оть гиперболическаго пучка, то тфмь же путемъ мы прилемь къ ортого- 
нальному эллиптическому пучку. Такь какъ внутри каждой окружности 
гиперболическаго пучка расположены менышя окружности пучка, то эти 
окружности съ каждой стороны пучка приближаются къ н5которой точк$. 
Эти двЪ точки 21, и 1, расположены симметрично относительно раликальной 
оси и называются „нулевыми окружностями“ гиперболическаго пучка, или 
„основными точками“ соотвфтствуюшаго ортогональнаго эллинтическаго 
пучка. Эллиптическй пучекъ вовсе не имфеть нулевыхъ окружностей, пара- 
болическй имфеть одну, а гиперболическй имЪетъ дв (см. также фиг. 26). 
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Чтобы перейти отъ эллиптическаго пучка къ ортогональному ги- 
перболическому, мы исходили изъ точки Р, расположенной внф отрЪзка, 
соединяющаго основныя точки. Теперь интересно взять точку Р внутри 
этого отрфзка; въ такомъ случаЪф степень точки Р относительно окруж- 
ностей пучка имфеть отрицательное значене — р?; окружность (Р), имЪ- 
ющая центръ въ точкЪ Р и ратусъ р, въ этомъ случаЪ разсЪкается дйа- 
метрально всфми окружностями пучка 77). Если точка Р пробЪгаетъ весь 
отрфзокь 4,.1., то окружность (Р) измфняется по величинф и положеню, 


Фиг. 26. 


но при этомъ постоянно касается эллипса &, имъющаго точки 4, и? Л, 
своими фокусами и малую ось, равную 21, .1.. Впрочемъ, послЪднимъ 
фактомь намъ ниже не пр!йдется пользоваться, всл5дстве чего мы и огра- 
ничиваемся этимъ указашемъ. 


5. Совокупность окружностей на плоскости, относительно которыхъ 
нЪкоторая точка () имЪеть одну и ту же степень, называется „связкой 
окружностей“. Такъ какъ всЪ окружности, прохоляция черезъ одну и ту же 
точку плоскости, сообщаютъ послЪдней одну и ту же степень 0, то онЪ об- 
разуютъ предфльный случай связки, такъ называемую „параболическую“ 
связку. Связка называется „гиперболической“ или „эллиптической“, 
если общий радикальный центръ имфетъ соотв$тственно положительную или 
отрицательную степень относительно окружностей связки. Если въ гипер- 


27) Если степень точки Р относительно окружности М’ (фиг. 26) есть — р", 
то р есть полухорда окружности М, перпендикулярная къ М'Р въ точкЪ Р, какъ это 
изображено на чертежЪ. Поэтому окружность М’ сЪчеть окружность Р д1аметрально. 

р. р В р 
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болической связкЪ значене степени есть -|-р?, то окружность х, имфющая 
центръ въ точкЪ О) и рамусь р, пересЪкаетъ ортогонально всЪ окружности 
связки. Связка можеть быть въ этомъ случа опредЪфлена, какъ сово- 
купность окружностей, переськающихъ ортогонально окружность х. Это 
соображене даетъ также способъ для построеня окружностей связки 
(фиг. 27): въ произвольной точкЪ „1 окружности х проводимъ къ ней 
касательную и изъ произ- 
вольной точки (7 этой каса- 
тельной проводимь окруж- 
ность, проходящую черезъ 
точку 4; такь какъ точка 
О имЪетъ относительно этой 
окружности степень -|- р, то 
послфдняя принадлежить на- 
шей связкЪ. Нашей связкЪ 
принадлежитъь также каждый 
пучекъ, опредфляемый двумя 
окружностями связки. Нуле- 
вые круги всфхь гиперболи- 
ческихъ пучковъ расположе- 
ны на окружности х; основ- 
ныя точки каждаго эллиптическаго пучка взаимно обратны другъ другу 
при инверсии, центромь которой служитъ точка (), а степенью р?. Об- 
ратно, всякая окружность, прохолящая черезъ двЪф взаимно обратныя въ 
этой инверси точки, принадлежитъ пучку. Вообще, каждая прямая, прохо- 
дящая черезъ точку (), пересЪкаеть каждую окружность связки, которую 
она встрфчаеть въ двухь точкахъ, взаимно обратныхъ въ этой инвераи; 


Фиг. 21. 


таюя двЪ точки называются „парой точекъ связки“. Поэтому черезъ двъ 
точки плоскости не взаимно обратныя проходить только одна окружность 
связки, которую можно построить, опредфляя точку обратную одной изъ 
данныхъ. Вообще эта инверся преобразовываетъ связку въ себя самое 28). 


28) Нужно помнить, что въ гиперболической связкф касательная изъ центра 
къ каждой окружности связки равна р. 

На фиг. 27 изображены три пучка, принадлежаше связкБ ортогональной 
окружности х: слЪва гиперболическй, внизу пароболическй, справа эллиптический. 
Нулевыя окружности гиперболическаго пучка, какъ и всЪ окружности пучка, пере- 
сЪкають окружность х (ортогонально), т. е. попросту лежатъ на этой окружности. 
Обратно, если мы возьмемъ произвольныя двЪ точки на окружиости х и построимъ 
гиперболичесюй пучекъ, для котораго эти дв точки служать нулевыми окружио- 
стями, то всЪ окружности пучка имфють (какъ и нулевыя) относительно точки О 
степень р”, сфкуть окружность х ортогонально, а потому принадлежать связкЪ (О). 

Если двЪ окружности связки (О) пересЪкаются въ точкахъ О; и О,, то про- 
изведеше ОО,. ОО, равно квадрату касательной, проведенной изъ О къ каждой 
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Задача 11. Найги общую окружность двухъ пучковъ, принадле- 
жащихъ одной связкЪ 29). 


Задача 12. Превратить эллиптичесюй пучекъ окружностей путемъ 
инверси въ пучекъ лучей. Во что обратится въ этомъ случаъ ортого- 
нальный пучекъ? 

Эллиптическая связка отличается ббльшимъ единообраземъ, нежели 
гиперболическая. Такъ какъ общёЙй радикальный центръ имфетъ въ этомъ 
случаЪ отрицательную степень — р? относительно всфхъ окружностей связки, 
то послЪднйя всЪ пересБкаютъ д1аметрально окружность Е, имьющую центръ 
въ точкБ О и ращусь р. Между тЪмъ, какъ ортогональная окружность х 
гиперболической связки не при- 
надлежить самой связкф, такъ 
какъ точка (О) имфеть относи- 
тельно нея отрицательную сте- 
пень, — „дламетральная окруж- 
ность“ Ё эллиптической связки 
входить въ составъ послЪдней. 
И здьсь весь пучекъ, опред$ля- 
емый двумя окружностями связ- 
ки, принадлежитъсвязкЪ; но такъ 
какь въ этомъ случаф точка О 
находится внутри всфхъ окруж- 
ностей связки, то посл$дёя по- 


Фиг. 28. 


парно пересфкаются въ двухь 
точкахъ. Такимъ образомъ, въ составъ связки въ этомъ случаЪ входять исклю- 
чительно эллиптическе пучки, (см. фиг. 28 и 29; на фигурЪ 29 основныя 
точки эллиптическаго пучка расположены на дламетральной окружности); 
основныя точки этихъ пучковь естественно и въ этомъ случаЪ взаимно 
обратны относительно центра О при степени инверсии — р?. Вообще, какъ 
и въ гиперболической связкЪф, каждая прямая, проходящая черезъ точку О, 


изъ этихь двухъ окружностей, т. е. равно Ё?. Поэтому точки ©, и О, взаимно об- 
ратны при инверси, имфющей ценгръ О и степень р. Обратно, если точки О; и ©, 
взаимно обратны въ этой инверсш, т. е ОО, . ОО, = р*, то касательная изъ точки 
О къ любой окружности, проходящей черезъ точки О, и О, имфеть длину /’; иначе 
говоря, всЪ окружности, проходящёя черезъ точки О, и ©,, принадлежать нашей 
связкЪ (0). Если поэтому О, и О’, суть двЪ взаимно обратныя въ нашей инверсш 
точки, то черезъ нихъ проходить безчисленное множество окружностей связки, онЪ 
не опредфляють окружности связки. Но если онф не взаимно обратны, то мы по- 
строимь точку О,, обратную О,, и проведемъ окружность, проходящую черезь 
точки О,, Оци О,; это будеть окружность связки и притомъ единственная, про- 
ходящая черезъ точки О, и О”,. Вели точки О,, ©", и О, лежать на одной прямой, 
то окружность вырождается въ прямую, проходящую черезъ точку О. 


29) Центръ искомой окружности лежитъ въ пересфчени осей обоихъ пучковъ. 
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встрфчаеть каждую окружность связки въ двухъ точкахъ, взаимно обрат- 
ныхь вь этой инверси, — въ „пар точекъ связки“. 

Задача 13. Построить общую окружность двухъ пучковь связки. 

Задача 14. Черезь любыя двЪф не-обратныя точки проходить ок- 
ружность связки. Построить ее 3%). 

Если даны лв связки сь совпадающими или различными центрами 
О и О,, аР, иР, суть точки, обратныя въ этихъ связкахь относи- 
тельно одной и той же точки 


Р, то окружность л, прохо- а 

дящая черезъ точки Р, Р,, Р, 

принадлежигь обЪфимь связ- _ ур ан: . 
камъ. Если г есть другая та- 
кая же окружность, то ().()., 
есть радикальная ось этихь 
двухъ окружностей, и опре- 
дъфляемый ими пучекъ принал- 


лежить обЪимъ связкамъ 31). 
Если точка (), совпадаетъ съ 


точкой (), то этоть пучекъ и О 
вырождается въ совокупность в. 
прямыхъ, прохолящихъ че- ож 


резъ точку (),. Если мы бу- 

демъ разсматривать этоть пучекъ лучей, какъ предЪфльный случай эллипти- 
ческаго пучка окружностей, въ который онь къ тому же можеть быть 
превращенъ мегодомъ инвери, то мы получимь теорему: обшия окруж- 
ности двухъ связокъ образують пучекъ окружностей. 


*°) Въ виду важности, которую имЪютъ эти двЪ задачи для дальньйшаго, 
мы приведемъ нхь рьшене. 

Для рЪЬшеня задачи 13 замЪтимъ, что пучекъ въ эллиптической связкЪ опре- 
ДЪляется либо двумя его основными точками, либо двумя его окружностями; вь 
послЪднемь случаБ эти двБ окружности своимь пересфчешемь опять таки опредЪ- 
ляють основныя точки пучка. Линя центровъ пучка есть перпендикуляръ, возсга- 
вленный къ отр5зку, соединяющему основныя точки, изъ его середины. Если даны 
два пучка связки, то ихь линш центровъ своимь пересфченемь опредфляють 
центръ окружности, принадлежащей обоимъ пучкамь. Если лини центровъ парал- 
лельны, то основныя точки обоихъ пучковь лежать на одной прямой, въ которую 
въ этомъ случаЪ и вырождается общая окружность. 

Для рЬшешя задачи 14 строимъ точку, обратную относительно одной изь 
дапныхь, 4 прэводимъ окружность черезъ данныя двф точки и вновь построенную 
точку. Если эти три точки лежатъ на одной прямой, то въ нее вырождается иско- 
мая окружность. 

3!) Какь мы видфли вь п. 5, всякая окружность, проходящая черезъ двь 
гочки, взаимно обратныя въ инверси связки, иринадлежить этой связкЪ; поэтому 
окружность х принадлежить какъ связкЪ О,, такъ и связкЪ О,. Радикальная ось 


Веберъ, Энциклоп. элемент. геометр!и. 5 
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6. Намъ остается только раепространить эти результаты на сферы. 
Прежде всего, вращая пучекъ окружностей вокругъь лиши центровъ, мы 
получимъ „пучекь сферъ“, т. е. совокупность сферъ, имьющихъ общую 
радикальную плоскость. Если окружности, приналлежания связк$ (не от- 
нося сюда ортогональнаго круга, когда онъ существуетъ) вращаются каж- 
дая вокругь своего центра, то он описываютъ сферы, которыя въ сово- 
купности образуютъ „связку сферъ“, т. е. совокупность сферъ, имъющихъ 
общую радикальную ось; эта радикальная ось перпендикулярна къ плоскости 
врашающейся связки окружностей въ радикальномъ центрф посл$лней. 
Итакь, центры сферъ, образующихъ пучекъ, въ совокупности составляютъ 
прямую линйю: центры же сферъ, образующихь связку, составляють пло- 
скость. Сферы, принадлежац я связкЪ, либо прохолять всф черезъ двЪ 
точки, либо это не имфеть мфста 32). Въ первомъ случаЪ прямая, соединя- 
ющая эти двЪ точки, есть общая радикальная ось; всЪ сферы такой связки 
пересфкаютъ Ламетрально нфкоторую сферу, имфющую центръ въ точкЪ 
пересфченя 5$ плоскости центровъ съ радикальною осью. Во второмъ 
случаф точка 5 служить центромъ сферы, которая пересфкаеть ортого- 
нально всф сферы, принадлежация пучку. Рамусь сферы въ томъ и 
вь другомь случаЪ равенъ корню квадратному изъ абсолютной величины 
степени точки 5 относительно сферь связки. 

Легко видЪть, что каждой связкЪ сферъ отвфчаеть пучекъ сферъ, 
сфкущихь ортогенально всЪ сферы связки, и обратно 33). 

Совокупность сферъ, относительно которыхъ нЪкоторая точка О 
имфеть одну и ту же степень, называется „стью сферъ“. Такую сть 


окружностей ли т должна проходить черезъ радикальный центрь каждой связки, 
а потому совпадаеть съ прямой ©ОтО». 

37) Какъ и въ случаЪ пучка окружностей на плоскости, радикальная ось либо 
встрфчаеть всЪ сферы связки въ одной и Той же парЪ точекъ, либо вовсе ихъ не 
встрЪчаетъ. 

33) Если Р есть точка на радикальной оси связки, то она иметь одну и ту 
же степень относительно всфхь сферъ связкн. Если эта степень положительная, 
скажемъ р”, то всЪ касательныя изъ точки Р кь каждой сферЪф имЪють длину р. 
Поэтому сфера л, имъющая центръ въ точк5 Ри рамусь р, сБчеть ортогонально 
всЪ сферы связки. 

Итакъ, всЪ сферы л имфють центры на радикальной оси связки. Нетруднэ 
обнаружить, что плоскость, въ которой лежать центры всфхъ сферъ связки, есть 
обшая радикальная плоскость сферъ л. Въ самомъ дЪлЪ, пусть 5 будеть произ- 
вольная точка этой плоскости, в сфера связки, имфющая центръ въ точкЪ 5. Сфе- 
ра о сфчеть ортогонально всЪ сферы х, а потому имЪетъ относительно нихЪъ одну 
и ту же степень (ср. п. 4). Сферы я образуютъ, такимъ образомъ, пучекъ, сЪкуший 
ортогонально всЪ сферы связки. 

Если радикальная ось связки перес$каеть ея сферы въ двухъ точкахъ А, и 4,, 
то ортогональный пучекъ будеть гиперболическй, 4; и А, будуть его предфльныя 
точки. Между точками 4, и 4, нёть центровъ сферъ, принадлежащихъ пучку. 
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образують прежде всего сферы, проходя я черезъ одну точку, — частный 
случай, съ которымь мы уже познакомились выше подъ назвашемъ „парабо- 
лической сБти“; ея степень равна нулю. СЪти, степени которыхь отличны 
оть нуля, называются гиперболическими или эллиптическими, смотря по 
тому, имфеть ли соотвЪтствующая степень положительное значеше (| р?) 
или отрицательное (— р?). Сфера, имъющая центръ въ радикальномъ 
центрф О’ гиперболической сфти и ращшусь р, пересЪкаеть ортогонально 
всф сферы сфти, но сама ей не принадлежитъ. Въ эллиптической же сЪти 
эта сфера разсфкается всфми сферами дтаметрально и представляеть собой 
особенную сферу сЪти, которая при построеняхъ часто бываеть очень по- 
лезной. Прямая, проходящая черезъ точку (), встрЪчаетъ каждую сферу сФти, 
которую она перес$каетъ, въ двухъ точкахъ, взаимно обратныхъ при инвер- 
си, центромъ которой служитъ точка (), а степенью — степень сфти 3“). 
Каждая сфера сфти при этой „инверси сфти“ перехолитъ въ себя самое 35), 
Если дв сферы сфти пересфкаются, то окружность сЪченя, плоскость ко- 
торой, конечно, проходитъ черезь точку (), обратна самой себЪ; такую 
окружность называютъ „окружностью сЪти“, а двф взаимно обратныя 
точки называють короче „парой точекъ сЪти“ 36). Черезъ двЪ пары то- 
чекъ сти всегда проходить одна и только одна окружность сЪти. черезъ 
три пары — одна и только одна сфера 37). Относительно двухь сБтей 


**) Это основное свойство сЪфти вытекаеть изъ того, что степень точки О от- 
носительно сферы равна произведеню изъ любой сБкущей на ея вн-шнюю часть 
въ гиперболической сфти и произведеийо отрЪзковъ хорды въ эллиитической сти. 
Нужно имфть въ виду, что въ гиперболической сфти предполагается гиперболи- 
ческая инверця, а въ эллиптической-—эллиптическая. 

5) Согласно предыдущему замфчанио, двЪ точки Ми М”, въ которыхъ пря- 
мая МОМ’, проходящая черезъ центръ сЪти О, встрЪчаеть сферу этой сЪти, вза- 
имно обратны при инверси сфти. Иными словами, эта инвер@я замфщаеть точки 
М и М’ другь другомъ, и сфера переходить въ себя самое (см. предл. 6 въ & 8). 

*) Если сфера проходить черезъ дв точки 1 и А”, взаимно обратныя отно- 
сительно точки О при степени инверси - 1*, то степень точки О относительно этой 
сферы есть -Е р". Иными словами, сфера принадлежить сфти, имьющей центръ въ 
точкЪ О и степень + р*. 

т) Пусть Ч и”, Ви В’ будуть двЪ пары точекъ сфти, такъ что 


Од'. ОА = ОВ’. ОВ= + [?. 


Тогда окружность, проходящая черезъ точки 4, 4’и В, вь виду предыдущаго со- 
отношен!я проходить также черезъ точку 2’. Если точки 4, А’и В лежать на одной 
прямой, то на той же прямой въ силу инверси лежить и точка В; эта прямая и 
представляеть собой въ этомь случаь окружность сти, проходящую черезъ двЪ 
пары точекъ (см. прим. 30). 

Если теперь 4 и 4", Ви В', Си С’, суть три пары точекъ сЪти, не лежащя 
на одной окружиости сЪти, то мы проведемъ окружность, опредфляемую двумя па- 
рами точекь Аи 4', Ви В’, и сферу, проходящую черезъ эту окружность и точку 
С; эта сфера проходить также черезъ точку С’; это есть сфера сЪти, опредфляемая 
двумя парами точекъ. 


5% 
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(О:) и (О.) можно построить точки Р, и Р,, обратныя любой данной 
точкЪ Р. ВсЬ сферы, проходяция черезъ точки Р, Р, и Р,, принадлежать 
какь одной, такь и другой сти и имЪфють прямую О. О, общей радикаль- 
ной осью 38); мы получаемъ такимъ образомъ безчисленное множество 
пучковь, принадлежащихъ сфтямъ (О,) и (().), которые въ совокупности 
образують связку съ общей радикальной осью О, О.. Нъть возможносги 
исчерпать обширный матералъ, который отсюда легко разматывается, 
и мы вынуждены указать на спешальныя сочиненя =). Для нашего изсл- 
довашя объ основашяхь геомегри изложеннаго внолнЪф досгаточно. 


$ 10. Частичное осуществлене Евклидовой геометр!и въ сфти 
сферъ. ДвЪ неевклидовы геометрии. 


1. Если осуществлеше Евклидовой геометрии въ параболической сти 
все еще можетъ поддерживать убьждеше, что „точка“ есть нфчто недф- 
лимое, то мы располагаемъ теперь средствомь построить геометрическия 
системы, въ которыхъ „точками“ служать то сферы, то окружности, то 
пары взаимно обратныхъ точекъ гиперболической или эллиптической сФти. 

А) Если мы подъ „псевдо-точками“ будемь разумфть сферы сЪти 
(О), подъ „псевдо-прямыми“ пучки этой сфти, полъ „псевдо-плоскостями“ 
ея связки, то мы можемь высказать относительно этихъ образовъ всъ 
положеня 1 группы Гильбертовыхъ аксомъ, съ которыми мы познакоми- 
лись въ $ 8. Въ частности, имЪеть мЪсто слфдующее предложен!е. 

ДвЪ псевдо-точки всегда опред$ляютъ псевдо-прямую; 
три псевдо-точки, не лежашия на одной псевдо-прямой, всегда 
опрел$ляютъ псевдо-плоскость. 

Въ самомь дЪлЪ, двЪ сферы сфти опредфляють пучекъ; три сферы. 
о которыхь идетъ рЪ$чь, опрелфляютъ связку, всЪ сферы которой при- 
надлежать сЪти 39). Можно было бы также распространить на „точки“ 
нашихъ псевдо-прямыхъ вторую группу Гильбертовыхъ аксюмъ, характе- 


38) Такъ какъ каждая такая сфера проходить черезъ точки Ри Р,, то она 
принадлежить сфти (О,) (см. прим. 36); такъ какъ она проходитъ черезь точки РиР,, 
то она принадлежитъ сЪти (О,). Такимь образомъ, какъ точка О,, такъ и точка О, 
имЪеть каждая одну и ту же степень относительно всЪхъ сферъ, проходящихъ че- 
резь точки Р, Р,, Р,. Поэтому О, О, есть общая радикальная ось этихъ сферъ. 

*) Лучше всего изучить геометрию сЪти сферъ конструктивнымъ методомъ, 
т. е. рышенемъ многихъ задачъ. Мы можемъ указать задачникъ Милиновскаго 
(МштожзКкь И ТН.), въ которомъ свойства сфти подробно разработаны. Изящное 
изложеше сферической геометрии. выполненное элементарными средствами, можно 
иайти въ книсЪ Райэ: ТН. Веуе, „Зугензспе Сеотеше 4ег Кире. Герав, 1879. 

3) Если мы возьмемъ двЪ сферы сфти, то совокупность сферь, имБющихь съ 
ними общую радикальную плоскость, образуеть пучекъ сферъ, принадлежащий сЪти. 

Три сферы сЪти, не иринадлежания одному пучку, нмютъ общую радикаль- 
иую ось; совокупность сферъ, имфющихь ту же радикальную ось, образуеть 
связку, принадлежащую сти. 
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ризующихъ поняе „между“, въ той модификаши, впрочемъ, которую уста- 
навливаетъ Паштъ (1. с. 8 1, 18), вводя поняте о „выключенной“ точкЪ; 
здЪсь рЪчь идегь собственно о томъ, чтобы установить значене выраже- 
ня: дв пары точекъ „раздфляютъ“ или „не раздфляютъ“ другъ друга. 
Къ этому мы возвратимся ниже. 

В) Другое осуществленше [ и П группъ Гильбертовыхъ аксюмъ (въ ука- 
занной выше модификащи), болЪе доступное конструктивной обработкЪ 
въ чертежф, основывается на томъ, что мы принимаемъ за „псевло-точки“, 
„псевдо-прямыя“ и „псевдо-плоскости“ окружности, пучки и связки окруж- 
ностей на нЪкоторой плоскости 1). Посредствомъ инверфи можно превратить 
нлоскость } въ сферу и такимь образомъ перенести „псевдо-пространство“ 
нашей исевдо-геометри на сферу. ДвЪ различныя псевдо-точки всегда 
опредфляютъ псевдо-прямую; псевдо-точки, не расположенныя на одной 
нсевдо-прямой, всегда опредфляютъ исевдо-плоскость. Было бы очень по- 
лезно и поучительно провфрить всБ предложеня Г Гильбертовой группы 
и ея слБдствя помощью соотвЪтствующихъ построенй. Чтобы, по крайней 
мЪрЪ, указать всю плодотворность такого рода аналогй, мы выведемъ 
предложене, которое соотвЪтствуетъ здфсь теорем Дезарга. 

Предложеше Дезарга разсматриваеть два треугольника 1 В, С, и 
„5 В.С. въ двухь пересфкающихся плоскостяхъ 1), и н., расположенные 
такимъ образомъ, что прямыя 1, В, и 4,Вь, В.С, и В, С., А.С, и А, С, 
пересЪкаются соотвЪтственно въ трехъ точкахъ Х, У, /, лежащихъ на пере- 
сфчеши 5 плоскостей 17, из)». Въ такомъ случаЪ эти три пары прямыхъ опре- 
дъляють три плоскости, пересфкаюцияся въ нфкоторой точкф 5; такимъ об- 
разомъ, прямыя /1,.1., В.В», (1С., соединяющщя соотвфтственныя вершины 
треугольниковъ, проходять черезъ одну точку 5. Если мы теперь возьмемъ 
еще одинъ треугольникъ 4“, [,, /, въ той же плоскости 1у,, стороны 
котораго проходятъ соотвфтственно черезъ точки Л, У, /Х, то прямыя 
Т..4,, В Вь, С.С. также проходять черезъ одну точку 5’. ВмЪстЬ съ 
тфмъ плоскости .1,.1..1, В, В, Вь, С.С. С. содержать прямыя 21, .1, и 
„ТР, , В. Вь и В" В,, С.С, и ('.С,, а потому онф содержатъ также 
гочки 5 и 45’; слБловательно, эти три плоскости образують пучекь съ 
осью 55’. Этотъ пучекъь пересфкается плоскостью зу: по прямымъ 4,1), 
В.В’, С.С’, проходящимъ черезъ точку Х, въ которой прямая 55’ пе- 
ресфкаетъ плоскость у.. Теорема Дезарга, такимъ образомъ, гласитъ: 

Если два треугольника В.С, и А4,В,С, расположены 
въ одной или въ различныхъ плоскостяхъ такимъ образомъ, 
что соотвфтственныя стороны :[,В, и Л.В,, В.С, и В,С,, 
(И.Н и С.Я, пересъкаются въ трехъ точкахъ, расположен- 
ныхъ на одной прямой у, то вершины „4; и .41,, Ви В., Си С, 
расположены на трехъ прямыхь, прохолящихъ черезъ одну 
точку 5. 
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Эго предложене остается также въ силЪ въ псевдо-геометряхъ А) и 
В). Такъ, напримфръ, на обычномъ языкЪ гоеметр!и круговъ это предло- 
жене въ системЪ В) гласить: й 
Возьмемъ въ одной плоскости 6 окружностей „4., В., (1, 
А., Вь, С», изъ которыхъ какъ первыя три, такъ и вторыя три 
не принадлежатъ одному пучку; положимъ далфе, что пучки, 
опред$ляемые окружностями 
Ву и С,, В, и С, имъютъ общую окружность АХ, 
Фреоны „В й . Е и 
оо Вь ы ы : 2 
если связки, опредЪляемыя окружностями „4,, Ви, Си 4. В», С, 
совпадаютът, а три окрукности \, }'’, Х принадлежатъ одному 
пучку, то три пучка (.4,, .4.), (В, В,), (С,, С.) имъютъ общую 
окружность 5. 
Если связки (.4., В, Су и (4,, В,, С.) различны, то окружности 
Х, Г, И также принадлежать одному пучку. Эта теорема легко допу- 
скаеть обращене. Кто знакомъ съ проективной геометрией, тотъ легко 
усмотритъ, что теорема о совершенномъ четырехугольникЬ также спра- 
ведлива въ нашей геометр!и В), и это приводитъ къ опредфленвю гармо- 
ническаго расположения четырехь псевдо-точекъ на псевдо-прямой; это, въ 
свою очередь, лаетъ непосредственно поняте о проективной зависимости 
двухъ псевдо-прямыхъ, и мы можемъ, такимъ образомъ, построить образъ, 
аналогичный кривымъ второго порядка. Однако, здфсь еще мы не пред- 
полагаемь знакомства съ проективной геометр!ей, и потому не станемъ 
останавливаться на лальнфИйщемъ развити этихъ фактовъ. 


2. Горазло подробнфе мы разовьемь другое осуществлеше двухъ 
группъ Гильбертовыхъ аксюмъ Ги П (см. $ 8), которое такъ же, какъ 
система А), разматывается въ гиперболической или эллиптической сФти 
сферъ. Пусть О будетъ радикальный центръ, -|- г? или — 7? степень сЪти. 
Будемъ теперь разумфть подъ „псевдо-точкой“ пару точекъ въ инвераи 
сЪти, подъ „псевло-прямой“ окружность сфти, подъ „псевло-плоскостью“ 
сферу этой сти; въ такомъ случаф и здфсь черезъ двф псевдо-точки 
всегда проходить псевдо-прямая и при томъ только одна; черезъ три 
псевдо-точки, опредфляюция три различныя псевдо-прямыя, проходитъ одна 
и только одна псевдо-плоскость, при чемъ послфдняя содержить упомянутыя 
три псевло-прямыя. Въ самомъ дЬлЪ, двЪ пары точекъ, соотвЪтствуюния 
двумъ исевдо-точкамъ, опредфляютъ окружность, которая устанавливается 
уже собственно тремя изъ этихь четырехъ точекъ и проходить черезъ 
четвертую точку. Три псевдо-точки содержать шесть точекъ, кото- 
рыхь собственно, было бы, слишкомъ много для опредфленя сферы; 
но въ силу теоремы объ отрЪзкахъ сЪкущей, сфера, проходящая черезъ 
четыре изъ этихь точекъ, необходимо должна также пройти черезъ осталь- 


че 
——_— 
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ныя двЪ 40). Теперь легко видЪфть, что въ нашей псевдо-геометри имфютъ 
мЪфето аксомы Г Гильбертовой группы. 

Вь этой псевдо-геометр1и имЪется только одна связка псевдо-прямыхъ, 
которая въ то же время представляеть собой связку прямыхъ и въ обыч- 
номъ смыслЪ слова; это совокупность прямыхъ, проходящихъ черезъ ра- 
дикальный центръ ()*1). Съ другой стороны, каждая „дЪйствительная“, а 
слЪдовательно и псевдо-прямая, проходящая черезъ точку (), пересЪкаетъ 
кажлую окружность и каждую сферу сЪти, которыя она встр$чаеть, въ 
парф взаимно обратныхъ точекъ, т. е. пересфкаеть каждую псевдо-прямую 
и псевдо-плоскость въ одной псевдо-точкЪ; поэтому на псевдо-плоскости 
и на псевдо-прямой остаются въ силЪф всЪ свойства, которыя высказы- 
ваются относительно понятя „между“ въ дфйиствительной связкф прямыхъ. 
Такъ, напримЪръ, изъ четырехъ лучей связки а, В, с, 4, расположенныхъ 
въ одной плоскости, всегда два и только два раздфляютъ два другихъ,— 
скажемъ, а, Бис, 4, — между тЬмъ какъ при другомъ распредфленм лвЪ 
пары лучей другъ друга не разлфляютъ; точно такъ же четыре псевло- 
точки на псевдо-прямой однимъ и только однимъ снособомтъ разбиваются 
на двЪ пары, раздЪляюция другъ друга 42). Друмя предложен я этого рода 
приведены у Паша (1. с. $ 1, 18). Такимъ образомъ, вторая группа Гиль- 
бертовыхъ акфюомъ остается въ сил въ нашей геометрии въ той модифи- 


4) См. прим5чаше 37. 


1) Что плоскости и прямыя, проходящёя черезь точку О, могуть быть раз- 
сматриваемы, какъ сферы и окружности безконечно большого ращуса, — это ясно, 
такь какъ на это неоднократно уже указывалось. Ясно также, что въ параболи- 
ческой сфти онф входять въ составъ послЪдней, такъ какъ точка О и относительно 
нихъ имфеть степень 0. Можеть показаться страннымъ, что онф входять въ составъ 
сти, когла ’| 0, такъ какь эти плоскости и прямыя и въ этомъ случаЪ, какъ 
сферы и окружности безконечно большого рашуса, повидимому, сообщають точкЪ 
О степень 0. Но возьмемъ, скажемъ, въ эллиптической сфти, н5которую плоскость, 
проходящую черезъ центръ сфти О; эта плоскость служить радикальной плоскостью 
пучка, входящаго въ составъ сфти; всЪ сферы этого пучка въ эллиптической сфти 
пересфкаются по одной окружности (п. 6 $ 9), плоскость которой и есть наша ра- 
дикальная плоскость. Центры сферъ этого пучка лежать на прямой, перпендикуляр- 
ной къ нашей плоскости въ цептрЪ общей окружпости. Когда ралусъ сферы пучка 
неограниченно возрастаетъ, послЬдыя приближаются кь радикальной плоскости, 
которая входить такимъ образомь въ составь Сфти, какь предфльная сфера этого 
пучка. Когда рафусьъ сферы возрастаетъ, то степень точки О относительно нея все 
время остается равной 7”. Точка О дфлить хорду сферы на два отрЪзка, изъ кото- 
рыхъ одинъ можетъ неограниченно убывать, другой же возрастаетъ такъ, что ихъ про- 
изведене будетъ равно г”. Разсматривая поэтому нашу плоскость, какъ предБльную 
сферу пучка, мы сообщаемъ точкЪ О и относительно нея степень 7”. 


2) Т.е. мы будемъ принимать, что двЪ пары псевдо-точекъ раздфляють другъ 
друга, если соотв$тствующ лучи попарно другъ друга раздфляють; этимь опре- 
дЪняется расположене псевдо-точекъ на псевдо-прямой въ согласти съ Гильбертовыми 
аксомами расположеня (въ проективномъ пространствЪ). 
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каши, которую мы уже указывали въ пунктЪ Ти которую разовьемъ 
подробнфе въ главф Ш. 


3. Чтобы теперь занять также опредфленную позишю относительно 
аксюмы о параллельности, мы должны различать два типа сферическихъ 
сётей, имфющихъ степень, отличную отъ нуля. Въ эллиптической сЪти 
всЪ окружности и вс5 сферы содержать радикальный центръ внутри себя; 
поэтому всБ сферы, а также всф окружности на одной и той же сферВ 
необходимо пересфкаются. Перенося это на соотвфтствующее „эллипти- 
ческое пространство“ 43), мы получимъ: вся я двЪ псевло-плоскости въ 
эллиптическомъ пространствф всегда имыютъ общую псевло-прямую; любыя 
двф исевдо-прямыя на одной псевдо-плоскости имЪють обшую псевло-точку. 
Такимъ образомъ, въ эллиптической геометр!и акстома о парал- 
лельности не имфетъ мЪста: дв прямыя въ одной плоскости 
всегда встрЪчаются. 

Напротивъ, въ гиперболической сЪти всегда имфется безчисленное 
множество сферъ, которыя не встрфчають данной сферы. Здфсь можно, 
не впадая въ противорьще, развить систему выраженшя такого рода, что 
двЪ не пересфкаюцияся сферы имфють мнимую окружность пересфчени. 
Гиперболичесяй пучекъ сферъ (происходяний путемъ вращеня гинербо- 
лическаго пучка окружностей вокругъ лими центровъ) можно тогла раз- 
смагривать, какъ совокупность сферъ, им5ющихъ общую мнимую окруж- 
ность, которая „лежитъ“ въ раликальной плоскости пучка. Каждая прямая, 
проходящая черезъ точку () въ этой плоскости, „встрфчаеть“ мнимую 
окружность въ двухъ взаимно обратныхь мнимыхъ точкахъ. Эта пара то- 
чекъ вь совокупности образуетъь „идеальную“ точку пересфченя; мнимой 
окружности соотвЪтствуетъ, такимъ образомъ, „идеальная“ прямая. 

Итакъ, двЪ не пересфкаюнияся псевло-плоскости имъють „идеальную“ 
прямую пересфченя: мы получаемь, такимь образомъ, пучки и связки 
псевдо-плоскостей съ идеальной общей исевло-прямой или соотвЬтственно 
съ идеальной общей псевло-точкой. Онф, очевидно, составляютъ аналогю 
сь несобственными точками и прямыми въ натуральной геометри 4“). 

Промежуточное мЪсто между этими двумя случаями, когла сферы и 
окружности гиперболической сЪти пересфкаются, и когда онЪ не пересф- 
каются, занимаетъ трет случай, когда онф соприкасаются. Такъ какь точка 
соприкосновеня должна быть обратной самой себЪ, то она необходимо 
должна быть расположена на ортогональной сферЪ и этой с5ти. Каждая 
окружность сфти встрфчаетъ сферу @ въ двухъ точкахь | и В. Если Р 


**) Т.е. пространство, которое представляеть эллиптическая сЪть, если „псевдо- 
точки“, „псевдо-прямыя“ н „псевдо-плоскости“ имЪютъ установленныя выше значенйя. 

\“) Какъ уже было указано въ свосмь мЪетЪ. объ идеальныхь образахъ 
будеть р$чь въ особомъ дополнеши. 
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есть произвольная точка, а Р’ обратная ей точка, то окружности, прохо- 
лящия черезъ точки 1, Р, Р’и В, Р, Р’, будуть касаться каждая данной 
окружности соотвБтственно въ точкВ /[ или В; вообще, всЪ окружности, 
прохолянйя черезъ точку ортогональной сферы, соприкасаются въ этой 
точкЪ*5). Если мы хотимъ теперь въ нашей гиперболической псевдо-геометрии 
имБть нёчто подобное параллелизму, то нужно опредфлить „пространство“ 
этой геометрии, какъ то, что мы получаемъ, если мы изъ обыкновеннаго 
пространства геометрии сферъ устранимъ ортогональную сферу @. Въ 
остающемся такимъ образомъ гиперболическомъ пространствЪз имфеть 
мЪсто предложеше, что къ псевдо-прямой /1В черезъ псевдло-точку 
Р всегда проходятъ двЪ псевдо-параллели. Чтобы изобразить это 
наглядно на рисункЪ, припомнимъ, что плоскости, прохоляния черезъ 
точку (О, принадлежать сЪти въ качествЪ предЪльныхъ сферъ и въ такомъ 
смыслЪ тоже могутъ считаться псевдо-плоскостями. Въ такого рода псевло- 
плоскости мы выберемъ псевдо-прямую х и черезъ точку Р проведемъ 
параллели РА и РВ. Съчеше псевдо-плоскости съ ортогональной сферой 
обозначимъ черезъ х (См. фиг. 30). 

ЛвЪ параллели образуютъь въ точкь Р четыре угла; одинъ изъ 
нихь содержитъ псевдо-прямую ©, мы его обозначимъ черезъ у; это 
такь называемый уголъ параллельности, 
играюпий важную роль въ геометрии 
Больэ и Лобачевскаго. Въ двухъ углахъ 
{, 4, смежныхь съ 7, проходятъ ТЬ 
псевдо-прямыя, которыя встрЪчаютъ пря- 
мую х въ идеальныхъ точкахъ, между 
тЪмь какъ внутри угла параллельности у 
проходятъ тЪ псевдо-прямыя, которыя 
дЪйствительно встр чаютъпсевдо-прямую 
5. Соединяя, такимъ образомъ, все ска- 
занное, мы приходимъ къ слЪдующему 
выводу: въ гиперболической гео- 
метр!и акстома о параллельности вы 90 
также не имфетъ мЪста: напротивь, 
къ данной прямой всегда можно провести лв%ф параллели, когорыя 
опред ляютъ два вертикальныхь угла ф, 9 такимъ образомъ, что 
всф прямыя, проходяпия внутри этихъ угловъ, вовсе не имфютъ 
дйствительныхъ точекъ пересфчен!я съ данной прямой *). 


3) ОнЪ будуть имфть общей касательной прохоляшй черезъ эту точку ра- 
щусъ ортогональной сферы. 

*) Строго говоря, всф эти прямыя можно было бы считать параллельными 
данной прямой; но (ассимптотическя) параллели Р.А и РВ имЪфють больше сходства 
съ Евклидовыми параллелямя. 
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4. Мы имфемъ, такимъ образомъ, двЪ геометри; въ каждой изъ нихъ 
черезъ двЪ точки всегла проходить одна и только одна прямая, черезъ 
три точки, опредБляюния три различныя прямыя, всегда проходитъ одна 
и только одна плоскость; вообще, всЪ предложеня Евклидовой геометр!и, 
которыя относятся къ пересфчемю прямыхъ и плоскостей, справедливы въ 
обЪихь этихъ геометрияхъ, за исключешемъ только аксюмы о параллель- 
ности. Это приводитъ, такимъ образомъ, къ безупречному и совершенно 
наглядному доказательству того, что попытки доказать аксому о парал- 
лельности или, какъ было бы правильнфе ее назвать, пятый постулать 
Евклида, попытки вывести это предложеше изъ остальныхъ посылокъ, не 
прекрашавнияся въ течеше двухъ тысячелЬтй, необходимо должиы были 
потерпЪть крушене. Акс1ома о параллельности не представляетъ 
собой логическаго слфдствйя изъ остальныхъ основныхъ поло- 
жен! геометр!и. Мы можемъ даже сказать: Еслибы двЪф геометруи, 
въ которыхъ акстома о параллельности не имфетъ м%ста, когда- 
либо привели къ противорфч!ямъ, тои Евклидова геометр!я необ- 
ходимо содержала бы противорЪч!я; въ самомъ дфлЪ, было бы до- 
статочно перевести эти противор$чя неевклидовой геометрии на языкъ 
обыкновенной геомегри сферъ въ Евклидовомъ пространствЪ, и мы по- 
лучили бы злЪсь противорЪчя. Что же касается того, что Евклидова 
геометрия опирается на посылки, не содержания никакого противорфч, 
то это мы будемъь имфть возможность обнаружить въ одномъ изъ слф- 
дующихъ параграфовъ. Однако, это относится, конечно, только къ иде- 
альной геометрической системЪ. 


Изъ независимости акстомы о параллельности, съ одной стороны, и изъ не- 
допустимости поняття о параллельности въ натуральной геометрии, съ другой 
стороны, слБдуетъ, что средствами натуральной геометрии вопросъ о трехъ 
возможныхъь допущеняхъ въ теор параллельности никогда не можеть 
быть рьшенъ въ пользу какого-либо одного изъ нихъ. Фактически и Пашъ 
въ своихЪ „лекщяхъ“, о которыхъ мы неоднократно упоминали, вынужденъ 
былъ оставить эготь вопросъ открытымъ; въ небольшой области, въ пре- 
дфлахъ которой остаются плоскости и прямыя, доступныя нашему наблю- 
деню, можно очень хорошо описать всф факты натуральной геометри 
невависимо олъ того, проходятъ ли черезъ данную точку двЪф параллели 
къ данной прямой, одна или ни одной. Можно даже сказать больше: 
эмпирически никогда не будетъ возможно рЪшить, представляетъ ли 
собой то, что мы называемъ прямыми и плоскостями, „дЪйствительныя“ 
прямыя и плоскости или псевло-прямыя и псевдо-плоскости сферической 
сти съ чрезвычайно болыной степенью. Если бы, напримЪръ, солнце было 
радикальнымъ центромъ, а ортогональная или соотв$тственно даметраль- 
ная сфера была бы столь велика, что всЪ планеты были бы расположены 
внутри ея, то псевдо-плоскости и псевдо-прямыя, т. е. сферы и окружности 
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сЪти въ предфлахь нашей земли такъ мало отличались бы отъ прямыхъ 
и плоскостей натуральной геометрии, что этого разлищя невозможно 
было бы обнаружить. Если мы себЪ представимъ касательную къ одной 
изъ этихъ окружностей, то она на протяжен!и 11 километровъ отъ точки 
касаня была бы удалена отъ окружности всего на 0,001 миллиметра. 
Разлише между обЪфими лимями существовало бы только въ нашемъ во- 
ображени, эмпирически установить его было бы невозможно. 

Можно было бы указать еще многочисленныя друпЯ системы, осуще- 
ствляюния три геометрии, которыя отличаются одна отъ другой только 
аксомой о параллельности, а въ области, доступной нашему эмпирическому 
изслЪдованю, вполнЪф совпадають съ натуральной геометр!ей: но элемен- 
тарныхъ средствъ, которыми мы располагаемъ, для этого недостаточно. 

Мы должны еще указать названя, присвоенныя этимъ тремъ гео- 
метр!ямъ. Геометрия, въ которой имфетъ мЪсто акфома о параллельности, 
называется евклидовой или параболической. Именно поэтому мы 
назвали связку сферъ съ нулевой степенью, вполнф осуществляющую эту 
геометрию, также параболической. ДвЪ друйя геометри называются 
хиФ` &50уйи неевлидовыми. Строго говоря, подъ этимъ назвашемъ сл$- 
довало бы разумЪть всякую геометрию, посылки которой не вполнЪ совпа- 
даютъ съ Евклидовыми. Та неевклидова геометр!я, въ которой параллелизма 
вовсе нфтъ, которая иллюстрируется эллиптической сфтью сферъ, назы- 
вается эллиптической геометрей, а вторая гиперболической; посл$л- 
няя осуществляется въ гиперболической сфти сферъ. Гиперболическую гео- 
метрю открыли Больэ и Лобачевсюй, эллиптическая была позже открыта 
Риманомъ. Характерное разлише этихъ трехъ геометр можетъ быть также 
выражено слфдующимъ образомъ: 


Въ параболической геометр!и сумма угловъ въ треугольник% 
равна двумъ прямымъ, въ эллиптической она больше двухъ пря- 
мыхъ, въ гиперболической она меньше двухъ прямыхъ, при чемъ въ 
посл днихъ двухъ случаяхъ она не имфетъ постояннаго значен;я. 

Чтобы обнаружить это также въ обоихъ типахъ сферическихъ стей, 
мы будемъ измЪфрять углы между псевдо-прямыми, т. е. углы, которые 
окружности образуютъ въ точкф пересфченя, углами между соотв л- 
ствующими касательными. Однако, здЪсь, нфсколько иначе, чфмъ въ 6 9, 3 
мы будемъ подъ угломъ 4 въ треугольникь ВС разумЪть тотъ изъ 
четырехъ угловъ при вершинЪ „1, внутри котораго расположена сторона 
ВС. Если мы возьмемъ теперь въ гиперболической сЪфги для удобства 
псевдоплоскость, проходящую черезъ радикальный центръ (см. фиг. 30), 
то каждый треугольникъ, вершины котораго 4, В, ($ лежатъ на окруж- 
ности ©, обладаетъ той особенностью, что три прямыя образуютъ другь 
съ другомъ во всфхъ трехъ точкахъ 4, В и С; углы, равные нулю. Сумма 
угловъ такого треугольника, такимъ образомъ, также равна нулю. Стороны 
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его, согласно предыдущимъ опредфленямъ, попарно параллельны. Что въ 
другихь треугольникахъ въ этой геометр!и сумма угловъ всегда меньше 2./, 
этого нельзя доказать безъ довольно сложныхъ тригонометрическихъ вы- 
численй. Возможность треугольниковъ съ нулевыми углами была уже 
извЪфстна творцамъ неевклидовой геометрии ; 
противники же ихъ оспаривали это, какъ нЪ- 
что, совершенно противорфчащее очевидносги. 
Если, однако, мы представимъ себЪ, какъ было 
указано выше, ортогональную сферу настолько 
большой, что въ ней заключены всф планеты, 
то въ нашихь псевдоплоскостяхь въ обла- 
стяхъ, доступныхъ нашему созерцаню, не мо- 
гуть быть расположены отрфзки, принадлежа- 


пие всбмъ тремъ сторонамъ такого треуголь- 
ника; никакого противорЪчя съ опытомъ мы 
бы не имфли. Отсутстые нагляднаго воплошеня неевклидовой геометр!и 
служило большимъ препятстёемъ для ея уясненя. Реализашя элементарной 
геометрии на поверхностяхъ постоянной отрицательной кривизны недоста- 
точно элементарна и не можеть быть доказана безъ помощи высшей 
математики. Риманъ указалъ, что эллипти- 
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ческая геометрия плоскости осуществляется на 
сферЪ, если двЪ ея полярныя точки принимать 
за одну „точку“. Однако, авторы ие указы- 
вали достаточно опрелЪленно, что при этомъ 
осуществлени эллиптической геометрии подъ 
„точкой“ необходимо разумфть совокупность 
двухь различныхъь обыкновенныхъ точекъ; 
это привело къ цБлому ряду недоразумфн!, 
сводившихся, главнымъ образомъ, къ тому, 
что геометрю Римана не признавали тожде- 
ственной съ геометрией сферы. Правильно 
понимая это осуществлеше эллиптической „плоскости“ на сферЪ, мы безъ 
труда узнаемъ въ ней нашу псевлоплоскость эллиптической сфти: Рима- 
нова сфера есть маметральная сфера сфти: двЪ полярныя ея точки взаимно 
обратны и потому дЪйствительно образуютъ олну псевдо-точку. Поэтому 
не было, собственно, необходимости присваивать такую исключительную 


Фиг. 32. 


роль двумъ конечнымъ точкамъ мамегра. За псевдоточку можно было бы 
также принять двф конечныя точки каждой хорды, проходящей черезъ 
постоянную точку, расположенную внутри сферы. Если мы возьмемь 
точку О внЪ сферы, то мы получимъ гиперболическую плоскость *). 


*) Этоть именно пуль привель автора пять лфтъ тому назадъ къ осуществле- 
нию неевклидовой геометр!и въ сферической сЪти (Вступительная лекшя въ льтнемъ 
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Въ заключене мы хотфли бы показать, по крайней мЬръ, на одной 
фигур (см. фиг. 31), что вь эллиитической геометри сумма угловь въ 
треугольник больше 21; общее доказательство этого предложеня тре- 
буеть сложныхъ тригонометрическихъь выкладокъ. Псевлоплоскостыю слу- 
жить плоскость чертежа, проходящая черезъ радикальный центрь О; 
К есть сфчеше дуаметральной сферы; нарисованный здфсь треугольникь, 
очевидно, имфетъ три тупыхь угла *). 


$ 11. Метрика двухъ неевклидовыхъ геометри. 


1. Какь мы видфли, геометрия сфти сферъ, степень которой отлична 
оть нуля, какь и Евклидова, удовлетворяеть Г группф Гильбертовыхъ 
аксомъ, а также и И группЬ съ неболышой проективной модификащей, 
о которой будеть рЪчь ниже. Чтобы теперь дополнить доказательство, 
что геометр!я сферической сЪти отличается отъ Евклидовой только аксомой 
о параллельности и проистекающими изъ нея логическими выводами, намъ 
остается еще обнаружить, что Ш и У труппы Гильбертовыхъь аксюмъ 
здЪсь остаются въ силф. Шо существу дЬло здЪсь сводится къ аксомамъ 
о конгруэнтности, на которыхъ основывается измфреше геометрическихъ 
образовъ и связанныя съ этимъ соотношенй —- „метрика“. Лишь въ гомь 
случаЪ, если двЪ неевклидовы геометри дЪйствительно вь этихъ предЪлахъ 
не отличаются оть Евклидовой, мы можемъ утверждать, что онф характе- 
ризуются суммой угловъ въ треугольникЪ. Напротивъ, если мы устранимъ 
вь Евклидовой геометрии, напримЪфръ, Архимедову аксюому (Гильбертъ, [. с. 
$ 8, \) то можно построить геометрию, въ которой сумма угловь тре- 
угольника постоянно равна 24, между тфмъ какъ аксюма о параллельности 
не имфетъ м$ста **). Однако, мы не будемъ выводить теоремь, касающихся 
конгрузнтности сь точки зрфня лвухь неевклидовыхь геометрй, изъ 
аксюмъ конгруэнтности, потому что Гильбертовы доказательства этихь 
теоремъ составлены такимъ образомъ, что они не опираются на теорему 
о параллельности и погому сохраняютъ свою силу не только въ пара- 
болической `геометри, но также въ эллиптической и гиперболической. 


семестръ 1898 г. въ Страсбург, въ которой была также развита и метрика этой 
системы). 


*) ИзвЪстныя доказательства предложенйя, что сумма угловь въ треугольник 
не можеть быть больше лвухь прямыхъ, основываются на неявномъ допущен, 
что прямая имфеть безконечную длину, или что она раздфляеть плоскость на двъ 
отдфльныя части. Ни то ни другое, однако, въ эллиптической геометри не иметь 
мъста. Поэтому въ эллиптической плоскости и выражене аксюмы о параллельности 
24° @ игон бот" (съ той стороны, съ которой ...) геряетъь смысль, такь какъ 
прямая не дБлить этой плоскости на лвЪ стороны. 


т") Ср. М. Бени, Ге ГевепагезсНеп Заме абег @е \/тказипипе пп Огаеск. 
Ма. Апл. 58. 
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Вообще, привлекательность, которую представляетъ необычное осуществле- 
не той или иной геометрии, заключается не въ томъ, что мы смотримъ на 
нее съ точки зрЬНя этой именно геометрической системы, а въ томъ, что 
мы ее созерцаемъ съ точки зрЪн другой геометрии. НапримЪръ, гиперболи- 
ческая геометр!я, осуществленная въ гиперболической сБти, какъ таковая, 
не отличается ни однимъ предложешемъ отъ любого другого осуществле- 
ня той же геометри; но ея предложеня тотчасъ прюбрЪФтаютъ величай- 
ий интересъ, если мы вновь переводимъ ихъ на языкъ Евклидовой гео- 
метри. Сравните, напримЪръ, теорему Дезарга съ ея оригинальнымъ пе- 
реводомъ, приведеннымъ въ $ 10, 1. Обратно, иногда можетъ быть также 
интересно разсмотрЪть систему геометрическихъ образовъ съ точки зрЪня 
той или иной неевклидовой геометрии. Такъ, напримфръ, въ дисциплинЪ, 
лежащей, на первый взглядъ далеко отъ геометрии, въ современной теор 
функшй, именно въ теори аутоморфныхъ функщй, оказывается полезнымъ 
изслЬдовать въ комплексной числовой плоскости нфкоторые криволинейные 
многоугольники, сторонами которыхъ служатъ дуги окружностей, ортого- 
нальныхъ къ нЬкогорой окружности К; обращеня этихъ многоугольниковъ 
относительно сторонъ, какъ круговъ инверсби, называютъ „отраженями“ 
ихь. Стороны многоугольника, очевидно, принадлежатъ связкф окружно- 
сгей, ортогональной окружностью которой служить Е. Наименышая сфе- 
ра (), проходящая черезь окружность |, представляеть собою въ такомъ 
случаЪ также ортогональную сферу гиперболической сфти, которой при- 
надлежить также числовая плоскость вмфстЪ съ лежащей въ ней связкой. 
Наши криволинейные многоугольники съ точки зрЪн!я гипербо- 
лической геометр!и, осуществляемой сферой О, оказываются 
прямолинейными многоугольниками “6), и что особенно изящно, 
такъ называемыя отражен!я плоскости отъ сторонъ многоуголь- 
ника, какъ мы сейчасъ увидимъ, обращаются въ дЪйствительныя 
отраженйя, т. е. представляютъ собой отображен!я плоскости въ 
самой себЪ при помощи симметр!и относительно оси. ЗдЪеь, та- 
кимь образомъ, дЪйствительно оказывается цфлесообразнымъ предпочесть 
Евклидовымъ пространственнымъ представленямъ точку зръня гипербо- 
лической геометрии, которая въ этомъ случаф даеть наиболфе простое, 
наиболфе цфлесообразное выраженше фактовъ. 


2. Относительно инверфи сфти сферъ имфеть мфсто слфдующее 
основное предложеше: 
1. Съть сферъ при гиперболической инверс!и относи- 
тельно одной изъ нихъ всегда переходить въ себя самое. 


“в, Потому что дуги, изъ которыхъ составлены эти многоугольники, съ точки 
зрьня гиперболической геометрии суть прямолинейные отр$зки. 
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Въ самомь дьлЪ, гиперболическая сЪфть состоитъ изъ всфхъ сферъ, 
пересфкающихъ ортогонально нфкоторую сферу #. Если А есть одна изъ 
сферъ этой сЪти, то ея центръ [, имфеть относительно сферы { степень 
--Р, глЪ [ есть радусъ сферы 1. Поэтому каждая прямая, которая про- 
ходить черезъ точку [. и встрфчаетъь сферу Ё, пересфкаетъ ее въ двухъ 
точкахь /[ и .4’ такимъ образомъ, что [.4. Г.А’ =; иными словами, 
инверся относительно сферы # преобразовываетъ сферу Ё въ себя самое 7). 
Такъ какъ, съ другой стороны, инверся не мЪняетъ угла, подъ которымъ 
пересфкаются дв сферы, то всБ сферы ортогональныя относительно 
сферы /, вновь переходять въ сферы того же типа. Иными словами, ин- 
вермя относительно сферы А перетасовываеть только сферы этой сти 
между собой, самая сЪфть, какъ цфлое, преобразовывается въ себя самое. 

Если х есть сфера эллиитической сфти, и намь нужно произвести 
относительно нея гиперболическую (не эллиптическую) инверсю, то 
нужно только обратить внимаше на то, что сфера х пересфкаетъ каждую 
сферу 1, принадлежащую сти; пусть окружность сЪченя будетъ >. При 
гиперболической инверси относительно х каждая точка этой окружности 
переходить вь себя самое “8; вмЪстЪ съ тЪмъ сфера 1, проходящая черезъ 
окружность у, переходитъ въ сферу 7’, которая также принадлежитъ сФти, 
такъ какъ она проходитъ черезъ окружность этой сЪти (см. $9, 6 прим. 36); 
это и требовалось доказать. На простфйшимъ случаЪ параболической сЪти 
намъ не стоить останавливаться. Вм$фстБ съ тЬмъ наша теорема доказана 
во всемъ ея объемЪ, и мы можемъ перевести ее теперь на языкъ соотв- 
ствующей неевклидовой геометри. Она гласитъ: 

П. Гиперболическая инверс!я сфти сферъ относительно 
одной изъ нихъ х сь точки зрфн!я соотв5тствующей неев- 
клидовой геометр!и, представляеть собой отражен!е отъ 
осевдоплоскости х. 

Вь самомъ дЪлф, гиперболическая инверся относительно сферы х 
прежде всего представляеть собой съ точки зрфня этой псевдо-геометр!и 
коллинеашю, т. е. непрерывное отображене пространства въ себЪф самомь, 
которое огносить каждой псевдо-точкЬ Р нфкогорую исевдо-точку /” та- 
кимь образомъ, что каждой псевдо-плоскости, которую иробЪгаеть Р, 
отвЪфчаетъ исевло-плоскость (вообще говоря, другая), которую пробЪфгаетъ 
точка |”; если поэтому Р пробЪгаеть прямую, то [” также пробЪгаетъ 
прямую. Эта коллинеашя обладаетъ, однако, слБдующими спещальными 
свойствами: 


а) Точки псевдо-плоскоски х и только эти точки отвфчаютъ каждая 
самой себЪ. 


“) Ибо точка 4 переходить въ /’, и обратно. 


г Гиперболическая инверфя относительно сферы х превращаеть каждую 
точку этой сферы въ себя самое. 
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Ъ) Псевдо-прямыя, периендикулярныя къ х,—какъ окружности, пере- 
сфкаюния ортогонально сферу /,— также переходятъ каждая въ 
себя самое, но такимъ образомъ, что каждой точкЪ Р такой 
прямой © отвфчаеть точка Р’ той же прямой, когорая, однако, 


5 
совпадаеть съ точкой Р только въ томъ случа, если послфлняя 


лежитъ на псевдо-плоскости х. 

Но такого рода коллинеашя обращается въ отражеше отъ псевдо- 
плоскости х, если она въ то же время при преобразовани сохраняетъ 
углы, какъ это дЪйствительно имЪеть мфсто при инвераи 3). 

3. Это прелложене вмЪфстЪ съ симметрей въ пространствЪ уста- 
навливаетъ также въ плоскости симметрию относительно оси. Изъ симметри 
же въ плоскости извфстнымъ способомъ получаются предоженя о конгру- 
энтности. Доказательство, по существу, основывается на томъ, что два 
конгруэнтныхъ треугольника, расположенные въ одной плоскости, всегда 
могуть быть превращены одинъ въ другой при помощи отраженй, число 
которыхъ не превосходитъ трехъ; если при этомъ мы имфемъ два одно- 
сторонне-конгруэнтныхъ треугольника (совмщене которыхъ возможно 
безъ поворота плоскости), то для этого нужно четное число отражен; 
если же треугольники разносторонне-конгруэтнтны, то для осуществлены 
этого нужно нечетное число отражешй. Въ самомъ дфл», если мы имЪемъ 
два разносторонне-конгруэнтныхъ треугольника, которые еще не располо- 
жены симметрично относительно нфкоторой оси, то, отражая одинъ изъ 
нихь относительно любой прямой нашей плоскости, мы дфлаемъ его 
односторонне-конгруэнтнымъ со вторымъ. Чтобы теперь привести въ со- 
вмъщенше два односторонне конгруэнтныхъ треугольника АВС и -ГВ’С’, 
возьмемъ отражеше треугольника /’В’С’ относительно перпенликуляра, 
возставленнаго изъ середина отрфзка .4/{, если точки 4, -{ не совпадали 
уже и безъ того. Отраженный треугольникъ _{В"С” теперь необходимо 
иметь общую вершину съ треугольникомъ „/4ВС. ВмъстЬ съ тмъ тре- 
угольники {ВС и АВ"С" теперь разносторонне-конгруэнтны, и отражение 
одного изъ нихъ относительно биссектрисы угла В.С” или САР” при- 


водить ихъ въ совмёщене 55). 

3) Пусть Р будеть произвольная псевдо-точка, не лежащая на псевдо-пло- 
скости х. Пусть РК будеть исевдо-прямая, выходящая изъ Р перпендикулярно къ 
псевдо-плоскости х и встрчающая послфднюю въ точкЪ К. Такъ какъ точка К, какь 
и вся псевдо-плоскость х, инвертируется въ себя самое, а углы сохраняются, то и 
псевдо-прямая РК инвертируется въ себя самое. Еслн точка Р переходить въ точку 
Р, а Г есть точка на исевдо-плоскости х, то уголь РЕК равенъ углу Р’ЁК. Теперь 
ясно, что эта инверсЁя есть не что иное, какъ отражене всЪфхъ точекь оть псевдо- 
плоскости #. 

5°) Авторъ недостаточно подчеркиваетъ выводъ, который онъ отсюда дФлаеть 
конгруэнтнымн въ псевдопространствЪ являются тБ образы, которые могуть быть 
приведены въ совмщеше путемъ отраженй отъ псевдо-плоскостей (т. е. путемъ 
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Если въ нЪФкоторой геометрии, какъ въ разсматриваемомъ случаф, 
отражеше задано непосредственно, то мы можемъ, какъ показывають эти 
соображеня, откладывать отрфзки и углы, совершенно не прибЪгая къ 
помощи циркуля. Однако, съ точки зрЪня неевклидовой геометри вь 
сферической сфти, гдф вс псевдо-прямыя суть окружности, нельзя ска- 
зать, что въ этой геометрии планиметря обходится однимъ только цирку- 
лемъ безъ пособя линейки, ибо циркуль Евклидовой геометр!и съ точки 
зр5ня неевклидовой не есть Г.) 
циркуль. Не менфе важенъ, чфмъ 
циркуль, былъ бы для обЪихъ 
неевклидовыхъ геометрй инвер- 
соръ, т. е. инструментъ, кото- 
рый—выражаясь языкомъ Евкли- 
довой геометрии —при данныхъ 
центр и ращусф инвери даеть 
точку, обратную каждой данной 
точкЪ. Наиболфе извЪстный ин- 
версоръ принадлежитъ Поселье 
(РеаисеШег) *); это первый па- 
раллелограммъ, посредствомь 
котораго былъ рёшенъ вопросъ о проведени прямой лини путемъ превра- 
щеня кругового движеня въ прямолинейное. Онъ состоить изъ ромба 
РОР'О’. стороны котораго сочленены вь вершинахъ (фиг. 33); изъ двухъ 
противоположныхъ вершинъ () и () идутъ два равныхъ стержня ОО и 
О’О, которые также могутъ врашаться вокругъ точекъ (), (и О. Если 
М есть центръ ромба, то 


ОР. ОР’ = (ОМ — МР) (ОМ- МР) = 
— ОМ — МР? = 
— (© — ОМ?) — (ОР*-- ОМ?) = 
— (20 — ОР? = сопзь: 


Фиг. 83. 


это произведене зависитъ, такимъ образомъ, оть неизмфняющихся длинь 
стержней, а не отъ перемфннаго разстояня ОР. Если теперь мы закрЪ- 
пимъ точку (), и точка Р будеть описывать нфкоторую фигуру, то точка 
Р’ опишетъ обратную фигуру при центрЪ инверсш (О) и степени инверси 
72 — 0(* — ОР>. Если присоединить кь инструменту еще седьмой стер- 
жень СР, длина котораго равна ОС, то при неподвижности точекь О) и (7, 


инверсйй относительно сферъ сЪти). Если мы желаемъ отличить конгруэитность отъ 
симметри, то мы должны считать конгруэнтными ть образы, которые могуть быть 
нриведены въ совмЬщеше четнымъ числомъ отражен. 

*) МоиуеПез Аппаез, П зёпе, 3 (1864), р. 344 и И зёне 12 (1873), вы ИВ 
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точка Р можеть еще описывать окружность, проходящую черезъ центръ 
инверсби С); обратная точка Р’ описываетъ при этомъ прямолинейный от- 
рЬзокъ; если же услоше СР = СО не выполнено, то точки Ри Р’ опи- 
сываютъ взаимно обратныя окружности. 

Чтобы инверсоръ осуществлялъь эллиптическую инверйю, нужно, 
очевидно, только сдфлать равные стержни ОО и ОС” меньше, чфмъ во 
(см. фиг. 34); тогда: 


ОР. ОР’ = (РМ — ОМ) (РМ- ОМ) = 
— РМ? — ОМ? = 
= (РО — ОМ) — (00—ОМ= 
— РО — О(? —= сопз: 


вмЪстЬ съ тЬмь точка () лежитъ между точками Ри Р’. Услоше прямо- 
линейнаго движеня точки Р’ такое же, какъ и для гиперболическаго 


инверсора. 
4. Конечно, не будетъ лишено интереса познакомиться съ важнЪй- 
шими элементарными построенями двухъ неевклидовыхъ геометрий. Прежде 


Фиг. 34. 


всего спросимъ, какой видъ имфютъ въ этихъ псевдо-геометряхъ окруж- 
ность и сфера? Мы опредфляемъ оба образа, какъ геометрическое мЪсто 
точекь (соотвфтственно, линно или поверхность), равноотстоящихъ оть нЪ- 
которой опрелфленной точки,—псевдо-центра. Такъ какъ псевдо-отрЪзки 
равны, когда они перехолятъ другъ въ друга путемъ отраженя, то мы 
можемъ опредфлить сферы съ псевдо-центромъ (., какъ поверхности, ко- 
торыя перехолять въ самихъ себя при отражени отъ всякой псевдо-пло- 
скости, проходящей черезъ точку (5. Точно такъ же окружность можно 
опредфлить, какъ кривую, которая переходить въ себя самое при отра- 
жеши оть любого даметра. Но псевдо-плоскости, прохоляшёя черезъ 


83 и 


точку С, образують связку, которая при отражеши отъ одной изъ своихъ 
плоскостей, какъ цфлое, переходитъ въ себя самое. Теперь ясно, что сферы 
пучка, ортогональнаго этой связкЪ, образуютъ систему поверхностей, ко- 
торыя не мФняются при упомянутомъ отражени; это гиперболическй 
пучекъ, ось котораго (”С” проходитъ черезъ центрь О всей нашей сфти 
сферъ; С’и С" суть составныя точки псевдо-точки (и въ то же время 
нулевыя точки гиперболическаго пучка 51). Мы приходимъ такимъ обра- 
зомъ къ сльдующему выводу: 


НЕ Псевдо-сферы и псевдо-окружности обфихъ неев- 
клидовыхъ геометрическихъ системъ также съ точки зрфн!я 
Евклидовой геометр!и представляютъ собой соотвфтственно 
сферы и окружности. Не нужно только удивляться тому, чтопри 
этомъ осуществлен!и двухъ неевклидовыхъ геометр!й псевдо- 
сфера состоитъ изъ двухъ Евклидовыхъ сферъ взаимно 0б- 
ратныхъ относительно сФти 52). Обратно, каждая пара сферъ. 
взаимно обратныхъ относительно сфти, прелставляетъ собой 


51) Что псевдо-сфера въ нашемъ псевло-пространствБ есть поверхность, кото- 
рая переходить въ самое себя при отражени оть любой псевдо-плоскости, ирохо- 
дящей черезъ псевдо-центръ С (подобно тому, какъ это имфетъ мЬсто вь обыкно- 
венномъ пространствЪ),—это, полагаемъ, ясно вытекаеть изь п. Зи примБчашя 50. 
Совокупность псевдо-плоскостей, проходящихь черезъ псевдо-точку С, съ точки 
зръня обыкновенной геометрии, есть совокупность сферъ, проходящихъ черезъ 
точки С’и С", составляющя псевдо-точку С. Всь эти сферы имфють общую хорду 
С’С", а стало-быть, и общую радикальную ось С’С", проходящую также черезъ 
центръ сфти О; иными словами, онф образуютъ эллиптическую связку (п. 6, $ Эи 
прим. 32). Связка эта при отражен оть любой изъ ея сферъ (псевдо-плоскостей) 
переходить въ самое себя; въ самомъ дьлЪ, отражене есть гиперболическая ин- 
верся (п. 2) относительно этой сферы; такь какъ эта инверСя оставляеть точки 
С' и С" въ покоЪ, то она превращаеть всякую сферу, проходящую черезъ С’и С", 
въ другую сферу, также проходящую черезъ эти двф точки, т. с. превращаетъ 
всякую сферу связки въ сферу той же связки. Согласно п. 6 $ 9 (см. также прим. 33) 
этой связкф соотвфтствуетъ гиперболичесюй пучекъ сферъ, съкущихь сферы связки 
ортогонально. При отражешн (инверси) каждая изъ этихъ сферъ, перейдеть въ 
сферу того же ортогональнаго пучка. Но окружность, по которой сфера пучка с$- 
четь ту сферу, относительно которой производится инверся, остается безъ измфненя; 
а такъ какъ черезъ эту окружность проходить только одна сфера ортогональнаго 
пучка, то каждая сфера ортогональнаго пучка переходить въ себя самое. Этотъ 
пучекъ и представляетъ собой, такимъ образомъ, совокупность поверхностей, кото- 
рыя не м5няются при отражеши отъ любой псевдо-плоскости, проходящей черезъ 
исевдо-точку С. 

°*) ТЪ сферы, которыя служать псевдо-сферами въ нашей псевдо-геометрём, 
сЪкуть ортогонально сферы сфти, а потому не принадлежать сЪти. Если 1’ есть 
одна изь такихъ сферъ и Г’ любая ея точка, а Г" есть точка, обратная 1’ въ 
инверсии сФти, то точка Г” не принадлежитъ сферЪ ХЛ’, ибо всякая сфера, проходя- 
щая черезь двЪ взаимно обратныя точки, принадлежитъ сЪти. Между тЪмъ точки 
Г/ и ЕЁ" образують одну псевдо-точку и не могуть быть отдфляемы въ нашемъ 

6= 
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псевдо-сферу 3). Псевдо-центръ псевдо-сферы или псевдо- 
окружности обыкновенно не совпадаеть съ пентромъ Евкли- 
довымъ. Къ псевдо-сферамъ принадлежатъ также всЪ образы, 


которые въ смыслЪ Евклидовой геометр?и должны называться 
плоскостями, если онф не проходятъ черезъ центръ сти. 
Въ частности, ортогональная сфера гиперболической сфти предста- 
вляеть собой псевдо-сферу, такъ называемую „абсолютную“ сферу гипер- 
болической геометри; межлу тёмъ лламетральная сфера эллиптической сти 
представляеть собой псевдо-плоскость эллинтическаго пространства. Если 
мы будемъ усматривать сушественный признакъ сферы въ томъ, что она 
сфчеть ортогонально всф плоскости и лучи связки ея ламетровъ, то въ 
гиперболической геометрия придется признать псевдо-сферами также два 
типа своеобразныхъ образовъ, именно ортогональныя сферы всЪхь содер- 
жашихся въ сти параболическихь и гиперболическихъ связокъ. Мы изу- 
чимь эти соотношеня сначала на окружностяхъ, такъ какъ здфсь легче 
слфлать ихъ наглядными при помощи чертежа. 


5. Какъ мы это уже неоднократно дфлали, мы возьмемъ плоскость 
чертежа с, проходящую черезъ центръ сти, такъ что она будеть также 
служить псевдо-плоскостью с соотв5тствующей неевклиловой геометрии, и 


псевдо-пространствЪ. Когда точка 1’ обфгаеть всю сферу 7", то точка Г" обЪфгаеть 
сферу А”, обратную 7’ въ инвер@и сти: совокунность сферъ и А” содержить 
каждую пару точекъ (Т’, Г"), онЪ вмфстЪ образують псевдо-сферу. (Пользуемся 
случаемъ, чтобы сдьлать сл5дующее замфчане; слово псевдо-сфера мы унотре- 
бляемъ въ смыслЬ „сферы“ въ нашемъ нсевдо-пространств$. Не нужно смЪъшивать 
этого значешя съ тЪмъ, которое присваивается тому же термину въ теорйи по- 


верхностей)- 

33) Положимъ, что Жи А" суть двЪ сферы, взаимно обратныя въ инверс!и 
сти. Мы предположимъ, что сфть эллиптическая. Въ такомъ случаъ сферы № и 1" 
не имъють общихъ точекъ, ибо центръ сфти О есть внутреннй центръ подобя 
сферъ (см. п. 8 $ 8-го); обЪ сферы расположены по разныя стороны плоскости, 
проходящей нерпендикулярно кь лини центровъ черезъ точку О. Эти двЪ сферы 
опредфляють пучекъ сферъ, центры которыхъ расиоложены всЪ па одной прямой; 
это будеть нучекъ гиперболическй, такь какъ радикальная илоскость сферъ и" 
ихъь раздфляеть. Связка, ортогональная къ этому пучку, будеть эллиптическая {см- 
прим. 33); всЪ сферы связки проходять поэтому черезъ двЪ точки С’и С", кото- 
рыя совокупно образують псевдо-центрь исевдо-окружности 17’, А") (©м. прим- 52). 

Если связка гиперболическая, то дЬло не обсгоитъ такъ просто. Самое прел- 
ложеше справедливо только при нЪкоторыхъ весьма существенныхь оговоркахъ, 
такъ какъ самыя сферы въ гиперболической ©Ъти могуть быть различнаго типа; 
трудность заключается въ томъ, что здесь пучекъ, опредЪляемый сферами # и й", 
можеть оказаться эллиптическимь и параболическимъ; тогда ортогональная связка 
не будетъ эллиптической и не опредблить двухъ точекь (С’, С"), составляющихъ 
псевдо-центръ нсевдо-сферы (1', А"). Авторъ на это указываеть ниже и выяснению 
этого вопроса посвящаеть пунктъ 5. 
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поставимъ себЪ задачу построить исевдо-окружность, прохолящую черезъ 
данную псевло-точку Р и имфющую данный псевдо-центръ С. Пусть С’ и 
С” будуть двЪ точки (фиг. 35, 36, 37), которыя въ совокупности соста- 
вляютъ псевдо-точку (;; Р’ пусть будетъ одна изъ составляющихъ псевдо- 
точки Р, а © сфчене плоскости 6 съ ортогональной сферой сфти, кото- 
рую мы сначала будемъь считать гиперболической. Такъ какъ составляющая 
окружность я’, которая въ совокупности съ окружностью х”, обратной ей 
относительно 6), образуегъ искомую псевдо-окружность х, должна пересф- 
кать ортогопально всЪ окружности а, р..., проходящия черезъ (№и (/", то 
она принадлежить пучку, ортогональному къ пучку (а, 6). Такимъ образомъ, 


Фит. 35. Фиг. 36- 


псевдо-окружностями съ псевдо-центромь ( служатъ, выражаясь 
языкомъ Евклидовой геометр!и, пары окружностей пучка, ортого- 
нальнаго кь пучку д1аметровь. Посредствомъ (гиперболической) инвер- 
си относительно окружностей а, р... мы получаемь изъ точки [Р” даль- 
нфиния точки [”,, Рь..., окружности х’, которыми она вполнЪ опредф- 
ляется °“). Точка /”„, очевидно, лежить на одной прямой сь Р’и съ 
центромъ .{ окружности @; точно такъ же прямая /”[”, проходитъ черезъ 
нентръ В окружности р. Каждая прямая, проходящая черезь точку Л, 
встрЪчаеть окружность х’въ лвухь точкахъь Н’и /’, взаимно обратныхъ 
относительно окружности а (на чертежЪ ихъ нфть); съ точки зрФнЯ ги- 
перболической геометри эти точки симметричны относительно псевдо- 


5“) Это та же илея, которая была положена выше въ основу опредфленя 
псевдо-сферы: отражеше псевдо-точки отъ исевдо-мамстра дасть исевдо-точку, при- 
надлежащую той же псевдо-окружности. 
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прямой 4. Такъ какъ окружность Х” (см. фиг. 87, на фиг. 85 и 86 
окружность и" не начерчена) также сЪчеть окружность @ подъ прямымъ 
угломъ, то точки, обратныя П’и А’ относительно @, также лежатъ на 
окружности и” и взаимно обратны относительно окружности а 5°). Пары 
точекъ сфли Н’, Пи К, К" образують, такимъ образомъ, двЪ псевдо- 
точки Н, К псевло-окружности х, расположенныя симметрично относи- 
тельно псевдо-прямой а, т. е. псевло-окружность х дЪйствительно 
преобразуется въ себя самое при отражен!и отъ любого изъ 
своихъ псевдо-дЁаметровъ. Если псевдо-даметры образуютъ эллип- 
тическ!й пучекъ, какъ на фиг. 85, то мы будемъь и самую псевдо- 
окружность называть эллип- 
тической. 

Пучекъ даметровъ а,В... 
можетъ оказаться параболи- 
ческимъ только въ томъ слу- 
чаЪ, если точки С’и С" со- 
впадаютъ (естественно, — на 
окружности 62, см. фиг. 35); 
его окружности соприкаса- 
ются въ общей точкЪ ((*, С"). 
Ортогональный пучекъ въ 
этомъ случа также парабо- 
лическмй и имфеть радикаль- 
ной осью касательную къ 
окружности а въ точкЪ (”. 
ДвЪ окружности этого пучка, 
взаимнообратныя относитель- 
но (@, образуютъ въ сово- 


й 


< 


Фиг. 37. 
купности псевдо-окружность 


съ центромь (;. Псевдо окружности, псевдо-даметры которыхъ образуютъ 
параболическ1й пучекъ, мы будемъ называть параболическими. 


Гиперболическому пучку окружностей а, В... (фиг. 37) соот- 
вфтствуеть эллиптичесюй ортогональный пучекь; пусть (Ги Г’ будуть 
основныя его точки. Если мы склонны разсматривать а, В..., какъ пучекъ 


псевдо-прямыхъ, проходящихъ чрезъ идеальную псевдо-точку (’, то теперь 
гиперболическвя псевдо-окружности состоятъ каждая изъ двухъ простыхъ 
окружностей, которыя проходять чрезъ точки (7, Ри взаимно обратны при 
(гиперболической) инверби относительно окружности 0), какъ, напримЪръ, 
я и х' на фиг. 387. Только въ томъ случа, когда окружность х’совпа- 


5*) При инверси относительно окружности а и  переходятъ каждая въ 
себя самое ($ 8, п. 5, пред. 2.), а окружность х’ въ х". 
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даетъ съ х’, т. е. окружность х сама принадлежитъ сфти, не можеть быть 
рёчи о псевло-окружности: мы имфемъ тогда передъ собою псевдо-пря- 
мую, перпендикулярную къ а, р... 56). Однако, существуеть только одна 
окружность ©, проходящая черезъ точки (7, Г и сЪкущая ортогонально 
окружность @; центръ ея (Х расположенъ на перпендикулярЪ, возста- 


вленномъ изъ середины отрфзка [)” такимъ образомъ, что СРО есть 
прямой уголъ. 


Сводя все это воедино, мы можемъ сказать: 
ГУ. Въ гиперболическомъ пространств имфется три типа 


псевдо-окружностей: эллиптическ!я, параболическ{я и гипер- 
болическ1я. 


а) Эллиптическ1я псевдо-окружности имфютъ псевдо-цен- 
тромъ дЪйствительную, конечную точку. 

Ь) Псевдо-центръ параболической окружности лежитъ 
на абсолютной псевдо-сферЪ; ея псевдо-д1аметры па- 


раллельны другъ другу, псевло-окружность прохо- 
дитъ черезъ свой псевдо-центръ. 

с) Гиперболическ!я окружности имфютъ идеальный псев- 
до-центръ; д1аметры такой окружности не параллель- 
ны, но они и не пересфкаются. Въ этомъ случаЪ су- 
ществуетъ псевдо-прямая 2, которая также сфчетъ 
ортогонально пучекъ д1аметровъ °”), 


55) Какъ сфера, такъ и окружность, принадлежащая сфти обращается при ин- 
версм сти, въ себя самое; и обратно, каждая окружность, обратная самой себЪ въ 
инверсм сфти, принадлежить сфти, а потому ортогональна къ окружности в и 
представляеть собой псевдо-прямую въ вашемъ гиперболическомъ пространств%. 

57) Только эллиптическая псевдо-окружность представляеть собой „окруж- 
ность“, какъь мы таковую обыкновенно понимаемъ, т. е. геометрическое мЪсто 
(исевдо)-точекъ, равно удаленныхъ отъ центра. Параболическая окружность имЪетъ 
безконечио удаленный центръ; это та кривая, которую Лобачевскйй называль „пре- 
дБльной круга“ или „орицикломъ“. Гиперболическая окружность иметь мнимый 
центръ; она можеть быть опредфлена, какъ геометрическое мЪсто псевдо-точекъ 
на псевдо-плоскости, равно удаленныхъ отъ нЪкоторой псевло-прямой. 

Чтобы уяснить себЪ еще, съ другой точки зрЪшя, ть же соображеня, замЪ- 
тимъ, что окружность въ обыкновенной плоской геометрии можно разсматривать какъ 
ортогональную траекторию пучка прямыхъ, т. е. какъь кривую, сЪкущую ортого- 
нально всЪ лучи пучка. Если пучекъ вырождается въ пучекъ параллелей, т. е, когда 
центръ нучка уходить въ безконечность, то траекторя обращается въ прямую, на ко- 
торую мы и смотримъ, какъ на предфльную окружность, какъ на окружность безко- 
нечно большого радуса. Этимъ двумъ случаямъ въ гиперболической геометрии от- 
вфчаеть эллиптическая и параболическая окружность. Или еще иначе: если центръ 
окружности въ обыкновенной плоскости уходитъ въ безконечность, то окружность 
обращается въ прямую; въ гиперболической плоскости—она обращается въ особую 
линию, въ „параболическую окружность“, какъ ее называеть авторъ настоящаго 
сочинен1я,—ВЪ „орициклъ“, какъ ее называеть Лобачевскй. (На об.). 
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Послфднее предложене допускаеть обращенше: совокупность 
псевдо-перпендикуляровъ къ одной и той же псевдо-прямой 
образуетъ пучекъ, и именно— гиперболическ!й въ гиперболи- 
ческой геометр!и и эллиптическ!й въ эллиптической. 


Теперь обратимся къ эллиптической сЪти. Пусть плоскость чертежа, 
какъ псевдо-плоскость, опять проходить черезъ центръ сфти, пусть й 
будетъ ея сфчеше съ даме- 
тральной сферой (фиг. 38). 
Пусть, какъ и прежде, (>, (" 
булутъ составляющёя точки 
даннаго псевдо-центра, Р’иР" 
составляющя данной псевдо- 
точки, черезъ которую дол- 
жна проходить псевдо-окруж- 
ность. Отраженемъ отъ псев- 
до-дламетровь а и В мы по- 
лучимъ изъ Р’ дв дальнЪй- 
ия точки Р’, и Р'ь одной 
составляющей х’ искомой 


псевдо-окружности х, кото- 
рая этимъ уже вполн5 опре- 
дфлена. Вторая составляющая 
и" построена по тремъ точ- 
камъ Р", (", 5", которыя по- 
лучаются изъ точекъ окруж- 
ности Хх’ посредствомъ элли- 
птической инверси относи- 
тельно окружности (. Впро- 
чемъ, для опредфленя центра 
фиг. 38. М окружности и" достаточно 

знать одну точку 5", распо- 

ложенную на окружности, такь какъ ()5"”М№ есть прямой уголъ. Такъ 


какъ въ эллиптической сфти имфются только эллиптическе пучки окруж- 
ностей, то отсюда слфлдуетъ: 


Въ обыкновенной плоскости совокупность перпендикуляровъ къ одной и той 
же прямой образуеть пучекъ параллелей; ортогональная ихъ траекторуя есть пре- 
дьльная круга прямая. Но въ гиперболической плоскости совокупность перпенди- 
куляровъ къ одной прямой (какъ ниже указано и ВЪ текст®) не представляетъ собой 
пучка параллелей; это своеобразный пучекъ (которому можеть быть отнесена 
идеальная точка пересбченя) расходящихся прямыхъ; ортогональныя траекторйи 
такого пучка суть „гиперболическя окружности“. 
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У. Въ эллиптическомъ пространствЪ существуютъ только 
эллиптическя псевдо-окружности (съ дфиствительнымъ псевдо- 
центромь). 
Послф этого подробнаго разбора псевдо-окружностей мы можемъ 
относительно сферъ ограничиться замфчашемъ, что теоремы 1 и У ти- 
{а5$ шифап5 остаются также въ силБ относительно сферъ. 


6. Что касается вычисленй неевклидовой метрики, то мы оставимъ 
ихъ въ сторонЪ, такь какъ для выяснен!я поставленнаго здЪсь вопроса о 
сущности основныхъ понятй, они вносятъ очень мало 38). Метрика не- 
евклидовой геометрии представляеть высок интересъ, если мы обозрЪ- 
ваемъ ее сразу, какъ бы съ птичьяго полета; возможность окинуть ее 
такимъ взглядомъ даеть намъ, съ одной стороны, проективное м$фроопре- 
дЪлене Кели, а съ другой стороны, —теорйя группъ Софуса Ли. Напротивъ, 
проникнуть въ эту своеобразную область при помощи методовъ элементар- 
ной геометр!и представляетъ довольно неблагодарную работу; къ тому же 
чтеше основныхъ изслфдован затрудняется массой новыхъ искусствен- 
ныхъ выражевйЙ и символовъ, которые каждый изъ авторовъ вводитъ по 
своему; къ этому присоединяются еще обыкновенно соображеня фило- 
софскаго характера, съ которыми далеко не всегда можно согласиться. 
Неудобство представляеть также и то обстоятельство, что эти идеи не 
проводятся рядомъ точныхъ построен 57); однако, здфсь приходитъ на 
помощь геометря сферъ, если мы относимъ всю систему къ сферической 
сти. Но тогда эти предложеня гораздо легче обозрЪть съ точки зрфня 
Евклидовой геометри сферической сфти, чфмъ съ точки зрЪня неевкли- 


довой геометрм. Сферическая тригонометря такимъ путемъ легко пере- 
носится въ псевло-геометрию. 


Дла аналитической разработки обЪфихъ неевклидовыхъ системъ ука- 
зали очень удобный путь Шуръ*) и Гильберть **). Теоря Гильберта 
предполагаеть знакомство съ началами аналитической геометрии. Эта тео- 
ря становится поразительно ясной, если мы пользуемся гиперболической 
сЪтью, такъ что развиме ея этими средствами доставляеть высокое па- 
слаждеше. Гильбертовы „концы“ прямой въ гиперболической геометрии, 
очевидно, представляють собой не что иное, какъ пересЪчеше ея съ 


58) Хотя это замфчаше не фактическаго свойства, мы все же считаемъ умф- 
стнымъ высказать, что мы рЬшительно не раздБляемъ этого взгляда. Напротивъ, мы 
считаемъ, что только изучеНе тригонометрии неевклидового пространства, какъ 
первой метрической дисциплины, вполнЪ выясняеть самую нсевклилову геометрию. 

53) Этоть упрекъ мы также считаемъ рЪшительно несправедливымъ. 

*) К. Зспиг, „ОеБег @е Стил Фасеп 4ег Сеотее“. Ма. Апп. 55. 

==) р. НИБегЬ „Меие Вертапаипе 4ег Воуа-ТГоБа спе кузсНеп Оеотейче“. 
Маш. Апп. 57. Перепечатано во второмъь издаши его сочнненя. „Отит азеп ег 
Оеотее“. 
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ортогональной сферой. Гильбертову лемму 4 въ $ 1 указаннаго мемуара, 
на которой основываются операщши надъ „кониами“. нужно сначала выяснить 
себф въ Евклидовой геометрии; по существу, эта теорема тогда сводится 
къ тому, что перпендикуляры, возставленные изъ серелинъ сторонъ тре- 
угольника _/ВС, пересфкаются въ одной точкЪ, въ центрЪ описанной 
окружности х. Въ гиперболической геометрии эти перпендикуляры могутъ 
оказаться параллельными, могутъ и вовсе не пересЪкаться; въ послфднемъ 
случаЪ они перпендикулярны къ н$фкоторой прямой. Въ псевло-плоскости 6 
предыдущаго пункта мы видфли непосредственно, что эти перпендикуляры 
принадлежать эллиптическому, параболическому или гиперболическому 
пучку (пучку потому, что они пересЪкають ортогонально какъ окруж- 
ность, проходящую черезъ вершины „4, В, С, такъ и абсолютную окруж- 
ность 0). Такъ какъ мы въ гиперболической геометрии присваиваемъ всфмъ 
прямымъ, расположеннымъ въ 
гиперболической плоскости пер- 
пендикулярно къ одной прямой 
идеальную точку пересфченя 
(теорема [\), то эта лемма 
Гильберта остается въ силЪ не 
только въ томъ случаЪ, когда 
перпендикуляры параллельны, 
но и въ томъ случаЪ, когда они 


имБють идеальную точку пе- 
ресфченя. На фигурЪ 39 все 
это показано, опущена только 
часть, обратная чертежу отно- 
сительно окружности в) (какъ и въ пункт 5); .[, В’, Сих’ суть со- 
отвЬтственно составляюция точекъ „|1, В, С и окружности я. Псевдо- 
перпендикуляры изъ серединь псевдо-отрзковь ВС’, 7’, РВ’ пред- 
сгавлены здфсь окружностями х, у, 4, центры которыхъ Х, У, Й лежать 
на общей хордЪ (/]” окружностей © и их’. На рисунк$ нанесены всЪ 
вспомогагельныя лини; касательныя, впрочемъ, проведены на глазъ, но 
точки касаня опрелфлены перпендикулярами изъ центра при помощи 
чвухь чертежныхь треугольниковъ. Если разрЪшить себЪ такого рода 


Фиг. 39. 


вольности, которыя кь тому же допускаются также въ начертатель- 
ной геометри. то такого рода построен мало затруднительны. Если мы 
найдемъ пересфчене псевдо-перпеидикуляра х кь АВ съ прямой УВ 
(на фигур не начерченной), то мы получимь точку \Ё, которую опре- 
дфляемь, какь середину псевдо-отрЪзка .1В. „Середина“, опредфляемая 
такимъ образомъ, во всякомъ случаф имфетъ болыше аналоци съ Евкли- 
довой серединой, ч$мъ точка, опредЪляемая согласно предложеню 1 $ 5-го; 
въ этомъ смыслЪ „серединой“ служила бы точка, которая вмЪстЪ съ без- 
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конечно удаленной точкой дфлитъ гармонически псевдо-отрфзокъ АВ. Та- 
кимъ образомъ, въ гиперболической геометрии отрфзокъ имфемъ двЪ „сере- 
дины“: въ эллиптической геометр!и послЪднее опредфлеше совершенно не- 
пригодно, тогда какъ первое опредфлеше всегда находитъ себЪ примфнеше“°). 


7. Мы уже указывали выше, что обЪ псевдо-геометри эмпирически 
не могуть быть отличены оть обыкновенной, если мы примемъ рамусъ 
№ ортогональной или, соотвЪфтственно, д1аметральной сферы достаточно 
болышимъ (см. стр. 75). Но здфсь умбстно поставить вопросъ, не обна- 
ружились ли бы непосредственно особенности неевклидовой сферы, такъ 
какь ни объ одномъ пространственномъ образЪ мы не имфемъ такого 
яснаго представленя, какь о сферф. Чтобы отвфтить на этотъ вопросъ, 
мы выведемь н5которыя формулы, которыя покажутъ, сколь большимъ 


дав 
Фиг. 40. Фиг. 41. 


нужно выбрать радусъ К, чтобы неевклидова плоскость или сфера доста- 
точно приблизились къ евклидовой, т. е. чтобы разница между ними 
оставалась въ произвольныхъ указанныхъ предФлахъ. Для этого намъ 
нужны слБдующя предложеня евклидовой геометр!и. 

а) Кь окружности ратуса г (фиг. 40) мы проведемъ касательную и 
опустимъ на нее перпенликуляръ (СВ изъ точки окружности (;. Положимъ, 
что намъ при этомъ дано разстояще (`В ==} и требуется найти разстояше 
4 точки В оть точки касаня „1. Изъ чертежа мы находимъ непосред- 
ственно: 72 — (г — 1)? | а?, такъ что 


а = И2гр — 1". (1) 
Если мы будемъ разсматривать окружность, какъ псевдо-прямую въ 


неевклидовой геометрии, то мы будемъ называть величину р касачель- 
нымъ уклонен!емъ отъ Евклидовой прямой на разстоянии а. 


0) Мы не входимъ здБсь въ объяснене этихъ довольно трудныхъ сообра- 
женй, потому что они находятся въ связи съ идеями Гильберта, которыхъ мы не 
имфемъ возможности здфсь излагать. 
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Ь) Положимъ, какъ на стр. 74, что центръ солнца $5 служить цен- 
тромь сфти; пусть рамусъ № ортогональной или маметральной сферы бу- 
деть равенъ и радусамъ земной орбиты ©; черезъ центръ земли Ё про- 
ведемъ сферу Я, принадлежащую нашей сфти, и постараемся найти ея 
ращусь о. На фиг. 41 и 42, соотвфтствующихь случаямъ эллиптической 
х и гиперболической сЪти, = изобра- 
т жаеть эклиптику (которую мы при- 
и нимаемь круговой). Согласно теоре- 
мЬ объ отрЪзкахъ сЪкущей и хорды 


на фиг. 4: е(29 ев) = Ё?. 

„ 42: 2(20 — в) == №, 
такъ что вообще 
20=(А— 662) [6 — (п?—вь, (2) 


гдф &=—-Р 1 для гиперболической 
сти и ё = — 1 для эллиптической. 

с) Изъ н5которой точки, до- 
ступной съ земли, мы проведемъ 
касательную плоскость къ сфер У и разыщемь разстояне @ отъ точки 
касаня „/Д той точки плоскости В, надъ которой сфера подымается на 
высоту р, какъ это выяснено подробно въ рубрикЪ а). Для этого нужно 
въ формулЪ (1) положить г==0, и мы получимъ: 


3 


Фиг. #2. 


а=нИ ев — вре/и? — т? = в 61 — ви" — Бет. (3) 


4) Пусть К будетъ произвольная сфера (фиг. 43 и 44), о ращусъ, К ея 
центръ въ евклидовомъ пространствЪ, [7 ея псевдо-центръ съ точки зрфны 
неевклидовой геометр!и соотвфтствующей сЪти, 4 разстояше послфдняго отъ 
центра сфти 5. Разыщемъ разность 5 = 5” — ЗК, ›аномалю“ сферы 
относительно соотвтствующей неевклидовой геометри, гдь [” есть та 
изъ двухъ составляющихъ точекъ псевдо-точки [7, которая лежитъ ближе 
кь точкф 5. Чтобы въ гиперболической сфти [/ было дЪйствитель- 
ной точкой, сфера К должна проходить внутри ортогональной сферы “"). 
Мы примемъ, что плоскость чертежа & по прежнему проходитъ черезъ 
точку 5, а также черезь ИА; поэтому и точка (7 падаетъ въ ту же пло- 
скость. Черезь точку (7 проходитъ сфера сЪти О, которая сЪчеть орто- 
гонально окружность К. На фиг. 43 и 44 изображены сфчейя этихъ 


8!) Псевдо-окружностью съ дЬйствительнымъ центромъ въ гиперболической 
сЬти, какъ выяснено въ п. 5 и изображено на фиг. 35, служать двЪ взаимно об- 
ратныя окружности, нс имбющия общихъ точекъ; поэтому одна изъ составляющихъ 
окружностей лежить внутри ортогональной окружности, а другая лежитъ виЪ ея. 


93 $11 


сферъ съ плоскостью чертежа; на фигурЪ 43, кромф того, указано по- 
строеше точки ' (7 2). Треугольникь ЛА вь обЪихъ случаяхъ даеть: 


Фиг. 43. фиг. 4+4. 
2 2 > 
РЕ 20, в) 
гл по прежнему #==-|-1 въ гиперболической сфти и === —1 въ элли- 


| птической. ДалЪфе, треугольникъ ()В$ даетъ: 


на фиг. 483 2 -- К —(@-- 5-7), такь это 
| 29-22 
на фиг. 44: у? — № —=(г—д— 4), такъ что 
= 24; — 247 — 214. 
Объединяя оба случая, получимъ: 
5—0 РР 204 - 2алг-|- 2ет4, 
= = | (5 240 -- 24Е(Г- 25). В) 


Въ виду соотношенй (4), мы можемь вь формулЪ (5) положить: 


82) Составляюшйя точки © и И" псевдо-центра © взаимно обратны въ ин- 
верси! сфти и служать основными точками эллиптическаго пучка окружностей, сЪ- 
кущихъ ортогонально пучекъ, опредфляемый окружностью Ё и ея инвераей. Въ 
частности, слфловательно, окружность О, имьющая (’(” своимъ шаметромъ, сЪ- 

ь четь ортогонально окружность А. Такъ какъ 5"”.50" = К? = 58, то эта окруж- 
ность О сБчеть подь прямымъ угломъ и ортогональную окружность 5. Отсюда 
слфдуеть, что точка О иметь степень г? какъ относительно окружности 5, такъ и 
относительно окружности К. Это значить, точка О лежитъ на раднкальной оси 
окружностей К и 5. Чтобы разыскать эту радикальную ось, строимъ третью всио- 
могательную окружность й, находимъ радикальный центръ Р трехъ окружностей и 
опускаемъ изъ Р периендикуляръ на линйо центровъ 5А. Этимъ путемъ паходимъ 
точку О. Изъ нея проводимъ касательную ОВ кь окружности 5 и ращусомъ ОВ 
проводимь окружность, которая пересфчеть прямую 5Ё въ точкахь И’ и С". 
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г-н = У 
Отсюда получаемъ: 


5 В? — 2 1 0? -|- Э4ё Ут? р 02, 


м а 2дг 07. У) 


ИЛИ 
УР [0 — [2 — #0 -- 0?) /24, г = У — в В- 0) 2/44 — 0. 5) 
Съ другой стороны, въ виду соотношеня (у), 


вх = — РИ | 0, =) 


откуда мы, наконецъ, получаемъ: 
2.34 = [В — в - 0] — У — Е р — 46, (4) 


гдЪ радикаль имфеть одно опредфленное значене. 
Изъ формулы (4) мы получаемъ при помощи простого вычислены: 


0 — =: 4) — 94 == К —<4— в(хК/4)?/(1 - х/А). (5) 


Эти обиёя формулы значительно упрощаются однако, если мы при- 
мемъ во внимане порядокъ входящихъ въ нихъ величинъ и ограничимся 


приближешемъ въ нфсколько десятичныхь знаковъ. Если проведенная 
вокругъ центра солнца ортогональная или даметральная сфера настолько 
велика (см. стр. 74), что она охватываетъ всф планеты, то радусь В — ие 
содержитъ, по крайней м$рЪ, и == 30 ращусовъ земной орбиты (6). Пусть 


я — 30, 
е = 148. 106 Кт (приблизительно), (6) 
] й 
— _ шш. — 10-К 
р 7000 "И 1 0- кт 


т. е. р равно елиницЪ, употребляемой при наиболЪе тонкихъ микроско- 
пическихъ измфреняхъ. Тогда съ точностью до двухъ десятичныхъ знаковъ 


а —= И ер = 0,38 - п Км. (п 30). (7) 


На фиг. 43 и 44 К есть центръ сферы, относительно которой мы 
теперь примемь, что ея центръ доступенъ съ земли. Тогда его разстояне ( 
отъ солнца лишь незначительно отличается отЪ’ радуса земной орбиты с. 
Но при (—=еи К = е формула (3) даетъ: 

и о 
Послфднимъ членомъ этого выраженя, очевидно, можно пренебречь, если, 
скажемъ, 22н? < 106, ви < 10-8 и 5 очень мало по сравнению съ г; 


&х имфетьъ всегда положительное значеше. При такомъ предположени мы 
имфемь приближенно: з — &е(п? — 8), 


такъ что 0? возрастаеть или убываетъ вмЪстЪ съ произведенемь д. Если 
&{ не превосходить р — 10 ЗКт, то о не превосходить значеня 
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0 = 0,38 - и Кт (п > 30), (8) 


съ тЬмь же приближешемъ, какь и вь формулЪ (7). Результатъ этихъ 
вычислешй можно формулировать слБлующимъ образомъ. 

УТ. ДвЪ неевклидовы геометр!и не только логически 
равноправны съ Евклидовой геометр:ей, но и эмпирически. 
Вь часгности, осуществлен!е неевклидовыхъ геометр!й вь 
эллиптической или гиперболической сЪти удовлетворяетъ 
самымъ строгимъ требован1ямъ точности. Если центръ солнца 
служитъ центромъ сЪти, а радусъ ортогональной или щаме- 
тральной сферы взятъ въ п рад!усовъ земной орбиты, п >> 30, 
то касательное уклонен!е псевдо-плоскости, доступной намъ 


на землЪ, составляетъ 1/,„ шш только на разстоян!и 


а = 0,38.л Кт; 
гакъ что при п = 30 


отъ точки касан!я. Эллиптическая аномал!я псевдо-сферы 

имфетъ отрицательное значенте, а гиперболическая положи- 

тельное; для того, чтобы она въ томъ и другомъ случаЪ была 

меньше '/0 шт (ЕвклидовЪ) радгусъ можетъ быть не больше 
о = 0,38 п, 

т.е. въ самомъ неблагопр1ятномъ случа н = 30 онь можетъ 

не превышать 11 Км. 

Для сферъ и окружностей обыкновенной величины приближене 
псевдо-центра къ Евклидову центру необычайно велико. Было бы непра- 
вильно возразить на это, что такимъ образомь устанавливается хотя и 
небольшая разница, но все же разница между тремя геомегрическими 
системами. Эмпирически эту разницу врядъ ли возможно обнаружить уже 
при п = 80, при большихъ же значеняхь 71 она фактически вовсе исчезаетъ. 
Вычисленныя уклоненя гиперболической и эллиптической геометрия отъь 
*‘Евклидовой остаются, такъ сказать, только на бумагЪ; они существують 
только въ нашемъ воображения. Совершенно такъ же, какъ мы, съ точки 
зрня Евклидовой геометрии. говоримъ, что псевдо-плоскость гиперболи- 
ческой или эллиптической геометр!и всегда имфетъ уклонеше оть пло- 
скости Евклидовой геометри, доступное вычисленю, можно было бы 
обратно, съ точки зрЪня неевклидовой геометрии, “возразить, что такъ 
называемая илоскость Евклидовой геометри должна быть кривой по- 
верхностью, ибо она отъ касательной плоскости, проведенной въ какой 
либо точкЪ (вь этой неевклидовой геометрии), уклоняется на разстояще, 
которое мы можемъ точно вычислить. Точно такъ же и относительно 
окружности можно противопоставить одно утверждене другому. Если бы 
всБ три геометри пользовались однимъ и тфмъ же (матеральнымъ) мас- 
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штабомъ, то онф при всей точности измЪренй и вычисленй получили бы, 
по существу, т же значешя величинъ ри х, хотя формулы были бы 
различныя. Если поэтому обыкновепно говорятъ, что въ безконечно малой 
области въ обЪфихъ неевклидовыхъ геометгряхъ остается въ силЪ Евкли- 
дова метрика, то мы теперь видимъ, что эта область, по сравненНю сь 
малостью нашего человфческаго масштаба, еще очень велика. 


8. Въ заключеше остается только доказать, что обЪ неевклидовы 
геометр!и въ сферическихъ сБтяхъ удовлетворяютъ также Гильбертовымъ 
акфомамъ непрерывности У, и \У,. Первая изъ нихъ, такъ называемая „ак- 
сома Архимеда“, утверждаетъ, что по прямой, передвигаясь равными ша- 
гами, всегда возможно, сдфлавъ конечное число шаговъ, перешагнуть за 
любую точку прямой. Доказательство очень легко провести въ пучкЪ 
окружностей, если мы примемъ во внимаше, что изъ двухъ точекъ, вза- 
имно обратныхъ относительно окружности и, та, которая расположена 
внутри круга, ближе (въ Евклиловомъ значени слова) къ его периферии. 
Это справедливо какъ для элли- 
птической, такъ и для гиперболи- 
ческой инверЯи. 

Акстома „полноты системы“ 
\У, также выполняется вь СБти, 
потому что послфдняя охватываетъ 


ег 


также „плоскости“, „прямыя“ и 
„точки“ Евклидова пространства. 
Изъ двухъ акаомъ непрерывности 
У Архимедова акфома важнЪе, такъ 
а какъ она составляетъ основу измЪ- 

реня отрЪзковъ. 

Мы изслфдуемъ поэтому, въ какой связи нахолится измфреше от- 
рзковъ двухъ неевклидовыхъь геометрй съ той же залачей Евклиловой 
геометрии; мы остаемся при томъ осуществлеши неевклидовой геометрии, 
которое даеть сферическая сЪть. „Длина“ (В) псевдо-отрзка „В бу- 
деть въ такомь случаЪ нфкоторое число, зависящее отъ составляющихъ 


точекь „Г, М” и ПВ’, В” его концовъь и не мЬняющее своего значеня 
1) если точки Ги, В’ и В“ замфщають лругъ друга, 


2) если точки 21, Ги В’, В" замфщаются ихь отраженями 9, 3" 
\\, %" оть какихъ-либо изъ сферъ сБти. 


Этимъ требованемъ „длина“ (.1В) еще не вполнф опредВлена; но 
во всякомъ случа мы, по крайней мЪрЪ, знаемъ, что мы должны ее 
искать среди выраженй, которыя не мфняются при инверсш. Тая выра- 
женя называются инвар!антами инверси. Если точки Ш и М, В’ 
и В"... попарно обратны (фиг. 45), и 5 есть центръ инверби, такъ 
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что 5.4’. 5” == 5В'. 5В" ..., то точки , А", В’, В" лежать на 
одной окружности, — точно такъ же (”, С”, Г’, р" ит. д., а потому 
эВ’ = < 5В" А", .... Изъ подобы треугольниковъ $’ Ё’ и $ В" 
слфдуеть: 
ИВО" ЕЕ ВА. ВВ: №: ДЕ 
а потому 
а. “В ь 
УЗИ 5 У54. 58 
Изъ этого наиболфе простого инваранта точекь 4’, №, А”, В’ 
легко получить друце; такъ, напримфръ, мы имфемъ тождественно: 


С А КУ „АУ. РД 
ВС ВУ ВСУ $8.50 ` ВУ 5В'. 5 
такъ какъ, съ другой стороны, въ виду соотношены (9), мы можемъ въ 
правой части вездЪ замфнить 4’, В’, (*, [' соотвфтственно черезъ 4”, В" 
(", 0", то корни вновь извлекаются, и мы получаемъ: 
1’ С’ АВ 2 @: Г’ 
и м .: . 10 
В’С’ ВП) у 0" ВР Й ( ) 
Каждая часть этого равенства называется ангармоническимъ от- 
ношен{емъ соотвфтствующихъ четырехъ точекъ. 


(9) 


УП. Ангармоническое отношен!е четырехь простыхъ 63) 
точекъ не мЪняется при инверс1и. 

Наши четыре точки могутъ и не лежать въ одной плоскости. Въ то 
время, какъ выражеше (9) остается неизмфннымъ только при той инверсии, 
о которой тамъ была рЪчь, ангармоническое отношеше остается инваран- 
томъ при всякой инверфи. Меньшее число точекъ такого инваранта не 
имфетъ; однако, элементарными средствами мы не можемъ этого доказать. 
Итакъ, чтобы приписать двумъ псевдо-точкамъ /, В длину (ЛВ), мы неиз- 
бЪжно должны прибЪгнуть еще кь двумъ точкамь прямой АВ. Истинная, 
глубоко сокрытая причина этого факта можеть быть выяснена только при 
помощи теор!и инварантовъ. Въ гиперболической геометрии мы, естественно, 
сейчасъ же обратимся къ „концамъ“ псевдо-прямой, т. е. къ точкамъ ея 
пересфченя Ц, Г’ съ ортогональной сферой. Въ эллиптической сЪти, 
однако, д1аметральная сфера, какъ мы видфли, не представляеть собой 
такого особеннаго образа, и потому точки ея пересфчешя съ псевдо- 
прямой для насъ непригодны. Аналопю съ ортогональной сферой здфсь 
представляетъ другая сфера, также имфющая центръ въ центрь сти; но 
ращусъ этой сферы выражается чисто мнимымъ числомъ, абсолютная вели- 


з) „Простыхъ“—въ противоположене псевдо-точкамъ, составленнымъ каждая 


изъ двухъь простыхъ точекъ. 
Веберъ. Энциклоп. эпемент. геометрли. 7 
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чина котораго выоажаеть ращусь даметральной сферы. Такъ какъ, однако, 
этоть образъ не можеть быть наглядно представленъ, то мы ограничимся 
гиперболической геометрей. Мы предположимъ, что точки 4’, 4”, В’, В" 
и центръ с6ти О расположены въ одной плоскости б, которая служить 
также плоскостью чертежа (фиг. 46). Ея сфчеше съ ортогональной сферой 
есть окружность ©; 
„концы“ псевдо-прямой 
АВ суть ПОГ. При от- 
ражени отъ одной изъ 
псевдо-плоскостей сЪти 
ортогональная сфера 

переходитъ въ себя са- 
мое; отсюда слФдуетьъ: 
концы псевдо - пря- 
мой при отражен!и 
переходятъ въ кон- 
цы псевдо - прямой, 
служащей изобра- 
жен1емъ первой. От- 
разимъ теперь псевдо- 
прямую {В отъ псевло- 
прямой [ въ плоскости 
чертежа, перпендику- 
лярной къ /4В въ точкЪ 
В. Центрь Ё окруж- 
вости [ лежитъ на прямой 7”, раликальной оси пучка окружностей, опредЪ- 
ляемаго окружностями © и „АВ. Слфдовательно, точки (Ги Г’ взаимно 
обратны относительно окружности [. Пусть изображеня гочекъ и 
при отражени отъ [ будуть 9 и 3"; эти двф точки взаимно обратны отно- 
сительно сЪти и образуютъ псевло-точку 9(, изображене точки 21 при от- 


Фиг. 46. 


ражензи отъ [. Въ виду соотношеня (10) мы имфемъ, съ одной стороны: 


А ВИ _ 4" ВИ 


АР: ВТ — #Р `В. ты 
съ другой стороны: 
А ВО _ в РР РУ РУ В" 
Я“. ТИВ РРР Ча в 
Если мы для сокращеня положимъ: 
И. 13 
РР ОР- РО ( ) 


то 


} РВ км } А"В" $; } В а ; ИВ, 1.4” В” } Е м (14) 
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эти равенства мы можемъ объединить въ одно слфЪдующимъ образомъ: 
Г АВ} = | В9Е (15) 
Далфе: 
РВ = В] | 91 


_ (и ВВ оо кож 
ыы (45: т, ВР ) = сер: чер — 149, 
И точно такъ же: 
} "В" Е ГВ | В" | реа | А, 
или короче: 
АВ — АВ 1 В — (16) 


Псевдо-отрфзокъ /’3( представляетъь собой сумму ‚псевдо-отрЪзковъ 
Л'В’ и В’ЗГ, которые, съ точки зрфн гиперболической геометрии, равны 
между собой; иными словами, съ точки зрфн этой геометр!и отрфзокъ 4’ 
вдвое больше отрфзка РВ’. Въ равенствЪ (13) суммЪ ’3[’ отрЪзковъ 
Л’В’и А’ЗГ соотвфтствуеть произведен{е ангармоническихъь отношенй, 
удвоенному отрфзку ГВ’ отвфчаеть квадратъ его ангармоническаго 
отношеня. Вслфдстве этого, если геометрическому сложен!ю от- 
рфзковъ должно отвфчать ариеметическое сложен!е измЪря- 
ющихъ ихъ чиселъ, то таковыми должны служить не ангармо- 
ническ!я отношен1я, а ихъ логариемы. Поэтому мы опредфляемъ 
длину (^В) псевдо-отрфзка „1В, полагая: 


т р М СИ. 

{ЧВ) = #105 1 ЧВу = ов (47 : и (17) 
гдЪ й представляеть собою постоянную, которая еще подлежитъ опредъф- 
лено. Мы принимаемъ здфсь натуральную систему логариемовъ: если бы 
мы выбрали другое основаше, то измфнилось бы только значеше числа {. 
Если это число Ё не зависить оть ’и В’, то въ виду соотношены (11) 
эта величина дЪйствительно представляеть собой инвартантъ при инверси 
сфти, а потому можетъ быть разсматриваема, какъ число, зависящее оть 
псевло-точекъ /{ и В. Согласно теорем УП выражеше (.1В) не мфняется 


также и при отражеши отъ псевдо-плоскости. Равенства (16) можно теперь 
написать въ такомъ видЪ: 


(АВ) -- (ВЯ) == (4), 2<‹АВ) = (АЯ), (18) 
гдЪ В есть псевдо-середина отрфзка АЖ. 


Пусть теперь №, „1, .1,,..., „|, будеть рялъ псевдо-точекь на 


псевдо-прямой х, при чемь г/, есть псевдо-середина отрЪзка /4,.4,, 4, — 


7* 
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псевло-середина отрфзка 4, .4,..., .4,_.-—-отрЬзка 4, и; въ такомъ 
случаЪ, обозначая черезъ 4’; и 4;” составляюция псевдо-точки /1;, будемъ 
имЪть: 
450 АС к: А’ д ы ет Вь. Е А» 0 (19) 
Д-Р РТИ ЕЕК, 


ибо Л есть изображене псевдо-точки А’, при отражени отъ псевдо- 
перпендикуляра, возставленнаго къ псевдо-прямой 2 изъ /’,. Такое же 
соотношене имфетъ мфсто и для точекъ „1”.. Изъ равенствъ (19) пу- 
темъ перемноженя можно получить: 


АР АТ 


Е [3 8 СЕ :1 Ея 2 | Г ы Зы [ | 
25 ие я Ар’ 


такъ что 


О а (20) 


какъ оно и должно быть. Если (/,.1,) содержить т единицъ длины в, 
принятыхъ при измфрени псевдо-отрЪзковъ, то 


О, (21) 
т 

Формула (21) даетъ, такимъ образомъ, вь этомъ случаЪ результатъ 
измфреня псевдо-отрЪзка 1.4» при помощи единицы г. Подобно тому, 
какь это дфлается въ Евклидовой геометрии, можно доказать при помощи 
аксомы Архимеда, что для каждаго псевдо-отрфзка 4 /{, можно съ любымъ 
приближенемъ найти вспомогательный отрЪзокъ А,., такого рода, что 
онъ, съ одной стороны, представляеть собой и-ую часть отрфзка . в, 
а сь другой стороны т-ую часть единицы с, гдф ти п суть цфлыя числа. 
Этимъ исчерпанъ вопросъ объ измфрени отрЪзковъ. 

Мы теперь можемъ безъ труда опредфлить постоянную й. Если ©, 
и ©, суть конечныя точки того псевдо-отрЪзка, который принятъ за еди- 
ницу длины, при какомъ угодно положени его въ пространствЪ, то 


(©,6,) = 1, 
а потому 
1 = {юр | ©, |. (22) 


Результать всего этого изслЪдова Я мы выразимъ такимъ образомъ: 
УШ. Длина отрфзка „АВ въ гиперболическомъ простран- 
ствф представляетъ собой число, которое зависитъ отъ по- 
ложен/я крайнихъ точекъ Ди В отрфзка относительно абсо- 
лютной поверхности, т. е. поверхности, на которой располо- 
жены безконечно удаленныя точки; именно, длина отрЪзка 


_10 у 


отличается только постояннымъ множителемъ отъ логариема 
ангармоническаго отношен!я конечныхъ точекъ Ли В от- 
р№зка и безконечно-удаленныхъ точекъ прямой В: 


Ни. 
СВ = нев (рее вер) — ев (ереьГ), 
1 = 108 | ©, ©, |. 


Если точка 13’ совпадаеть съ „/”, а, слБдовательно, точка В" съ точкой [, то 


О 
= (4 т) = 0% (17 | т). 


ав ще, (В 


какъ оно и должно быть, такъ какь въ этомъ случаф псевдо-точка В 
совпадаетъ съ /. 

Эллиптическое пространство имфетъ мнимую абсолютную поверх- 
ность, но длина отрфзка по прежнему зависитъ отъ положеня крайнихъ 
точекъ отрфзка относительно абсолютной новерхности. Однако, мы не бу- 
демъ выводить здЪсь предложеня, соотвфтствующаго теоремЪ УП, такъ какъ 
это можетъ быть осуществлено только методами аналитической геометрии. 
Оба предложеня вмфстф даютъ намъ, однако, возможность хотя бы 
скромно заглянуть въ сущность мфроопредфленя Кели, которое приво- 
дить къ совершенно тому же результату и относительно угловъ. 


5$ 12. Евклидова геометр!я въ линейномъ численномъ много- 
образ!и третьей ступени. 


1. Геометрическме результаты предыдущаго изслфдованя доказы- 
ваютъ, что изысканя въ области основъ нашей науки не только имфютъ 
интересъ для теор!и познаня, но сохраняютъ и практическое значене, 
такъ какь они даютъ, можно сказать, безпредЪльныя завоеван въ области 
мысли, которыя необходимо должны привести къ строго дедуктивному 
развитйю геометри: всф предложен!я геометр!и, касаюцияся относительнаго 
положенйя точекъ, прямыхъ, плоскостей и другихъ образовъ, которые изъ 
нихъ составляются, могутъ быть перенесены на любое другое многообра- 
з1е объектовъ, если послфдне въ надлежащей группировкф удовлетво- 
ряютъ тфмъ посылкамъ, изъ которыхъ строго дедуктивно выводятся пред- 
ложеня геометри. Форма геометрическихъ образовъ, въ которой мы вос- 
принимаемъ ихъ нашими чувствами,—напримфръ, нреобладане линейнаго 
нротяженя прямой, совершенная форма сферы,— все это не имфетъ ни ма- 
лЪйшаго значеня для геометрии, какъ таковой. Для вывода теоремъ со- 
вершенно не нужно насиловать свое воображене представлешемъ безко- 
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нечно убывающей матеральной точки; какъ мы видЪфли, ту же роль 
могутъ играть сферы сфти или окружности въ связкВ, если мы прини- 
маемъ ихъ за точки. Болфе того, мы можемъ теперь показать, что нфть 
необходимости даже въ томъ, чтобы точки представляли собой простран- 
ственные объекты: онф могуть даже не находиться ни въ какой связи съ 
пространствомъ, если мы умфемъ развить аналитическую геометррю строго 
формально, какъ геометрю трехмфрнаго линейнаго численнаго много- 
образ. Знаня аналитической геометр!и мы здЪсь, однако, не предпола- 
гаемъ; напротивъ, читатель, не знакомый еще съ этой областью матема- 
матики, представляетъ для насъ даже нфкоторое преимущество, такъ какъ 
онъ будеть вынужденъ строго придерживаться опредЪленй, между тёмъ 
какъ лицо, освфдомленное въ аналитической геометри, можетъ безсозна- 
тельно воспользоваться своими познанями и сдфлать выводы, которые 
изъ нашихъ опредфленй вовсе не вытекаютъ. 


2. Подъ „точкой“ мы будемъ здфсь разумфть любую совокупность 
трехъ вещественныхъ чиселъ, написанныхь въ опредфленной послфдова- 
тельности; дв точки (а, В, с) и (а', К, с’) мы будемъ считать тожде- 
ственными только въ томъ случаф, если а==а’, В=,, с=с. Подь 
„плоскостью“ мы будемъ разумфть совокупность всфхъ „точекъ“, т. е. 
совокупность всфхъ возможныхъь числовыхъ комбинашй х, у, д (по три 
въ каждой), удовлетворяющихъ уравненйю первой степени 


Ах Ву ЕСО =о0 


съ численными коэффищентами /1, В, С, О), которые совмЪфстно пе обра- 
шаются въ нуль. Рьшенйя этого „уравненя плоскости“ не мфняются, если 
мы умножимь обЪ его части на какое-либо число. ДвЪ плоскости, кото- 
рыя имфютъь одн и ТЬ же точки, мы считаемъ тождественными; ихъ 
уравненя могутъ отличаться другъь отъ друга развЪ только численнымъ 
множителемъ. Наконець, подъ „прямой“ мы будемъ разумфть совокуп- 
ность точекъ, принадлежащихъ двумъ плоскостямъ; тройныя комбинаши 
чисель (х, у, д), которыя представляють эти точки, удовлетворяютъ, сл$- 
довательно двумъ уравненямъ первой степени. Пусть 


Ау) = Ах Ву Сд- В, =0 ин 


Е (1) 
Аа (ху, о = а Ву СХ - 9, =0 


будуть уравнейя прямой с, а (х", у’, {) пусть будетъ точка этой прямой. 
Въ такомъ случаф не только } (х’, у’, <) = О и р (х', %,, $) = 0, но и 


хр (ху, О-РАБ С, у, Х) =0 (2) 
при любыхъ значеняхъ чисель хи 7. Каждое рЬшене системы (1) удо- 
влетворяеть также уравненю (2); въ виду того, что это также есть 
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уравнен!е первой степени, это означаетъ, что каждая прямая принадле- 
жить безчисленному множеству различныхъ плоскостей в). Чтобы плоскость 


я (х, 9, д Е АУ, (х, у, ) =0 (3) 


„проходила черезь опредфленную точку (а, В, с)“, т. е. содержала эту 
точку, необходимо, чтобы 


яр (ао 2 (а, В с) = 0, 
О 


откуда 


гдЪ @) есть коэффищенть пропорщональности, который остается произ- 
вольнымъ. Если мы подставимъ эти значеня въ уравнене (3), то полу- 
чимь уравнене плоскости 


аа д) (а. р, с) — Ав м, Я (а, Ь, ®) == 0, (4) 


которая не только содержитъ прямую р, но и точку (а, В, с). Это уравне- 
не обращается въ тождество 0—0, если ], (а, Б, с) —=0 и /,(а, 6, с) =0, 
т. е. если точка (а, 6, с) принадлежить прямой ©. Мы можемъ, такимъ 
образомъ, сказать: черезъ прямую и точку, внЪ ея лежащую, можно 
„провести плоскость“. 


3. При помощи безчисленнаго множества плоскостей, проходящихъь 
черезъ прямую х, опредБляющая ее пара уравненй можетъ быть приве- 
дена къ очень наглядному виду. Если прямая © была первоначально за- 
дана уравненями (1), и (х’, у’, /) есть одна изъ ея точекъ, то каждое 
рьшене системы ],(х, у, 4) = и /ь(х, №, ) =0 удовлетворяетъ также 
уравненямъ 


СО уе 
и обратно, такъь что уравненя 
фах, у. = Дам.) о.) = Чик) Во -— у) 
5 С, (3—х)=0 
фо(%, 9.) == 2 (%, 5. $) — /5(х', 9", 5") = Ч, (х—х) + В{у— м) 
РОК =0 


также опредфляютъ прямую 5. Сь другой стороны, прямая © содержится 
также въ плоскостяхъ 


(5) 


е1(^, у, $) == фах, у, $) ЖФ. (Хх, 9, $) = 0, 


(6) 
е(х. у, 5) == 4, ф4(Х. 5. $) | 495 (х, у, 3) = 0, 


**) Или иначе, каждая плоскость, выражаемая уравнешемъ вида (2), содер- 
житъ прямую (1). 
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ГД и, Х,, 41, 4» означаютъ произвольныя числа; эти плоскости навфр- 
ное могутъ служить для опредфленя прямой <, если ф, и ф., обратно, 
также могутъ быть выражены черезъ с; и е,, т. е. если опредфлитель 
я.» — #./., который мы будемъ обозначать символомъ 


Иа — 24 = (к, А) = — (1х — 4%) = — (4), (7) 


не обращается въ нуль 65°). 
Теперь возьмемъ частныя значеня: 


= — (С, в=--С,; =—В,, 1. =-Р В; =, = А,, 
изъ которыхъ послфдняя пара отвфчаетъ третьей плоскости а 


ез(х, у, $) = и. фа(х, у, © -- №59, (Хх, 3) == 0. 


При помощи простого вычисленя мы получимъ, пользуясь символическимъ 
обозначенщемъ (7): 


(С, 4) (х—х) —ВОб—у)=0, 
(4, В) х—х) — ВО = 0, (8) 
(Вос =. 

Эти уравненя попарно опредфляютъ прямую ©, если опредФлители (х, 4), 


(1, 4), (в, ®), или — (В, С), — (А, В), —(С, А) отличны отъ нуля. Если 
бы эти опредфлители были всЪ три равны нулю, то мы бы имФли: 


О Е, ==, 

гд$ = есть коэффишентъ пропоршональности, т. е. плоскости (5) были 
бы тождественны, что не имфетъ мфста. Поэтому, по крайней мБрЪ, одно 
изъ чиселъ (.4, В), (В, С), (С, 4) отлично отъ нуля; такимъ образомъ, 
уравненя (8) даютъ, по крайней мБрЪ, одну пару, опредъляющую пря- 
мую ©; если мы кь этимъ двумь уравнемямъ присоединимъ третье, то 
это не можетъ повредить дЪлу, потому что каждое ршене этихь двухь 
уравненй удовлетворяетъь также третьему. Изъ уравненй (8) прежде 
всего вытекаетъ 


(им): (УФ) —={В, С): (СА) (хх: = 0:14 В) 
(у—у):@— ©) = 6, ЕЮ 


если ни одинъ изъ опредфлителей не обращается въ нуль; такимъ обра- 
зомъ, мы получаемъ для прямой 2 трехчленную пропорщю: 


“з) Если этоть опредфлитель отличенъ отъ нуля, то система уравнен!й 
ва (т, 7, ©) =0, е,(х, = 0 


эквивалентна системЪ (2). 
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(и—):(—у):6—< =(В.0О:СА: (АВ, 9) 


которой мы будемъ. однако, пользоваться и въ томъ случаЪф, когда не 
всЪ опредфлители въ правой части отличны отъ нуля; именно, въ этомъ 
случа5 мы отъ этой пропорщши снова перейдемъ къ опредфленной системЪ 
уравнений (8) “°). Во всБхъ случаяхъь уравнешя (9) опредфляютъ, такимъ 
образомъ, нашу прямую, прохолящую черезь точку м. 1); и обратно, 
каждой системЪ уравнешй 


им: а-м:— О =а:В:с (10) 


отвфчаетъ прямая, если три числа а, В, с не обращаются совмфстно въ 
нуль, и прямая эта проходитъ черезъ точку (х’, у", х). Отсюда слфдуетьъ, 
что черезъ двф точки (м, у, т) и (№, 1", 5") всегда проходить 
одна и только одна прямая. Въ самомъ дЪлф, подставляя ^”, 1", д" 
въ уравнеше (10), мы получаемь соотв5тствующее нашей прямой трех- 
членное отношене: д: В:с = (м —^') : (" —): (" — 7’), и „уравнене“ 


нашей прямой, какъ мы будемъ выражаться короче, приметь видъ: 
и: оао и 9 
4. Такъ какъ мы можемъ раздБлить уравнен!е плоскости 
в -- Ве-ы С-В (12) 


на олинь изь коэффишентовъ, то оно, по существу, содержитъ только 3 
постоянныхЪ. Эти постоянныя мы можемт, опредфлить, если даны три точки 
(мл, д.) (м, д"), (м, м", х",, расположенныя въ этой плоскости. Можно, 
наиримбръ, опредфлить отношеня „1: 1), В: 0), С: Р изь уравненй: 


А’ -- Ву С р =0, 
ие Ву Си ЕР =, (13) 
Ах” Ву" СП = 0. 
Эти уравнены не опредьляютъ однозначно неизвьстныхъ отношенйй только 
въ томь случаЪ, если (извфстные) коэффишенты одного изъ этихь уравне- 


нй выражаются одной и той же линейной зависимостью черезъ коэффи- 
щенты каждаго изъ двухъ другихъ уравненйй: 


дя" = Ах", у у Е, д" 1=Я-НА (14 


Но отсюда х” — м = (и —Тх' 1" = А (^" — ^’), такъ что: 


в" Оф), 


8) Если бы, напримЪръ, (4, В) = 0. то пропорщя 
(ух): (— ©) = (В, О: 4, В) 


потеряла бы смысль: по мы ее замфнили бы вторымъ уравнешемъ (8). 
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т. е. точка (х”, у", <") лежить на прямой, проходящей черезъ точки 
(мух) и ух: 

(хх): ру): =ы а): Ы—Х. 
Итакъ, три точки, не лежашая на одной прямой, всегда опред$- 


ляютъ плоскость, ибо при этихъ условяхъ уравненйя (13), служацйя для 
опредфленя отношенй 4:0), В: О, С: В, пругъ отъ друга не зависятъ. 


5. Мы такимъ образомъ убЪфждаемся, что наши основные образы обла- 
цаютъ всфми тБми свойствами обыкновенныхъ точекъ, прямыхъ и плоскостей, 
которыя касаются опредфленя этихъ образовъ по даннымъ элементамъ, 
а также общихъ элементовь двухъ образовъ (см. 8 8, Г). Теперь нужно 
еще присвоить „точкамъ“ нашихъ „прямыхъ“ поняе „между“. Какъ 
извфстно, расположене точекъ на прямой находитъ полное изображеше 
вь рядЪ вещественныхъ чиселъ: число < либо лежить „между“ двумя 
числами а, В — тогда а = < <= —, либо не лежить между ними; въ 
послфднемъ случаЪ либо { < а, либо < >В. Соотношене „между“, та- 
кимъ образомъ, несомнфнно имфеть мфсто на прямой х = 0, у=0, ибо 
точки этой прямой имфють видъ (0, 0, 5), гдБ х пробЪгаеть черезъ всЪ 
вещественныя значеня. Эту прямую мы будемъ называть „осью 2-овъ“. 
Точно такъ же на оси у-овъ х=0, {==0 и на оси х-овъ у=0, д — 
поняе „между“ опредфляется „болынимъ“ или „меньшимъ“ значенемъ 
соотвётствующаго числа. Точки этихъ трехъ осей имфютъ видъ (х, 0, 0), 
(0, у, 0), (0, 0, 3); мы можемъ поэтому установить соотв$тстые между 
точками этихъ трехъ прямыхъ такимъ образомъ, что отнесемъ другъ 
другу ТЬ точки, въ которыхъ числа, отличныя отъ нуля, имфютъ одина- 
ковыя значеня. Этимъ устанавливается также соотвфтсте между распо- 
ложешями точекъ на трехъ прямыхъ: то, что въ этомъ отношени можно 
сказать относительно точекъ одной прямой, справедливо также относи- 
тельно соотвётствующихъ точекъ другой прямой. Поэтому, чтобы устано- 
вить требуемое расположеше точекъ на прямой, отличной оть этихъ трехъ 
осей, намъ остается только однозначно отобразить ее на одной изъ трехъ 
осей. Это достигается слБдующимъ (предварительнымъ) опредфленемъ: 
Точка Р= (х, м, 3) нфкоторой прямой лежить „между“ двумя другими ея 
тоннами" Р, =, буи Р. ща, ое 


точка (х, 0, 0) лежитъ между точками (а,, 0, 0) и (а, 0, 0). 
№0 » ” ” (0, р., 0) и (0, В,, 0), 
И Е ь $ (0, 0, с} и (0, 0, с,); 
при этомъ принимается, что относительно точки О на оси можно ска- 
зать, что она лежить между Ои (). Эти условы не независимы одно 


отъ другого. Въ самомъ дл, такъ какъ уравнене прямой можно пред- 
ставить въ двоякомъ вид; 
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(х— а): (и— В): 9—6) = (@-— а): &— №): ©—с) и 
(ха): (У м (2—2) == (а, — а: ое): (с, — с»), 


то 

ха УВ а 

ПЕ: — ты а > (15) 

ха УВ о. 
гдЪ „параметръ“ #., можетъ, очевидно, принимать всф веще- 
ственныя значен{я, кромЪ 4. = 1; при #. ==1 мы бы имбли а, == а,, 
р —=6., с, ==с,, что, разумЪется, противорфчитъ предположению, что Р, и 
Р. суть лв различныя точки. Обратно, каждому вещественному значеню 
числа 7. (кромф 4, =1) отвфчаеть точка прямой Р,Р,. Въ частности, 
мы должны допустить также значене А, = со. 


Если теперь точка Р лежитъ между точками Р, и Р. въ смыслЪ 
приведеннаго опредфленя, то въ каждой изъ трехъ паръ разностей 


х— а, или х— а; ув или у— В; ба или $ — 6 


одна необходимо имфетъ положительное, другая отрицательное значен!е; 
поэтому и 4. имфеть отрицательное значене. Обратно, если Я; имфетъ 
отрицательное значене, то предыдушйя разности имфютъ попарно проти- 
воположные знаки. Напротивъ, если точка Р. не лежитъ между точками 
Р: и Р,, то т же разности имъютъ попарно одинаковые знаки, такъ что 
73 иметь положительное значеше. Итакъ, точка Р., лежитъ между 


точками Ру и Р, или не лежитъ между ними, смотря по тому, 
имфеть ли параметръ 4; отрицательное значен!е или положи- 
тельное. 

Совокупность всхЪъ точекъ прямой, расноложенныхъ между 
точками Р ир,, называется „отрфзкомъ“ Р,Р,; остальныя точки 
прямой лежатъ на „продолжен!яхъ“ отрфзка Р.Р,. 

Изъ уравнемй (15} мы получаемъ такъ называемое „параметри- 
ческое“ выражене точекъ прямой: 

о 
1—4, 1—4, 1—1, 
изъ котораго вновь легко усмотрфть, что параметрь А, не можеть 
| равняться 1. Точно такъ же въ форм 


выражаются точки прямыхь Р.Р. и Р.Р,, гдЪ Р; = (аз, Вь, сз) есть точка, 
не принадлежащая прямой Р.Р. 


Е и: 
а О ми о о 85 
а ВЕ ба 
ео г 
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Три точки Р,, Р., В, образуютъ „треугольникъ“, отрфзки 
РР Рь В, его стороны. 

Пусть 5,, 55, 53 будуть точки пересфченя прямыхъ Р.Р., Р.Р:, 
Р.Р, съ н%Фкоторой прямой, которая расположена въ плоскости треуголь- 
ника 1) и служить пересфченемъ послфдней съ другой вспомогательной 
плоскостью 


Ах + ВУ СО =0. 
Системы чиселъ, представляюция собой точки 5,, 5», 93, имфють видъ 
(16) или (16’) и должны удовлетворять уравненю вспомогательной пло- 


скости. Мы получаемъ такимъ образомъ по одному линейному уравненю 
для опредфленя параметровъ А, 4», 4: 5"); мы найдемъ: 


ор Аа, | В Сс» Е 
Аа: | Вв. -- Се, НО’ 
И Ча, + В, С& ЕО (17) 
ЕО Е" 
Ла, + Вы + Са - ВБ 
Аа, | Вы, + Сс, О’ 


и отсюда получимь очень важное соотношене: 


ее 


И —= |: (18) 


Это соотношеше представляетъь собой аналитическое выражене извЪстной 
теоремы Менелая, но на этомъ мы не будемъ останавливаться. Мы вос- 
пользуемся этимъ соотношенемъ только для доказательства „аксюмы распо- 
ложеня въ плоскости“ (Гильберть), которую мы приводили выше ($ 8, П,). 
Прямая, расположенная въ плоскости треугольника, либо встр Ь- 
чаетъ двЪ его стороны (не продолжен1я ихъ), либо не встр5чаегъ 
ни одной. Въ самомъ дфлЪ, въ виду соотношеня (18) изъ трехъ пара- 
метровъ Й,, 4», Аз Либо два имфютъ отрицательныя значеня, либо ни одинъ. 

Этимъ доказано предложен Их, а вмфстЪ съ тфмъ всБ предложен [и И. 


6. Мы переходимъ теперь къ конгруэнтности. Два отрЪфзка мы бу- 
демъ называть конгруэнтными, если они имфютъ одинаковую „длину“, 


7) Каждая точка прямой Р,Р, выражается уравненями (16), въ которыхъ 
7, имъеть соотвфтствующее значене. Если мы хотимъ опредфлить то значен!е па- 
раметра й,, которое отвфчаеть точкЪ пересфченя прямой Р,Р, съ прямой 5, то мы 
должны принять во внимане, что соотвЪтствуюция значешя х,, уз, дз Удовлетво- 
ряютъ уравненйю вспомогатсльной плоскости 


Ах | ВУ Сх =; 
подставляя ихъ сюда, мы получимъ значене 7,. Такимъ же образомъ получимъ зна- 


ченя параметровъ А, и #,, соотвфтствующя точкамъ пересфченя прямыхъ Р,Р, и 
Р.Р, съ прямой 5 
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а два угла мы будемъ называть конгруэнтными, если они имфютъь одина- 

ковое „измфрене“; то и другое ноняе намъ еще предстоитъ установить. 
= # : # 

Отрьзку, имфющему конечныя точки (х, у, 3) и (х’, у’, х) мы отнесемъ 

положительное число [, опредфляемое формулой 


И (19) 
которое мы и будемъ называть его „длиной“. Число это не м$няется, 


если мы замфняемъ его крайня точки другъ другомъ; „длину“ отрЪзка 
мы будемъ также называть „разстоящемъ“ его концовъ. 


Тригонометрическихъь функшй мы, конечно, не можемъ здЪсь ввести 
обыкновеннымъ способомъ; напротивъ, мы опредфлимъ ихъ совершенно 
независимо отъ какихъ бы то ни было геометрическихъ соображенй по- 
казательнымъ рядомъ (т. 1, 5 118): | 


2с0$ф = Тем, Это == ем, 1=уУ— 1. 


Двумъ отрфзкамъ Р.Р, =, и Р.Р. =(., выходящимъ изъ общей 
точки Р, (а, в, с.) и имъющимь конечныя точки Ра Ш ФИ 
Р; = (аз, Вз, сз), мы при помощи формулы 


4,43с0$ ф1 = (а.— а) (а— а) 1-6, —6,)6©.—6,) Не. се — с) (0) 


и добавочнаго услоя у, = л однозначно отнесемъ уголъ или. вфр- 
нЪе, отвлеченное число ф,. которое мы назовемъ „угломъ межлу этими 
двумя отрфзками“; ф, называется также числомъ, измфряющимъ этотъ 
уголъ. Однако, придерживаясь этой терминолоци, не нужно придавать 
этимъ выраженямъ никакого содержаня помимо того, которое въ нихъ 
вложено опредфленемъ °). Косинусь угла ф,, какъ и въ обыкновенной 
тригонометрии, представляеть собой правильную дробь, которая можеть 
принимать всф значеня оть — 1 до -- 1; въ самомъ дЬлЪ, его числитель 


И по абсолютной величинЪ не превышаетъ знаменателя №, ибо, если мы 
вь тождествЪ 


(4? 4 В? ив: бы) (4.2 | В»? ] С") ый (1, 4 А В В, и (1 в 
к (1. В, к А, В, `- (В, С. та В.С се (С, 4, 4 С. 
положимъ 
Фа. ВЕ, Ок 
Я, =а—щ, В=Ь В, С =, 
10 получимъ для разности \? — И? сумму трехъ квадратовъ, которая не 
можетъ имфть отрицательныхъ значенй, а потому № — 72-0, М-Й. 


®) Иными словами, при указанномъ въ текстЪ заданйи точекъ Р,, Р,, Р. мы 
подъ угломъ Р,Р,Р, будемъ разумфть не что иное, какъь число 9,, опредфляемое 
уравнешемъ (20). 
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Если мы напишемъ уравненя двухъ прямыхъ, на которыхъ лежатъ 
наши отр$зки: 
(х — а): (У— В: ( — сд =: 0,14, 
(х — а): (у — №: К — с) = : 5: и, 
при чемъ первая прямая проходитъ, скажемъ, черезъ точку (а, И м 
а вторая черезъ точку (аз, 6., сз), то 
Пт а == (5-м): (6. —®) : (©, = ©М 
И а 
такъ что 
Е: — Шу #0, = ба —В, И 6. В 
А == (— 4, Я — В, АС м, 
гдЪ и и А суть коэффишенты пропорцюнальности. Вставляя эти выраже- 
ня въ уравненя (20), получимъ: 


Ноа | 9505 -- 20. 


со$фи == Е — - — ——.. 
Ги. Ре, |, Уи? - 9.2 + а? 


Хотя коэффищшенты х и Я здфсь опять исчезли, но двойной знакъ 
остается въ силЪ, потому что корни должны быть здЪсь взяты съ такими 
знаками, чтобы длины 4 и 43, фигурируюшя въ равенствЪ (20), имфли 
положительныя значеня; такъ, напримфръ, радикалъ 


У(а, — а} -- $, Ве а = Узи? о, Ра 
при отрицательномь ях нужно взять въ такомъ ВИД: 
5 Ум. = в" 4 ь ве - 


Итакъ, двЪф прямыя опредфляютъ два дополнительныхъ угла, 
а два отрфзка— только одинъ уголъ, при услов1и, что углы счи- 
таются не выше п. 

Именно, чтобы получить, такимъ образомъ, однозначное опредфлеше 
угла, мы ограничили его значеше въ формулЪ (20). 


7. Чтобы вычислить тенерь треугольникъ, опред5ляемый тремя точками 
Р, = (ан, В, с1), Р, = (@», Вь, с»). Рз == (@., В., сз). 
мы положимъ: 


Р.Р.Р, = 91. Р. Р.Р. = 4», <Р,Р.Р, = Фь, 


Р.Рз — @;, Р.Р; = 4, РУВ, = 4. 


Въ виду соотношеня (20): 

41 45с0$ Е а а р.) | (1—3) (Е,— сз), 
4,4:с0 фу = (@,—а,) (ааа) (6—6) (6.—В,) 6), (21) 
44, с03ф» = (а.—а,) (а/— ао) | (р.— р.) (6. — 6.) РГ ее.) (с. с»), 

ГДЪ 


4, = У (а, — в 6, — № +, — в), 
а == Ус. о а и ($. 5 В.) (сз 65%, (22) 
4; == Уа,— а) | (6 р, - (с С». 


Складывая уравненя (21) попарно, мы получимъ: 
4, = 4,с0$ф,  4.с03ф», 
4, = 4.с0$ф, + 4, с0$ф., (23) 
4; = 4: с08фь -|- 4,с0зфи. 
Опредфляя теперь изъ первыхъ двухъ уравненй (23) со5ф, и с05ф, 
и подставляя въ третье, мы получимъ: 
4, = 41? - 4,? — 24.4. соз фз. (24) 


Это есть такъ называемая „теорема косинусовъ“ элементарной тригоно- 
метри. При 9 =1л мы получаемь отсюда, какъ частный случай, теорему 
Пиеагора; формулы (23) опредфляютъ въ этомъ случаф созф, и со. 
по отношенямъ сторонъ прямоугольнаго треугольника. 

Простое слфлстые теоремы косинусовъ представляеть собой теорема 
синусовъ. Въ самомъ дфлЪ, такъ какъ 5?ф, —=1 — с05?ф., то соотно- 
шене (24) даетъ: 


442,2 эт? ф, = 44,2 4,? — (4:2 — 4? — 4 
— (24, ИИ я 4? - 4,2) (2414, - Ч — 1—4.) 
= (4, т. Ч о 4.?) и = (4, — 4?) == 16.42, 


гдЪ мы, для сокращеня, положили 


4 & -Е 4, = 2; (25) 
и 
д У $ — н (26) 
Такимъ образомъ, 
4.4.3. = 4,4 зтф, = 44 зтф» == А, (27) 


при чемъ корень долженъ быть здЪсь взять съ положительнымь знакомЪъ, 
такъ какъ уголъ, меньший л, не можетъ имфть отрицательнаго синуса. 
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Соотношене (27) есть не что иное, какъ теорема синусовъ плоской 
тригонометрии: 
зтф; : зтф, : эф: — 4: 4 : 4 (28) 
Если мы раздлфлимъ первое изъ уравнешй (23) на одно изъ трехъ 
чисель { и ихъ отношеня, по теоремф синусонъ (28), замфнимь отно- 
шеными синусовъ соотвЪтствующихь угловъ ф, то получимъ: 


этф, = 91ф,с0$5ф, — с0$, эп, 


или, согласно теорем сложен, 


эф, — эщ(у, | фу); (29) 
точно такъ же 
ину, — 311 (93 Г Ф,), 914, — ЗИФ ф.). {30) 
Такимъ образомъ, либо 
фи = ФР 9. — м, (31) 
либо 
фу Руж 
фа 9-9, (32) 
ф. =: } $». 
т.е. ф.--ф, | ф. = 0; отсюда мы получили бы, однако, ф, = $, =. ==0, 


такь какъ вс углы имЪють положительныя значены. Но тогла уравнешя 
(23) дають: 4, | 4, 4, =0, и опять, стало быть, вр В 0 ЭТО 
же иевозможно, потому что соотношеше (, — 0, напримбръ, даеть: 


м 


такъ какь здфсь всЪ три слагаемыя могутъ имфть только положительныя 
значения, то они всЪ5’должны обращаться въ нуль, т. е. точки ИР 
должны совпадать. Итакъ, изъ двухъ исключающихь другъ друга допу- 
щен (31) и (32) послфднее неправильно, а потому: сумма угловъ вь 
треугольник составляеть два прямыхъ. 


8. Уголь треугольника вполнф опредфляется своимъ косинусомъ, 
между тфмъ какъ данному синусу всегда отвфчають два угла. дополия- 
юще другь друга до двухъ прямыхъ. Это сказывается при вычислени 
треугольника по даннымъ его сторонамъ или угламъ. Если треугольникъ 
опредЪляется данными элементами однозначно, то онъ „конгруэнтенъ“ 
всякому другому треугольнику. въ которомъ эти элементы имфютъ т же 
значеня, т. е. треугольники имфютъ одинаковыя стороны и оди- 
наковые углы между соотвфтственными сторонами; это мы при- 
мемъ здфсь за опредфлеше конгруэнтности. Этимь путемь мы должны, 
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слЪдовательцо, придти кь четыремь предложенымь о конгруэнтности тре- 
угольниковь. Прежле всего, если вт» треугольник6 даны двЬ стороны (1, 
и фи уголь „между ними заключенный“ ф., го мы сначала по теоремЪ 
косинусовъ опредфлимь однозначно положигельное число (.; затЪмь мы 
опрелфлимь с05ф; и с0$ф., слфдовательно, также ф,, ф,, однозначно 
при помощи той же теоремы, хотя этоть именно способъ вычисленя не 
можеть считаться наиболБе удобнымь. Первая теорема о конгрузэнт- 
ности, такимъ образомъ, имфетъ мЪсто въ нашей геометр;!и. Если 
даны сторона 4 и лва „прилежащихь“ угла ф, и ф,, то лвЪ друпя сто- 
роны (/, и 4, опредфляются проще всего по теоремЪ синусовъ. такь какъ 
треий уголь {ф.,=л — 4, —ф, извЪстенъ. Этимъ доказана вторая 
георема о конгруэнтносги треугольниковъ. Конгруэнтность 
двухьъ треугольниковъ, имБющихь одинаковыя стороны, нено- 
средственно очевидна, такь какь углы могуть быть однозначно опре- 
дБлены по теоремь косинусовъ. Для доказательства послфдней теоремы 
о конгруэнтности треугольниковъь намъ нужна лемма, что въ треуголь- 
никЪ противъ большей стороны лежить больпий уголъ. Если мы 
изь второго уравнены (23) вычтемь первое, то мы получимъ: 


4, (054, — с08ф.) — — (1 - 6054.) (4, — 4), 
гакь что: 
с05ф: — с03ф, _ __ 2608} фз (33) 

и — 4. 4 

Правая часть этого равенства во всякомъ случаф имбБеть отрина- 
тельное значеще, такъь какъ вь дроби знаменатель ({, всегда есть по- 
ложительное число, а числитель представляеть собой квадрать. Если 
поэтому ({, >4,, то сор, — с0зф, есть отрицательное число, а поэтому 
с0зф. >> с05ф, т. е. ф, > 4,, такъ какъ въ интервал отъ 0 до лось 
возрастанемь угла косинусь уменьшается. Наша лемма, такимь образомь, 
доказана. Если поэтому по даннымь (/,, 4, и ф, мы опрелблимъ уголь 
/, при помощи теоремы синусовъ, то изъ двухь возможныхь угловъ, 
согласно нашей леммф, нужно взять острый уголъ, и треугольникъ такимъ 
образомь опрелфляется олпозначно. Итакъ. два треугольника конгру- 
энтны, если двЪ стороны и уголъ, противолежащай большей 
сторон$, опного треугольника равны тЬмъ же элементамъ дру- 
гого треугольника. 


9. Этимъ установлено, что въ нашей геометрии остаются въ силЪ 
всБ теоремы о коигруэнтности. Намъ нелостаетъ еще только характернаго 
прелложешя Евклидовой геометри, ипятаго постулата: черезъ данную 
гочку проходитъ одна и только одна прямая, расположенная съ 


данной прямой въ одной плоскости и не встрфчающая ея. 
Веберъ, Энциклои. злеменг. алгебры: 8 
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Это предложене легче всего доказать, пользуясь соображенями 
п. 5-го. Пусть Р.В, будегь данная прямая, 5, данная точка и 5 парал- 
лель, которую намъ нужно провести. Мы называемъ двф прямыя въ пло- 
скости параллельными, если онф не имфють общихь точекъ. Поэтому, 
чтобы прямая у была параллельна прямой [,Р., выражеше (16) для точки 
$, должно перестать существовать; какь мы указали въ замфчайи кь 
уравненямъ (15), это наступаеть только въ томъ случаф, если й, при- 
нимаеть недопустимое для него значеше 1. Такъ какъ точка 5, дана. то, 
въ виду соотношешй (17), А, =1; далБе, вслфдстые соотношеня (18) 
въ этомъ случа А.А, = 1, а потому й, также не равно 1; этимь уста- 
навливается дЪйствительная точка 5.. Прямая 5,5. представляеть собой, 
такимъ образомъ, единственную параллель кь прямой Р.Р, °). Формулы 
(16'’), въ виду соотношены й,4, = 1. послБ простого вычислешя даютъ: 


а, —а, р. — В, С — С! 

А, — А: ==- ‚ у = 2 — & ==— 7 

о- а п" ых 
итакъ, — прямая, проходящая черезь точку 5, = (х1, №, ди) парал- 


лельно прямой 
хи): Оба -- (6, — 6,) : (© —с,), (34) 
имфетъ уравненше 


Че ее (а), —а)): и в): © — 5). 5 


') Это разсуждене, кажется, недостаточно ясно. Авторъ возвращается къ обо- 
значенямъ, принятымь вь и. 5. Три точки Р,, Р,, Р., не расположенныя па одиой 
прямой, опредбляютъ собой плоскость. Каждая точка (х,, уз, 13) на прямой Г 
можеть быть выражена уравненями (16), гдВ #, есть опредфленное чнсло, отличное 
оть 1; п обратно, при любомъ значен параметра 1,, отличномь отъ 1, уравнешя 
(16) выражаютъ точку на прямой ^,Р,. Такимъ же образомъ урзвненя (16’) выра- 
жають точки прямыхъ /, Рь и Р,Р,. Если мы разсЪчемь эти три прямыя четвергой 


прямой ‹, расположенной въ той же плоскости и именно представляющей собой 
сфчеше этой плоскости съ плоскостью 
ха -Ь =, (!) 


то точки пересфченя $,, 5,, 5, выразятся тЬми же уравнешими (16) и (16'), при 
чемь параметры А,, ^,, /. будуть амбть значения (17), которыя даютъ 
ай ВИ (1!) 

Теперь авторъ ставить вопросъ такь: положимъ, что точка 5, намь задана; при 
какихь условяхъ прямая, представляющая собой сЪчеше плоскости Р,Р,Р, съ 
плоскостью (!) и прохолящая черезъ точку 5,, булетъ параллельна прямой Р,Р,? 

Чтобы прямая была параллельна прямой Р,Р,, необходимо и достаточно, чтобы 
точка 5, не существовала, т. е. чтобы А, = 1. Съ другой стороны, такъ какь точка 
5, дана, то дано значеше 7,, отличное отъ 1. Но въ такомъ случаф соотношение (!!) 
даегъь однозначно значеше 4,, опредЪляеть точку 5,, и, стало быть, требованию 
уловлетворяеть одна и только одна прямая 5, а 
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Наша цфль, такимъ образомъ, лостигнута. Дальнфйшее развите эле- 
ментарной геометр!и уже не представляеть никакихъ затруднешй, и по- 
тому мы этимъ здсь заниматься не будемъ. Въ заключеше мы остано- 


вимся еще только на аналитическихъ предпосылкахъ предложеня о па- 
раллельности. 


10. Прямая $ оказывается параллельной прямой Р,Р,, потому что 
при ^, —=1 выражен, опредБляющя точку 5., принимаютъ вилъ: 


Ф- __ в — 4. С. — 6 


В — 0 . 23 —= 0 


= тик 


Если, однако, мы дадимъ параметру 4. значене 1 не непосредственно, а 
булемьъ давать ему значеня, постоянно возрастаюншя оть 0 и неогра- 
ниченно приближаюнняся кт, 1, то числа Хз, №;, дз будуть возрастать 79) 
безпрелфльно. Въ предЬлф мы получаемъ, такимъ образомь, безконечно 


болышя „значеня“ У», У»» 4» Чисель х,, у,, д, которыя сохраняють. 
однако, конечныя отношеня: 


За Ую 1 == (Ч, — а.) : (6, — 6.) : 6, — в 


Если мы теперь расширимъ опредфленйе точки въ томь смыслЪ, чго до- 
пустимъ также безконечно большя „значеи!я“ чисель х, у, 2, съ ТЬМЪ, 
однако, чтобы они сохраняли конечныя отношеня, и такого рола точки 
назовемь „несобственными“, то мы должны будемъ каждой прямой 


им: №: фа): 6: — С) 


приписать одну и только одну несобственную точку (х 
и именно такъ, что 


юз У > Аш) 


ев гл, = (в — Ч): 46, — 6): (с, — с). 


Какъ непосредственно обнаруживает заключительное прелложеше п. 9-го, 
лв прямыя будутъ въ этомь случаф параллельны, если он% 
им5ють общую несобственную точку 71). 

Бели (лу. и (и, 5.". 33") суть двБ собственныя точки пря- 
мой Р.Р, сь параметрами #, =’ и 1, -=и", то простое вычислеше даетъ: 


ет (а, —а,)х. уу — у" == (В, -6,)х, да == (6, — Сз)х, 
ГДЪ х=(— (1х) (1 — >”), 
такъ что 


У (р -|- Е и? ] ре д." = Ах р 


°) По абсолютной величинЪ. 
7") См. дополнеше (!} вь концЪ книги. 
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гль 4, имфетъ зпачене. выражаемое формулой (22). Поэтому разстояше 
точекь (%’, Уз”, дз) и (х.’, №.", 43") возрастаеть безиредбльно, если па- 
раметрь х’ сохраняеть постоянное значеше, отличное отъ 1, а другой па- 
раметръ х” возрастаеть оть 0 до 1; это зиачитъ: несобственная точка 
прямой имфеть безконечно большое разстоян!е отъ каждой изь 
собственныхть ея точекъ. 

Сущность понят о несобственной точкЪ лучше всего выясняется, 
если опредфляемь точку не тремя, а четырьмя конечными дЬйсгви- 
гельными числами, при томъ, одпако, соглашеши, чтобы при вещественномъ 
значеши мпожителя о, огличномъ оть 0, системы чисель (х,, №, Ху, №, 
и (0ох,, ох, ох., ох,) представляли олну и ту же точку х, а числа 
(0, 0, 0. 0) не представляли бы точки въ этой геомегрш %. Плоскость и 
прямая опредфляются, какь въ геометрии (\ предылущихь пуиктовъ: пло- 
скость — лицейнымъ олпоролнымь уравнешемь 


т бо аа аа, — № (36) 


которое мы короче будемъ выражать символомь а (^) = 0; коэффищен- 
тами этого уравненя служать вещественныя числа, которыя ие обраща- 
ются совмБстно въ нуль; прямая опредВляется, какъ сонокупность точекъ, 
общихь двумъ различнымъ илоскостямъ. Двф плоскости @4(х) =0и 
р (х) =0 считаютъ тождественными, если онф содержать тф же точки, 
г. е. если можно опредфлить миожитель о такимь образомъ, что 4, == ов, 
оо, оф,. Услоше, чтобы лвБ илоскости не совна- 
дали, можно формулировать такъ, что величины (а. 0) а, (а. ВБ), (а. Ба, 
не должны быть равиы пулю, гдЬ Для краткости полагаемъ: 


(а, Б)уьь = аибь — арбь; (37) 


гакь какъ (и, 6)», равняется нулю тождественно, то мы можемь сказать 
вообще: чегыре величины (а, В), (а, в)-к, (а, В)зь, (а, Бик (при про- 
извольномъ {) не должны обращаться въ нуль совмБстно. 'Гочио 
гакь же двЬ точки (№, №, дь лм) и (У, у, т, У) различны, если 
четыре величины (х, т), (х, №)з, (х. у)зк, (х, у) ни при какомъ 
не обращаются совмБстно вь нуль. По двумь различнымь точкамь хит 
прямой а()-= 0 и р (\) =0 мы получаемь безчисленное множество 
другихъ ея точекь при помощи формулы: 


о (38) 


гдЪ коэффишенты хи А могуть принимать всевозможныя копечныя зиаче- 
ны; вь самомь дбБлБ, совершенно ясно, что а (5) = хам) Е Аа(у) = 0. 
С) = иб (а) | 1Ь(») == 0, такь какъ въ отлфльности 4(^) = 0, а(у) = 0, 
Ь(\) —= 0. Ь(+) =0. Формула (38) замфняла бы, такимь образомъ. иара- 
метрическое выражене прямой (16). если бы можно было обнаружить, 
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что каждое общее р5шеше уравненй а(;) = Ои (5) — О при надлежа- 
щемь выборф постоянныхь и 4 можегьъ быть предстанлено формулой: 


дв = мир Г № (ф = 1,2, 3, 4). (39) 

Но возможность рфшить совмёстныя уравиешя 

г. > 1 

лй Хр р Ул 9 › 

Е 
огиосительно ри ‹} зависигь оть того, обрашается ли опредфлитель 
(^, \ьк вь нуль, или н6ть. Такь какь точки х, у другь оть друга 
различиы, то опредБлители (х, ук не могуть обращаться вь нуль при 
всБхь комбинащяхъ указателей р, ^. Положимь поэтому, что опрелЬлитель 
(л, Уаз огличень оть нуля. Тогда мы можемь привести ди и д; КЪ вилу: 


о — Хор Уф, ав Е Ар 1 Уз] - ( +0) 


Кь иилексамъ а, 3 мы присоедилимь индексы у, @ такимь образомь, 
чтобы числа а, 3, 7, 9 представляли н$5которую перестановку чисель 1, 2, 
3, 4. Тогда изъ уравненшй а (5) = О и 6(;) =0 вытекаетъ: 


а. —ВСа, =0; 
или подробно: 
(а, Буи, Е (а, Бена, -- (а, Взь-- (@, Вад, == 0, или 
(а, ши да Е (а, В) г (а, а -- (а, Вон — ©. 


Этимъ уравненямьъ уловлетворяють также ду, А) Аз, АИ У, Т,, 
у., №,- Изъ нихъ, вь вилу соотношнешй 40), вытекаетъ: 


(а, Винил | а, Б)зьаар -Е (а. Бани -| (а, 6)ант9 
+ а, Бун, 4 (в Банда = 0; 


(41) 


а такь какъ величины А и у сами также удовлетворяють уравненямь 
(41), то: 
= ((а. еже (9, В) ха)р = (а, Ь) ну, — (а, в) ит) 
| (а, А (а, р) нда — 0, 


гакь что 
(а, 6). фи — р; — Чу, Е ‘а, Вон 1 до — рхо — Ч] = 0. 
Теперь, если (а, 0).„ не равио нулю, то, полагая въ этомъ уравие- 
НШ и —0 или =. получимь: 
лу == рх, Г Чу», 


(42 
до = Ро Г 4 у0- 1 
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Съ другой стороны, такъ какъ равенство (а, 6). = 0, въ виду ура- 
вненй (41) (при м =9), влекло бы за собой уравиеше: 


(а, Равда - (а, б)лодв == 0, 


которому должны также удовлетворять Хи, Хн И уш, Уз. ТО мы имфли бы: 
Хи: Аз ЕЕ : Ма; ЭТО противорфчитъ сдфланному допущеню, что (х, У) ай 
ие равно нулю. Итакъ, соотношене (4, 6),5 = Оне можетъ имфть мЬста, 
и мы такимь образомъ доказали, что вс точки прямой могутъ быть 
выражены по двумъ изъ нихъ въ форм: 


Ре. (43) 


Мы огобразимъ теперь геометрю однородныхъ координатъ № въ 
прежней неоднородной системф @, полагая: 


=, =, =, 
^4 ^4 Аа 
х А ‚ Хх , 
—х. = — у", 28 ==х, (44) 
м ба № 
у’ , 
- . == к. № =", ий Е. ее 
} а 1 1 у 4 


здфсь слфва стоять коорлинаты пространства №, справа —просгранства (, 
гакъ что смЫшать ихъ сь обозначенями вь уравиешяхь (16) и (16°) 
нельзя. Теперь выраженя (43) даютъ: 


Е р т" 4 *)/ Ч ") мА 
А >) - = — = -4——* 1 ‚= == и" 
мар +4 д, | ро: ь р ^& 1—4 


гдЪ 
. ( й 
2=— 41, 
ра: 
И однородное параметрическое выражене прямой принимаеть прежний ВИДЪ: 
ый и ДА у’ ао 7 у" Я ВТ 
ре Е г. Е Г Хх == < — ^ 
1—4 : 1—4 1—4 


Значенио параметра А = 1, которое мы прежде считали недопу- 
стимымь. соотвфтствуетъь теперь равенство рл, + У == 0, Т. ©. да = 0. 
Иными словами: Въ геометр!и ( значению параметра А —=1 не 
отвЪ чала собственная точка прямой; между тЪмь вь геометрии 
» этому значен!ю отвфчаетъ та точка прямой, которая лежитъ 


въ плоскости 2, = 0. Сь точки зрьшя геометри (© мы можемъ такимь 
образомъ сказать: несобственнымъ точкамъ пространства ($ отвЪ- 
чаютъ въ просгранствЪ № точки плоскости д, —= 0; двБ прямыя 
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или плоскости въ пространствЪ 6 параллельны, если он% пере- 
сЪкаются въ точкЪ или, соотвЬтственно, по прямой этой пло- 
скости. Можно поэтому сказать, что несобственныя точки про- 
странства © образуютъ „несобственную“ плоскость, которая 
съ каждой собственной плоскостью имфегъ общую прямую — 
„цесобственную“ прямую этой плоскости. Такова современная 
„проективная“ точка зрфшя на параллелизмъ 72). 


$ 13. Сущность основныхъ понят. 


1. Первымъ и важнфйшимъ результатомъ изложеннаго изелфдованя 
является то. что Евклидова геометр!я пе содержитъ никакого 
противорЪч!я; въ самомъ дфлЪ, мы обнаружили существоване, по крайней 
мЬрь, одного миогообразя, или комплекса. составленнаго изъ тройныхъ 
числовыхъ группъ, элементы котораго, будучи поставлены въ надлежащую 
лругь оть друга зависимость, внолнь подходятъ подъ основныя опредфленя 
и основныя предложеня Евклидовой геометри. Конечно, эти элементы, 
а вмЪстБ сь тёмъ и вся эта геометря, не имЫоть вовсе конкретнаго су- 
ществоёаныя; устанавливая поняме „о длинф“ и „объ угл“, мы категори- 
чески указывали. что здЪсь подъ этими поняями не нужно разумЪть р%- 
шительно ничего, кромф$ чиселъ, опредБленнымъ образомъ отнесенныхъ 
кь другимь числамъ. Но именно то обстоятельство, что обыкновенных 
свойствъ ариеметическихь чиселъ оказалось достаточно, чтобы отобра- 
зить систему Евклидовой геометрри такимь образомъ, что каждое ея 
прелложене остается въ силЬ вь этой геометри чиселъ, и. обратио, каждое 
предложене ариеметической геометрии можеть быть перенесено въ про- 
странство, именно это удостовфряетъ, что основныя поняМя и основныя 
положешя Евклидовой геометри другъ съ другомъ вполнЪ совмЪстимы. 

Установивь отсутсте противорфчй въ Евклидовой геометри, мы 
тфмъ самымь устанавливаемъ правильность двухъ неевклидовыхъ геометрий, 
гакъ какъ эти послЪдня только вмфстЪ съ Евклидовой геометрией оста- 
ются правильными или палають: иостроенная въ сферической сЪти 
ариеметической геометр1и предыдущаго параграфа ни эллипти- 
ческая ни гнперболическая геометрия никогда не можеть при- 
вести къ логическому противорЪч1ю. Такъ какъ, съ другой стороны, 
отсюда вытекаетъ, что постулать о параллельныхь линяхь не прелста- 
вляеть собой логическаго слфдствя остальныхь понят и посылокъ гео- 
метр, то намь не покажется уже страннымъ, что та точка зр$Ън!я на 
параллелизмъ, которая, какъ мы выяснили въ предылущемъ параграфъ, 
установилась вь учен!и о перспективЪ и въ проективной гео- 


7") Еще разъ указывасмъ, что къ выяснению этихь илей мы сше возвра- 
тимся въ особомъ дополнениг въ концЬ книги. 
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метр!и, также оказывается логически лопустнимой. Согласно эгой 
георш, параллельныя прямыя также имфМоть точку пересфченя, которая, 
однако, какъ „несобственная“ точка, принадлежитъ особенной плоскости 
пространства— „несобственной“ плоскости. На это, олнако, можно либо смо- 
трфть только какь на описательное выражене того факта, что точка пере- 
сфченя въ дЪйствительности не существуетъ, либо же можно представлять 
себф „несобствениую“ плоскость, какъ дфйствительно существующую. Въ 
строго абстрактной геомегрйи такое выдфлеше одной плоскости изъ всфхь 
остальныхь представляегь собой. конечно, акть произвольный, но самъ 
по себф вполиф допустимый. Такь какь, сь другой стороны, эта 0со- 
бенная плоскость, какь таковая, оть остальныхь плоскостей ничЬмь пе 
отличается, то мы можемь сказать; съ точки зр$н!я на паралле- 
лизмъ, устаповившейся въ проскгивной геометрЁи, эллипти- 
ческая геомстр!я, въ которой вс% плоскости. а также всБ прямыя 
ОДНОЙ и ТОЙ же илоскости всегда переськаются другъ съ дру- 
гомъ, прелсгавляеть собой абстрактную основу параболической 
и гиперболической геомегрии; вь самомъ дфлЪ, путемь введен въ 
гиперболическую» геометрио идеальныхь точекь и прямыхь, мы дости- 
гаемь, того, что и вь эгой геомегри всф плоскости и всф прямыя въ 
плоскости взаимно перес$каются. 

Евклидова геометря вь параболической сти лаетъ возможность 
установить еще четвертую точку зрфны на геометрическую безконечность, 
также не содержащую внутренняго противорфчя: здЪсь всфмъ прямымь 
и плоскостямь отнесена одна общая точка на безконечности "3). Паралле- 
лизмь здфсь опрелфляется, какь и въ Евклидовой геометрш, тфмъ, что 
прямыя не ипересЪкаются, при чемъ несобственная точка за точку пере- 
сЬчешя не считается. Впрочемъ. на обыкновенное Евклидово пространство 
можно также смотрЪть, какь на предфльный случай параболической сфги. 
центрь которой уходитъ вь безконечность. Окружности и сферы ири 
этомъ перехолять вь „дЪфйствительныя“ прямыя и плоскости. 


2. То обстоятельство. что оказываются возможными (по крайней 
мрЪ) четыре совершенно различныя, даже противор Бчивыя точки зрЬшя 
па безконечность и па параллелизмъ, наводить на очень серьезныя раз- 
мышленя. Въ самомъ дфлЪ, кто станеть теперь серьезно утнерждать, что 
геометр исключительно описываетъ „факты“ пространственнаго восприя- 
\я? Развф, говоря о безконечно удаленныхъ элемеитахъ, мы пе имфемъ 
передъ собой чисто абстрактныхъ построенй, которыя остаются за пре- 
дЪлами не только каждаго возможнаго опыта, но и всякаго вообще 
опыта, какой мы только можемь себБ прелставить; ие обпаруживается 
ли здфсь ясно. что не только предсгавлешя оказываютъ вльшше на попяе, 


13) Это общая точка, через, которую проходять всБ сферы сЪти. 


В 
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но и обратно: поняме оказываегь свое вмяне на наше представлене? 
Это вопросы. которые настойчиво прихолятъ въ голову каждому мысля- 
щему человфку. Прежде, чфмь мы риимся дагь огвфты на эти вопросы, 
будеть полезно нёсколько обстоятельнфе выяснить при помощи 1Вхъ 
средствъ. когорыя развиты въ $ 12, что здфсь затронуты также интересы 
чисто магематическаго характера. Въ $ 12, |1 мы показали высокое на- 
учное значеше логическаго анализа пашихь пространственныхь предста- 
вленй и чисто логическаго посгроеня теометри. Оно заключается въ 
гомь, что предложеня геомегрги, построенной строго формально, 
примфнимы ко всякому линейному трехм 5рному многообраз1ю, 
т. е. кь каждой систем объектовъ, которые паходятся другъ сь другомь 
соотвётственно въ такихъ же соотношешяхь. какь точки, прямыя и ило- 
скости. Выраженше исевдо-точка, исевло-прямая, исевдо-илоскость были 
термины, которыми мы пользовались во избфжане смышеня сь обычными 
поня ями; будемъ ихъ называть теперь основными образами „нулевой“, 
„первой“, „второй“ ступени. или, короче, @®. (%,. $%,; самое многообра- 
з1е пусть будеть @.; слово „ступень“ означаеть злЬсь то же. что и из- 
мфрене. Основные образы нулевой ступени мы будемь также называть 
элементами, какь это принято вь учении о комплексахь. Вся эта термн- 
ноломя паходить себЪ оправлаше вь томъ, что, помимо сферическихъ 
сфтей, существуеть еще безчислеиное множество трехмфриыхь много- 
образмй. какь мы это сейчасъ обнаружимь. такъ что точки, прямыя и 
плоскости могуть быть разсматриваемы, какъ индивидуумы родовыхь 
понят! (6. @.. 6. 


3. Изъ дидактическихь соображенй представляется непфлесообраз- 
пымь съ самаго начала развивать абстрактную геометрию, какъ геометрию 
трехм5рныхь линейныхъ многообразий, потому что самое поняте это ие 
дается непосредственнымь представленемъ, а предполагасть уже обыкно- 
венную геометрию. Лишь тогда, когда обыкновенная геометрия развита 
уже пастолько, что мы имфемь въ своемъ распоряжеши достаточно при- 
мфровъ линейпыхь мпогообразй третьей ступени, мы можемъ освободить 
паши теоремы оть обычиыхь точекь, прямыхь и плоскостей, которыя 
служать ихь субстратомь; мы можемъ ноказать, что образы 9, №, ©, 
этихь многообразй также удовлетворяють (Гильбертовымъ) акбомамъ 
геометри и, слфдовательно, и логическимъ ихъ слфдстиямъ; но съ этого 
момента геометры должна уже развиваться совершенно абстрактно въ 
примбиени ко всфмь извфстнымъ и мыслимымь многообразямъ. 


Если, напримфрь, обыкновенная геометрия строго абстрактио развита 
вь такой мфрЪ, что мы владфемь уже теорей сферической сфги, то мы 
имБемь вь параболической сти первое переоблачене Евклиловой гео- 
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метр!и (не включая сюда лишь ученя о безконечности 74). Если мы далЪе 
назовемь пары точекь, окружности и сферы гиперболической и эллипти- 
ческой сфти псевдо-точками, псевдо-прямыми и псевдо-плоскостями и обна- 
ружимъ, что он удовлетворяютъ всфмъ аксюмамъ Евклидовой геометрии, 
кром$ аксюмы о параллельныхъ линяхъ, то мы можемь утверждать, не 
повторяя вновь никакихъ доказательствъ. что кь нимъь примфнимы 
всф предложенмя Евклидовой геометр!и, не зависяня отъ акбомы о па- 
раллельности. 


ДалФе, средствами проективной геометр!и мы можемъ построить теорю 
кривыхъ второго порядка совершенно независимо отъ какихъ бы то ни 
было метрическихъ соображенйй; эта теоря непосредственно распростра- 
няется на сферическя сти, если разсматривать послфдня опять какъ 
псевдо-пространства. Изь кривыхъ и поверхностей второго порядка этой 
псевдо-геометри мы разсмотр$ли выше только псевдо-окружности и 
псевдо-сферы; гораздо интереснфе, олнако, обийе образы второго по- 
рядка, теорйо которыхь мы можемъ заимствовать изъ обыкновенной гео- 
метр!и безъ малЪЙйшихь доказательствъ. И, что особенно изящно, съ точки 
зрЪНя обыкновенной геометри это оказываются кривыя и поверхности 
четвертаго порядка (пиклиды), непосредственное изслфдоваше которыхъ 
представляеть болышШя затрудненя. Между тфмъ, перенося на нихъ гото- 
вый матералъ, мы неожиданно прбрЪфтаемъ неизсякаемый источникъ 
геометрическаго познаня. Достаточно указать на учене о полюсахъ и 
полярахъ. 

Такимъ образомъ, геометрию каждаго трехмфрнаго линейнаго много- 
образя можно изучать съ двухь соверчиенно различныхъ точекь зрЪня, 
постепенио переходя има практик$ отъ одной къ другой, хотя по существу 
оиф совершенно различны: мы можемъ разсматривать основные образы 
нулевой, первой и второй ступени @,, ©,, ©, многообразя ©. то какъ 
образы обыкновенной геометри, и тогда они имфбють очень сложную 
природу, то какь объекты, апалогичные точкамь, прямымь и плоскосзямь 
обыкновенной геометр!и, удовлетворяющие всфмъ ея аксюмамъ; тогда и 
слфдстыя этихь аксюмъ могуть быть примфнены къ (,, ($, @,. Такимъ 
образомъ, умственная работа, затраченная на построен1е чисто 
абстракгиой геометр!и послужитъ неизсякаемымъ источникомъ 
повыхъ истинъ. Итакь, не изь пренебрежешя къ творческой сил ин- 
тунши, не изь склонпости кь разрушительной критикф илн педантичной 
логикф, но изъ строго взвЫненныхъ интересовъ нашей науки надо па- 
стаивать па строгой кодификащи ея предпосылокъ, чтобы ея предло- 


78) Если вь Евклилову гсомстрию вволятся „безконсчно удалепныя“ точки, то 
онф занолняють „безконечно удаленную“ плоскость; въ параболической же сбти 
имБется только одна „безконечно удаленная“ точка (см. прим. 73). 
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женя сразу пр:обр$тали всю ту силу, которая имъ дЪйстви- 
тельно принадлежитъ. Это—требованме, которое, по Маху, принято 
называть „экономей мышленя“. 


4. Еще и по другой причинЪф представляется желательнымъ владЪть, 
такь сказать, нёсколькими геометрическими языками и развить нфкоторую 
упругость нашего воображеня. Именно, въ геометр!и трехмфрнаго простран- 
ства имфются задачи, которыя, по аналитическому своему характеру, скорЪе 
падають въ область пространствь четырехъ и большаго числа измфренйй. 
При этомъ въ первоначальной своей формЪ он$ не поддаются синтетическому 
изслЪдованию, потому что мы не привыкли разсматривать Евклидово про- 
странство, какъ образъ третьей ступени въ четырехмфрномъ пространств. 
Между тЪмъ въ Евклидовомъ пространствь имЪфется много линейныхъ 
многообразй четырехь и болфе высокаго числа измфренй. Наиболфе 
извфстно многообразе всБхъ сферъ: чтобы установить центръ сферы, 
должны быть даны его разстояня отъ трехъ взаимно перпендикулярныхъ 
плоскостей; ращусь представляеть собой четвертое численное задане. 
Итакъ, существуеть четырехкратно-безконечное множество сферъ, т. е. 
элементы многообразя всфхь сферъ отличаются одинъ. отъ другого 
четырьмя числовыми задашями, которыя могутъ принимать всевозможныя 
вещественныя значеня. Всф сферы образуютъ, по этой причин, четырех- 
мфрное многообразе ,. Это многообразе линейное, т. е. каждые два 
образа (. (сЪти) опредфляютъ одинъ образъ @., (связку); каждыя три 
$}. опредфляютъ одно (, (пучекъ); наконецъ, каждыя четыре ©, одно 
(, (сферу). Иначе: каждыя два @, опредфляютъ одно (@,; каждыя три 
@., не принадлежания одному (@,, устанавливаютъ одно (,; наконецъ, 
четыре элемента, не принадлежацие одному образу @., опредфляютъ одно 
($.. Аналогично опредфляется принципъ линейности для многообразй 
пяти н болфе высокаго числа измфренй. Аналитически линейности много- 
образ!я соотвфтствуетъ тоть фактъ, чго основные его образы въ коорди- 
иатахь выражаются „линейными“ уравненями, т. е. уравнемями первой 
степени. 

Если мы наткнемся на задачу, которая (сь точки зря аналити- 
ческой геометр!и) приводить къ тому, чтобы разсматривать пространство 
точекь, прямыхь и плоскостей, какъ основной образъ третьей ступени въ 
четырехмрномъ линейномъ многообразии, то лостаточно перенести задачу на 
многообразе сферъ—и мы будемъ въ состоян!и подойти кь задачЪ чисто 
синтетически, сдфлать ее наглядной. Однако, такой переходь изъ олного 
мпогообразя въ другое допустимъ только въ томъ предположеши, что оба 
многообраз!я подчиняются одпимъь и тЬмъ же аксюмамъ и ихъ геометрии 
опираются исключительно на эти аксюмы; какъ только мы вь до- 
казательствахь допускаемь мотивы, не имБюще чисто логическаго харак- 
гера, го такого рода перенесене не можеть а рйой считаться законнымъ. 
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Что существують геометрическия задачи, которыя удовлетворительно 
разрыпаются лишь въ томь случаБ, когла мы ихъ переносимь въ много- 
образе болЪе высокаго числа измфренй, въ этомь мы имфли уже случай 
убЪдиться на теорем Дезарга (см. 5 10, 1). Это предложеше, отнесенное 
голько_ къ треугольникамъ па илоскости, образуеть основу синтетической 
геометр!и плоскости. Но вь то время, какъ вс остальныя предложения этой 
планиметрии могуть быть доказаны средствами плоской геометр!и и при томь 
чисто синтетически, г. е. безь пособя аксюмъ конгруэнтности, -пайти 
такое доказательство для этого основного предложешя не удавалось; 
наконець, Гильберть вь своихь „Основашяхь геомегри“ ($ 23) обиа- 
ружилъ, что веб стараня вь этомъь направлеши необхолимо должны 
остаться лщегными. Гильбергь показалъ, что это предлокеше иеобхо- 
димо предполагаегь либо пространственную геометрио, либо аксюмы 
конгруэнтности. Но такъ какь аксюмы конгруэитности ипротивиы духу 
чистаго синтеза 1°), то это планиметрическое предложеше синтегически 
можеть быть доказано только при пособм пространства трехь измфренй 
и именно при помощи простыхь соображенй, изложенныхь нами выше 
въ $ 10, 1. 


5. Насколько задача можеть иногда получить неожиданно яркое 
освёщеше, когла мы переносимь ее въ другое многообразие, это мы 
постараемся выясинть на примфрЪ, тесно примыкающемъь кь теоремЪ 
Дезарга. 

Поль плоской конфигуращшей КЁ (р) разумБютъ систему, со- 
стоящую изъ п точекъ и п прямыхь на плоскости, которыя расположены 
такимъ образомъ, что черезь каждую точку сисгемы проходить / ся 
ипрямыхз, и на каждой изъ прямыхъ системы лежить Ё ея точекь. Про- 
странствениая конфигуращы КЁ. (Нл, ©.) есть система, составленная изь И 
точекъ, и плоскостей и © прямыхь слфдующимь образомь: черезь каждую 
точку сисгемы ироходить Ё ея плоскостей и въ каждой плоскости системы 
лежить Д ся точекь; каждая же прямая проходитъ черезъ у точекь и ле- 
жить вь у плоскостяхъ. 


Опредфлене всЪхь конфигуращй, соотвфтствующихь даннымь зиа- 


чешямъ чисель и, ©, К, у, представляеть очень интересную, но трудную 


задачу, которая ждлеть еще полнаго р6ёшеня. Въ нижеслБлующемь мы 
цпадимь два первыхь члена безконечнаго ряда конфигуращй, принадлежа- 
щихь, однако, пространствамь возрастающаго числа измфренй. Очень 


1) Что идея конгруэнтности чужла духу чисто синтетической геометриь, это, 
конечно, дфло точки зрЪн!я и, во всякомь случаЪ, зависить отъ тЪхь прелбловь, 
которые мы самн ставимъ чистой геометрш. Но дфло заключастся въ томъ, чго 
теорема Дезарга есть осповное ирсдложеше просктивной геометрии, а этой 
дисциилинЪ идея о конгруэнтности дфйствительно остается совершенно чуждой. 


125 $ 13 


простую плоскую конфигурацию и именно КЕ. (10,) лаеть фигура теоремы 
Дезарга, если мы беремь перспективные треугольники, расположенные вь 
одной плоскости и. Какь показываеть фигура 47, мы можемь кажлую изъ 
10 точекъ этой конфигураши помфтить лвумя индексами изъ ряда чиселъ 
1,2,3, 4, 5 такимъ образомъ, что каждая изъ 10 возможныхъ (парныхъ) комби- 
нашй фигурируеть только одинь разъ, а пары индексовь, принадлежания 
гочкамъ олной прямой, составлены только изъ трехь различныхъ цифръ, ко- 
торыя такимь образомь могуть служить для обозначен этой прямой. Такое 
положене дЪЬла наводить на мысль, что, быть можеть, вь трехм6рномъ 
пространств можно взять систему изъ пяти гочекь \,, \,, №. \,, \, та- 
кимь образомъ, что точка 
р, Е этой конфигурация слу- 
жить сБчешемть плоскости 
} сь прямою $4, пря- 
мая же конфигуращи р, К, / 
служигь сЁёчешемъ пло- 

с - 2» скости н сь плоскостью 
ата О ЗАВ (В, К, [== 1, 2, 3, 
4, 5). Это дЪйствительно 
оказывается возможнымь, 
и плоская конфигуращя КЕ (10.,) оказывается, 
у такимь образомъ, сЪченемъ плоскости съ 


совершеннымъ пятнугольникомъ вь ипро- 
! странствЪ, т. е. съ системой 5 точекь, пря- 


1 

1 

тм мыхъ, соединяющихь ихъ попарио, и плоско- 
'/ р 

. у стей, соединяющихъ ихъ по три. 

1} 

м Эго наводить на мысль разсмотрёть, 
845 


: восходя къ пространству. два персиективныхь 
тетраэдра. т. е. лва тетраэдра, вершины ко- 
торыхь вслфдствые особаго ихъ расположеня могугъ быть приведены въ 


Фиг. 4:- 


соотвфтстве такимъ образомъ, что прямыя. соединяюния соотвфтственныя 
вершины, проходятъ черезъ одну точку. Изъ этого заданя нетрудно вы- 
вести путемь повгорнаго прим$неня теоремы Дезарга, что соотвфтству- 
юния грани и ребра двухъ тетраэдровъ пересБкаюгся въ тгочкахъ и по 
прямымъ, расположеннымь въ одной плоскости. Фигура, которую мы та- 
кимъ образомъь получаемъ, образуеть конфигурацио КЕ. (15;, 20.). Какъ 
показываеть фиг. 48, ея точки могутъ быть обозначены индексами 1, 2, 
3, 4, 5, 6 (подобно фигурь 47) такимь образомъ, что каждая изъ 15 
возможныхь паръ цифръ фигурируеть только одинъ разъ, пары же то- 
чекь одной прямой нашей конфигуращи составлены только изъ трехъ 
цифръ, пары точекь олной плоскости —— изь чегырехь; эти тройныя и 
четверныя комбипащи могутъ служить для обозначены соотвётствующихь 
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прямыхъ и плоскостей. По аналоми съ КЁ (10.) мы естественно прихо- 
димъ къ мысли о полномъ шестиугольникЪ К, 3, $, 4, въ четырехмЪр- 
номъ пространствЪ, сБченше котораго съ трехмфрнымъ пространствомъ Кк 
нашей Евклидовой геометр!и давало бы конфигурацию КЕ. (15,, 20.); 
точка р, , прямая р, Ё, [, плоскость р, К. т нашей конфигуращи прел- 
ставляли бы тогда сфчеше пространста № к сь прямой $3», съ плоскостью 
Чи №, съ трехмфрнымъ пространствомъ 5, \«\ 9,» (ф, &, Ь т=ЕТ, 9, 3, 
4, 5, 6). Аналитически это предположене очень легко подтверждается ®): 
но провести веБ 


$ 


эти вычисления чи- 
сто геометрически 
очень трудно, по- 
тому что мы не 
можемъ наглядно 
представить про- 
странство №к въ 
вид образа въ 
пространствЪ Ку. 
Но такъ какъ мы 
знаемъ, что. всЪ 
сферы, пучки, 
связки, и СФти 


сферъ могуть быть раз- ` /” стями, пеевдо-пространствами; 
сматриваемы, какъ основные ‚ г. мы вообразимъ здЪфсь шесть 
образы нулевой, первой, : произвольныхъ псевло-точекь 
второй и третьей ступени У, ., №, №. Вь, №, таюь, 
линейнаго многообразия @,, чго черезь каждыя двЪ исевдо- 
то эта трудность легко устра- точки нроходить одна исевдо- 
няется, если мы переносимь прямая, черезь каждыя три 
изслБдоване въ  многооб- исевдо-точки одна псевдо-пло- 
разе всфхъ сферъ. Образы `. скость, черезъ каждыя четы- 
9, $, 65, $. этого мно- фе ре— одно псевдо-пространство. 
гообразя мы будемъ назы- „СЪчене“, т. е. совокупность 
вать псевдо-точками, псев- общихъ элементовъ этого „со- 
до-прямыми, псевдо-плоско- ов вершеннаго“  четырехм$рнаго 


шестиугольника съ псевдо-пространствомь А представляеть собой конфи- 
гурашю КЁ (15,, 20,), которая огкрыта такимъ образомъ не только для 
геометрическаго изслЪдованя, но и для непосредственнаго созерцанйя. Вь 
дальнфйция подробности мы здЪсь входить не можемъ, мы должны были бы 


*| См. работы Рихмонда и Функа о конфигураши КЕ (15, 20.5: Ве пшопа, 
Ма. Апп. 53, К Рипск. {З#газ$Ьио, 015$. 1901). 


рвы 
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только упомянуть еще объ одномъ обстоятельствЪ. Къ числу нсевло- 
простанствъ принадлежитъ также пространство точекъ, прямыхъ и плоско- 
стей Евклидовой геометрии, какъ предЪфльный случай параболической сЪти 
съ безконечно удаленнымь центромъ. Сфчене четырехм 5рнаго совер- 
шеннаго шестиугольника съ этимъ частнымъ (псевдо-)простран- 
ствомь даеть конфигурашю КЕ (15,, 20.) въ обыкновенныхъ 
точкахъ, прямыхъ и плоскосгяхъ; именно, эго не что иное, какъ ра- 
дикальныя плоскости каждыхь двухъ, радикальныя оси каждыхъ трехь, 
радикальные центры кажлыхь четырехь изъ шести сферъ, которыя пред- 
ставляютъ собой псевдо-вершины шестиугольника. 


Если мы даже оставимь совершенно вь сторонф то случайное, осо- 
бенно благоприятное для насъ совпадеше, что изслЪдуемая конфигурашщя, 
въ кониф концовъ, приняла свою первоначальную форму, то огображене 
нашей задачи въ геометрии сферъ, само по себЪ, уже представляетъ зна- 
чительное завоеваше, такъ какъ область синтетической геометри расши- 
ряется благодаря этому на иЪлое измьреше. То же повторяется во мно- 
гихъ другихь случаяхъ. Поэтому представляется желательнымъ познако- 
миться нфсколько ближе съ объемомь поняя о линейномь многообразии; 
для яснаго же понимашя сущности основныхь геометрическихь понят 
это и само по себф необходимо. Мы вынуждены при этомъ предполагать 
знакомство съ началами аналитической геометри. Кто ими не владфетъ, 
тому придется принять выводы слфдующаго пункта на вЪру. 


6. Мы будемъ пользоваться обыкновенной прямоугольной системой 
координать х, у, у, хотя бы тфми, которыми мы пользовались въ $ 12. 
Точки поверхности н-го порядка опредфляются уравнешемъ л-ой степени 
У У, ) =0, точки алгебраической кривой — общими РрЬшенями у та- 
кихъ уравненй. Эти у уравненй 9. ==0, ©, 
соединить въ одно {—0, если мы положимъ 


бе о, =. 9; =0 можно 


я И и ты Е 


и ограничимся только такими рфшешями уравненя ф — 0, которыя не 
зависять оть неопредфленныхъ нараметровъ и, и,, и. ... и.. При та- 
комъ соглашеши относительно значенй, обращающихь функщю ф въ нуль, 
ее принято называть функщоналомъ. 


Если поверхности // —0, /, =0,..., /. ==0 имъють только систему 
нзолированныхъ общихъ точекъ, въ крайнемь случа, хотя бы только 
одну точку, то, приравнивая функшональ Ф — ле, 1 [0 Нее 5 


съ неопредБленными коэффищентами нулю, мы выразимъ эту систему то- 
чекъ. Если же эти поверхности вовсе не имЪфють общихь точекъ, то 
уравнеше 4 — 0 не выражаетъ никакого геометрическаго м$ста. Итакъ, 
отмфтимъ первый результать нашихь соображений : 
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[774 
— 
мы 


Съ помощью функщоналовъ можно выразить наибол$е об- 
ий алгебраическ!й образь, состояний изъ отдБльныхъ системь 
точекъ 4/, =0, ф, —=0, 4. —=0,..., 4, =0, отдфльныхъ кривыхъ 
ф.=0, 4, =0, ф,=0, ..., фл =0 и отдфльныхъ поверхностей 
|4 ==0, №=0, ..., /„=0, выразить при помощи одного уравне- 
шя О==0, гдБ 


о = Ф.Ф, №: Фь. ф.ф.ф. -.-. Фе». м: о Д=- 


Два такихъ алгебраическихь образа О = 0 и О’ —0 опредфляють 
пучекъ О, именно хО -- 40’ = 0; три такихь образа, не принадлежацшие 
олиому пучку, опредфляють связку О, именно х@ Г АО’ -|- #О" = 0: 
паконецъ, четыре образа, пе принадлежание олпой связкЪ. опрелБляютъ 
сбть О, именно ХО ' АО’ нО”-- О” —0, если во всфхь этихь 
случаяхь параметры и, А, и, " ипробфгають вс возможныя численныя 
значеня. Дальше этого мы не пойдемъ. Если теперь уравненя 32, = 0, 
0, =0, 0, =0, О, —=0 суть уравнешя въ текущихъь коорлинатахъ 
х, 7, д четырехь алгебранческихъ образовъ, не принадлежащих» одной 
связкЪ, и отдльные образы (индивидуумы) сБти 


$0, ЛО, ЕСО +9, =0 


мы будемъ называть псевдо-точками, а параметры & \, $ коорлинатами 
соотвбтствующей исевдо-точки, то мы можемь примБнить къ нимъ ноня- 
чЧя, выясненныя въ 5 12, и такимъ образомь составить псевло-прямыя и 
псевло-плоскости. Координаты псевло-точки &, \, ©, ирииаллежащей иря- 
мой, которая проходить черезт» двЪ псевло-точки (, 1", ) и (5, \, 5”), 
согласно 5 19, 5, могутъ быть выражены при помои! олного параметра 
А формулами: 


т. г. Е рб" , у’ =? 1" ь. я Ав ры 
с о, аи > 
Такъ как\, 
50, 10, СО. Пе 


го мы поэтому имфемъ: 
О’ — АО" = 0, 
тДЬ 
о -о г, 
ооо а, 


Псевдо-точки исевло-прямой составляютъ, такимъ образомъ, пучекъ 0, ин- 
ливидуумы котораго принадлежать сЪги; легко также показать, что псевдо- 
точки исевдо-плоскости образують связку ©, элементы которой также 
принадлежать сти. 
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Мы пришли, такимъ образомъ, къ трехмфрному линейному 
многообраз!ю, весьма многообъемлющему по составу элемен- 
товъ, которые являются его псевдо-точками. Каждый образъ 
типа О, — въ частности, каждая кривая или поверхность, — мо- 
жетъ быть принята за „точку“ новой „геометр!и“, построенной 


по образцу Евклиловой и удовлетворяющей всфмъ теоремамъ 
послфдней. 


7. Однако, этимъ еще отнюдь не исчерпань объемъ понямя о ли- 
нейномъ многообразии, да врялъ ли это и возможно сдфлать. Можно 
было бы взять функши О въ линейныхъ и плоскостныхъ координатахъ, 
исходя оть системы матрицъ, можно было бы принять за элементы мно- 
гообразя линейныя преобразованя пространства и т. д. Мы хотимъ еще 
остановиться только на одномъ способЪ построешя; именно: мы разсмо- 
тримъ примфръ, который охватываетъ об геометрическя системы, изложен- 
ныя въ $ 10, 2, какъ частные случаи, и который легко допускаетъ об- 
общеще. Съ этою цфлью мы булемъ исходить отъ сЬти поверхностей 
второго порядка (сфть Ё?) 


Гао, у, ЗЕ Го у, дп Е Вс, ОБ-Е Ру, д = 0. 


Если поверхность этой сфти проходить черезъ точку (х’, у’, <), то 


РУО Ба, , ди Ро, у, Об Би, у, Х) = 0, 


а потому также 
Е.Р == ВР БЕ- = ГУ Ру -Н (В.Е — Е 0, 


гдф для сокращеня ЁРь и Ё»’ замфняють Ё,(х, иго ь Шо 
верхности, проходяния черезъ точку (х', у’, 5’), образуютъ, такимъ обра- 
зомъ, связку и всБ проходять черезъ восемь точекъ пересфченя трехъ 
поверхностей второго порядка 


ВРУ РЕ, — 0, В.Е’ — РЕ =0, ВЕ’ ЕЕ 0: 
(А. $’, <) есть одна изъ этихъ точекъ. 

Поверхности сфти /[?, прохоляцИя черезъ точку (4',)', 4), 
имфютъ, такимъ образомъ, еще семь другихъ общихъ точекъ, 
которыя называются сопряженными съ первой; каждая поверх- 
ность сфти, прохолящая черезъ одну изъ этихъ точекъ, необхо- 
димо прохолитъ черезъ осталъныя семь. 

Такимъ образомъ, группа 8 сопряженныхь точекъ опред$ляеть въ 
сфти [? только олну связку [?, лв такя группы опредфляютъ только одинъ 
пучекъ, наконецъ, три группы сопряженныхъ точекъ опредфляютъ только 
одну поверхность второго порялка, проходящую черезъ эти точки, между 


тЬмъ какъ 9 точекь общаго положеня уже опредфляютъ поверхность 
Веберъ, Энциклоп. элемент. геометрии. 9 
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второго порядка въ пространствф. Такъ какъ поверхности пучка пересъ- 
каютъ другъ друга по кривой 4-го порядка, то мы можемъ сказать: дВЪ 
группы сопряженныхъ точекъ опредфляютъ въ пространствЪ одну и только 
олну кривую 4-го порядка, проходяшую черезъ ихъ точки. Мы видимъ, 
что группы сопряженныхъ точекъ играютъ для опредфленя кривыхъ 4-го 
порядка въ пространствф и поверхностей 2-го порядка такую же роль, 
какую пары взаимно-обратныхъ точекъ играють для опредфленя сферъ 
и окружностей сферической сФти. Итакъ, мы приходимъ къ выводу: Если 
примемъ группы сопряженныхъ точекъ сфти [? за псевдо- 
точки, ея кривыя 4-го порядка въ пространствЪф за псевло-пря- 
мыя, ея поверхности второго порядка за псевдо-плоскости, то 
эти псевдо-точки, псевло-прямыя, псевло-плоскости образуютъ 
трехмфрное линейное многообраз1е, удовлетворяющее акс! о- 
мамъ Евклидовой геометр!и, — естественно, также и акс1омамъ 
двухъ неевклидовыхъ геометр!й, смотря по тому, выдЪлимЪ ли 
мы одну изъ поверхностей системы въ качествЪ несобственной 
или н+тъ*). Мы считаемъ необходимымъ подчеркнуть, что теорема эта 
имфеть мфсто только въ томъ предположен!и, что вся группа изъ восьми 
сопряженныхь точекъь принимается за одну псевло-точку; нельзя, напри- 
мЪфръ, выразиться такъ: если Л и В суть сопряженныя точки, то есть 
та же псевло-точка, что и В. Въ высшей степени интересно разсмотрфть 
съ этой точки зрфня учеше о сБтяхъ Е? и уяснить себЪф въ этомъ осв$- 
щени предложеня, приведенныя въ Ш томЪф книги Рейэ „Геометрия поло- 
женя“ **). Вмфсто кривыхь и поверхностей второго порядка обыкновенной 
геометр!и мы получаемъ здЪсь важныя кривыя и поверхности болфе вы- 
сокихъ порядковъ, которыя въ этой постановкф получаютъ самое яркое 
освЪщене. Къ этому остается только прибавить, что сфть сферъ прел- 
ставляеть собой частный случай сти Е; роль сопряженныхъ точекъ 
злфсь играютъ взаимно-обратныя точки. 


8. Если мы въ предыдущихъ формулахъ дадимъ перемфнной х по- 
стоянное значеше и соотвфтственно измфнимъ какъ самыя формулы, такъ 
и терминоломю, то мы получимъ соотвфтствующйя предложеня, относя- 
ицяся къ плоскости; изъ нихь мы приведемъ только слфдующее: кони- 
ческ!я сфчен!я, ихь пучки и связки образуютъ трехмЪрное ли- 
нейное многообраз{е, въ которомъ выполняются посылки Евкли- 
довой геометр!и; исключене представляютъ лишь немное частные 
случаи кривыхъ второго порядка и ихъ вырожденйм. Эти предложешя от- 
носительно коническихь сфчешй и сфтей Е? сравнительно нетрудно полу- 
чить и чисто аналитически. Если мы примемъ коническя сфчены сЪти за 


+) При этомъ мы не касаемся, конечно, вопроса о дфйствительности. 
*#) Веуе, „Сеотеше Чег Гаве“. 


о ЕНЕРЧ 
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псевдо-точки, пучки и связки за псевдо-прямыя и псевдо-плоскости, то къ 
нимъ примфнимы всф акфомы расположеня и сопряжен. 

По существу эти предложеня, — правда, не въ этомъ сопоставлени,— 
были уже извфстны аналистамъ прошлаго столЬя; Яковъ Штейнеръ 
не безъ большого труда получилъ ихъ чисто синтетически. Въ письм$ къ 
Якоби оть 31 Декабря 1833 г., которое Янке (Лабпке) опубликовалъ 
въ журнал „АгсШу ег МаештаНк ипа Риуяк (3), Ва. 4, 5. 274, Штей- 
неръ даетъ предложене, которое переносить теорему о совершенномъ 
четырехсторонникЪ въ геометрию сти коническихъ сфченй. Судя по той 
гордости, съ которой онъ говорить объ этомъ открыти, которое все же 
представляется довольно доступнымъ, совершенно очевидно, что логическя 
основан!я этого поразительнаго совпаденя не были ему ясны. Это вновь 
обнаруживаетъ, что критическое направлене въ математикЪ, стремящееся 
провести всф доказательства такимъ образомъ, чтобы они сохраняли свою 
силу въ каждомъ линейномъ трехмфрномъ многообразии, не представляетъ 
собой безплолнаго начинаня. По существу ту же цфль преслфдоваль 
и Грассманъ (Стаззтапи) въ своемъ Аизаенпипе еше; то признаше, 
которое это сочиневе въ настоящее время все больше и больше встрф- 
чаеть какъ въ чистой, такъь и въ прикладной математикЪ, особенно ясно 
говоритъ въ пользу того, что чрезвычайно цфлесообразно перенести и 
метрическя свойства на всф многообраз!я. Что касается тЪхъ свойствъ, 
которыя вытекаютъ изъ аксюмъ расположеня (проективныя свойства), то 
относительно нихъ обыкновенно охотно признають возможность и цБле- 
сообразность ихъ распространен я на всБ линейныя многообразия. 


9. До сихъ поръ мы старались доказать, что логическое расчлене- 
не и точное опредфлене пространственныхъ представленй полезно и 
необходимо съ чисто геометрической точки зрфня. Теперь мы обра- 
тимся кь точкЪ зря теор!и познан1я и разсмотримъ задачу съ этой 
стороны, насколько это возможно сдфлать простыми математическими ме- 
тодами. Нужно, конечно, прежде всего отм$тить, что при этомъ мы оста- 
вляемъ почву строго математической дедукщи и переходимъ въ область, 
въ которой между математиками царитъ столь же мало соглая, какъ и 
между философами; но именно поэтому мы не должны обходить 
трудностей вопроса, не должны предоставлять ихъ, какъ нфчто безплод- 
ное для математиковъ, исключительно философамъ. Задача теори познаня 
въ области точныхъ наукъ, повидимому, все больше занимаетъ философовъ; 
но задача математика, который, по словамъ Платона*), въ своей наукЪ 
имфеть „рукоятку философ“ („Лаас фйовофас“), — отстоять свои 
интересы и доставить матералъ, который представляется ему особенно 
заслуживающимъ вниманя. Здфсь рЪчь идетъ о вопросахъ, которые 


*) Оюрепез Г.аегииз, [М, 10 (М. Самюг. Уоц., В. 1., 1880, $. 185). 
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и мы можемъ сущестиенно подвинуть впередъ, если мы подвергнемъ ихъ 
безпристрастному изслфдованйо и выскажемъ, что мы собственно имфемъ 
въ виду, культивируя нашу науку. Къ этому присоеднняется еще другое 
основаше: приложенше математики къ естествознанйо можетъ быть въ 
полной мЬрЪ плодотворнымъ только въ томъ случаф, если мы впередъ 
себя не обманываемъ относительно того, что наша наука можеть и чего 
не можеть дать. Въ этомь отношени было бы очень поучительно ретро- 
спективно обозрфть исторю математики въ течеше послфднихъ двухъ сто- 
лЛЬМИ и уяснить себЪ, почему значеше математики, какъ вспомогательнаго 
срелства въ естествознани, столь же часто перецфнивалось, какъ и недо- 
пфнивалось, и съ другой стороны, отчего аппаратъ физическихъь формулъ 
сравнительно мало былъ затронуть при постоянныхъ измфнешяхъ господ- 
ствующихъ въ этой наук воззр$фнй. 


10. Воть что, во всякомъ случаЪ, опредЪленно вытекаетъ изъ преды- 
душаго изслфдовая: относительно основныхъ образовъ „точка“, 
„прямая“, „плоскость“, „пространство“ и основныхъ понятий 
„между“, „отрЪзокъ“, „уголъ“, „конгруэнтность“ нужно строго 
различать т ихъ свойства, которыя изъ обыкновеннаго про- 
странства могутъ быть перенесены на всякое линейное много- 
образ!е, отъ тфхъ свойствъ, которыя индивидуально приналле- 
жатъ этимъ понят!ямъ. Такому перенесенйю подлежатъ свойства сопря- 
женя и расположеня, непрерывности и конгруэнтности, какъ они сопо- 
ставлены въ (Гильбертовыхъ) аксомахъ. Не поддается такому перенесенио, 
напримЪръ, малость (матерлальной) точки, изящное, равномфрное закруг- 
леше сферы, вообще все, что относится къ внЫинему виду простран- 
ственныхъ образовъ, если мы ихъ разсматриваемъ, какъ они есть, сами 
по себЪ, не сопоставляя ихъ съ другими. Эти индивидуальныя особенности 
съ особенной ясностью отпадають при строго формальномъ развити 
аналитической геометри, которое мы дали въ $ 12. Когда рфчь идеть 
о совокупности трехъ чиселъ (а, В, с), которая въ этой систем$ опредф- 
ляетъ точку, то мы вообще не рисуемъ себЪф чего-либо большого или 
малаго; туть можно было бы развф говорить о размЪрф самыхъ трехъ 
чиселъ, но вфль это здфсь не имфеть никакого значеня. Безконечно 
удаленные образы въ „однородной“ геометрм \ $ 12-го совершенно 
теряютъ то особенное положеше, которое они занимаютъь въ нашихъ 
пространственныхъ представленяхъ. Геометрическая фигура въ нашемъ 
обычномъ представлений всегда имфеть верхЫя и нижн части, болфе и 
менфе удаленныя части; въ ариеметической геометри все то, что субъек- 
тивно рисуется нашему воображению, совершенно отпадаетъ. ТЪ свойства, 
которыя могутъ быть перенесены, касаются взаимоотношен!я 
основныхъ понят!й; индивидуальныя же свойства выражаютъ 
ихъ отношен!я къ нашимъ внфшнимъ чувствамъ. 
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1. Каждое изъ основныхъ геометрическихъ понят расщепляется, та- 
кимъ образомъ, на слагающую, переходящую и въ друня многообраз!я, и на 
слагающую индивидуальную; однако, провести точную грань между этими 
слагающими, вообще говоря, очень трудно. Еще Кантъ въ своихь „Ргдеэо- 
тепа“ неоднократно указывалъ, что разлише между понямями „справа“ и 
„слфва“, межлу тБломъ и его изображешемъ въ зеркалЪ и т. п. не поддается 
абстрактному опредфленйю; это признаетъ и Гауссъ, хотя онъи оспариваетъь 
выволы, которые Кантъ отсюда дфлаетъ (сообщене о мемуарф „Тнеона 
тезиогит 1диа@гаНсогит“, Саизз’ \ее, Ва. 2, $. 177). При всемъ томъ 
Пашу удалось въ своихь лекшяхъ по Новой геометрии, которыя мы уже 
неоднокра:но цитировали, провести въ акб омахъ всю теорю расположены. 
Вышеуказанное разлище не только поддается, такимъ образомъ, отвлеченному 
опрелфленйо, но можеть быть логически проведено. Этимъ мы отнюдь не хо- 
тимъ сказать, что поняе о расположенйи совершенно исчерпывается акс- 
мами расположеня: рфчь идеть только о „ переносной“ слагающей, къ кото- 
рой только и находитъ примфнеше чисто логическая геометря. Евклидовы 
опредфленя поняий „точка“, „прямая“, „плоскость“ (о поняти „между“ 
онъ вовсе не упоминаетъ) содержать исключительно индивидуальную, 
можно даже сказать, матер!альную сторону этого понят, — именно 
поэтому изъ этихъ опрелфленй нельзя сдлать никакого геометрическаго 
вывода. Аксюмы расположен, сопряжен, конгруэнтности, параллелизма и 
непрерывности (въ Гильбертовой формулировкф) также устанавливаютъ 
исключительно логичесыя соотношея между эгими поняйями; какъ 
Гильбертъ и самъ указываеть, эти акбомы выполняются въ линейномъ 
численномъ многообразии трехъ измфрешй. Если Гильберту дБлали упреки 
въ родф того, что его аксюмы не даютъ возможности отвЪфтить на вопросъ, 
представляють ли карманные часы собою точку или нфтъ, то это обна- 
руживаетъ только полное непонимане задачъ, которыя Гильбертъ себЪ 
ставить. На такой вопросъ эти аксюмы не могутъ и не имфютъ въ 
виду дать отвфтъ. Ибо, если геометря и была изобрьтена и развита съ 
тою цфлью, чтобы изучить свойства нашихъ пространственныхъ образовъ 
(мы ихъ воспринимаемь нашими чувствами), то истины ся все-таки 
совершенно не зависятъ отъ той формы, въ которой мы себЪ 
эти образы обычно представляемъ; наша обыкновенная геометрия, 
какъ мы выяснили на многочисленныхъь примфрахь, представляеть собой 
лишь одно изъ многихъ осуществлен ея логическаго содержанй. Итакь, 
имБлось ли это въ виду или нЬтъ, все равно, — геометр!я, построенная въ 
смысль Гильбертовыхъ „основан“, должна сохранить свою силу въ 
кажломъ трехмфрномъ линейномъ многообразм. Кто, какь мы, на этой 
именно возможности перенесеня геометрическихъь прелложенй въ другое 
многообразие твердо настаиваетъ, тоть не можеть сомнЪфваться, каково 
истинное значеще аксомъ, которыя другимъ кажутся то ненужными, то 
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тримальными вслфдстые полной ихъ очевидности, какъ, напримЪръ, 
аксюмы расположеня. Уже древе математики въ Грещи расходились во 
взглядахъ на такого рода аксюмы. Но для геометрии, справелливой для 
всякаго линейнаго трехмфрнаго многообраз!я, ни одно изъ этихь предло- 
женй, конечно, не можетъ быть признано настолько маловажнымъ, чтобы 
его не приходилось явно отнести къ основнымъ посылкамъ. Въ этомъ мы 
немедленно убЪждаемся при первой попыткЪ необычнаго осуществленя гео- 
метри; попробуйте налЪлить группы сопряженныхъ точекъ сфти Е», приня- 
тыя нами въ п. 8 за псевдо-точки, свойствомъ, которое выражается поняемъ 
„между“; безъ акЧомъ расположеня вы будете совершенно безпомощны. 


12. Своей достовфрностью геометрия не можеть быть обязана 
индивидуальнымъ свойствамъ основныхъ образовъ, которыя мфняются отъ 
многообраз!я къ многообразю, а исключительно тфмъ свойствамъ, кото- 
рыя мы назвали переносными, которыя, какъ таковыя, сохраняются во 
всякомъ многообрази. Какъ показываеть очеркъ основан  геометри 
Гильберта, акбомы образуютъ единственную недоказуемую предпо- 
сылку, единственный источникъ познаня для всей его системы. На основ- 
ныхъ понячяхь покоятся опредфленя производныхъ понят: окружности, 
коническихъ сфченй и т. д. Но геометря работаеть не исключительно 
основными и производными понятями, число которыхъ, во всякомъ случаЪ, 
ограничено; иначе ея матералъ, въ концЪф концовъ, долженъ былъ бы 
исчерпаться, потому что изъ этихъ основныхъ понятШ нельзя выжать 
больше того, что въ нихь вложено опредфлешемъ. Характерная особен- 
ность геометрическаго метода изсяфдованя въ томъ именно и заключается, 

что мы ПОСТОЯННО —ВВОДИМЪ 


В 


новыя посылки. Однако, эти 
посылки существенно отлича- 
ются отъ основныхъ; именно 
относительно нихъ мы всегда 
можемъ предварительно дока- 
зать, что онф совмфстны съ 
основными посылками, что 
он выполняются вмфстб съ 
послфдними. Такъ, напримЪръ, 
теорема Дезарга предпола- 
гаетъ два треугольника .-{’В’С’ и А"В"С", расположенныхъ такимъ обра- 
зомъ, что прямыя /’В и МВ", ВС и В'С', СА’ и С'’Л’ попарно 
пересфкаются въ трехъ точкахъ (, 4, В, расположенныхъ на одной пря- 
мой 1. Чтобы убЪдиться въ допустимости такого предположеншя (такой по- 
сылки), возьмемъ на прямой и (фиг. 49) произвольно три точки /1, В, С 
(аксюма П5); присоединимъ сюда точку /“, не лежащую на прямой и и 
соединнмъ ее съ точками Ви С (аксюма 1,). Три точки 4’, Ви С опре- 


Фиг. 49. 
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дфляютъ плоскость 27 (1,), въ которой лежатъ прямыя /{’В, ВС, СА’ (№). 
Возьмемъ теперь точку В” на продолжении отрфзка С.’ (П.). Въ такомъ 
случаЪ прямая В’, которая, согласно аксомЪ 1,, лежитъ въ плоскости 7, 
должна встрЪтить сторону В.’ треугольника /{’СВ въ нЬкоторой точкЪ 
С’ между Ми В (Ш). Этимь доказано вспомогательное предложен: 
мы всегда можемъ построить треугольникъ такъ, чтобы каждая изъ трехъ 
его сторонъ проходила черезъ ей предписанную точку на прямой. При- 
мЪфняя это предложеше двукратно, мы получаемъ фигуру, которую пред- 
полагаетъ теорема Дезарга. 

Аналогичными соображенями можетъ быть доказана допустимость 
предположенйЯ, изъ котораго мы въ п. 5 вывели конфигурашю КЕ. (15%, 20.). 
Уже изъ этихъ примБровъ видно, что доказательства возможности, осно- 
ванныя на аксомахъ, могутъ быть очень тяжеловфсны. 

Первымъ опредфленно указалъ на этотъ характерный методъ геометрии 
Кантъ въ своей „КритикБ чистаго разума“. Но онъ выдвигаетъ на переднйй 
планъ построен!е, которое дается самымъ доказательствомъ возможности 
и вмфстБ съ этимъ доказательствомъ. Между тмъ построене им$етъ 
здЪсь второстепенное значене; напротивъ, всегда необходимо предвари- 
тельно доказать, что оно вообще возможно *). 


Геометр!я оказывается, такимъ образомъ, совокупностью логическихъ 
выводовъ изъ неограниченнаго ряда посылокъ, которыя не только совм$- 
стимы съ системой акбомъ, но всегда выполняются, коль скоро акбомы 
имБють мфсто *5). 


=) См. Каль „Кийк ег тепер Уегпид_“, Тгапзхепаеле Мефодешейге. 
Кантъ слишкомъ исключительно занятъ вспомогательными ливями, которыя должны 
быть построены, чтобы теоремы можно было примБнять. Но старая, косная и непо- 
движная элементарная геометр!я даеть слишкомъ одностороннюю картину геометри- 
ческаго метода; Канту же этого нельзя поставить въ упрекъ, такъ какъ въ его 
время геометрия положеня еще не была открыта. 


7в) Идея, развиваемая здЪсь авторомъ, въ высшей степени важна, хотя 
р$дко кто ясно ее понимаетъ. Когда мы доказываемъ, что въ треугольник АВС 
противъ равныхъ сторонь АС и ВС лежать равные углы А и В, то посылками 
для этого доказательства служатъ: 

1) Основныя опредфлешя и аксфомы; мы будемъ называть ихъ основными 
посылками. 

2) Весь геометричесый матер!алъ, уже построенный, уже выведенный раньше, 
до доказательства интересующаго насъ предложеня. Эти посылки мы будемъ на- 
зывать выводными посылками. 

3) Услоше данной теоремы: въ треугольникь АВС сторона АС равна 
сторон5 ВС. 

Изъ совокупности посылокъ этихъ трехъ категорй выводится, что уголъ А 
равенъ углу В. 

О томъ, что услове нашей теоремы есть также посылка, при помощи кото- 
рой дБлается выводъ, объ этомъ часто забываютъ. Между тБмъ никакого вывода 
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Далеко не во всякомъ научномъ изложен геометр!и проводится эта 
строго логическая форма; въ особенности относительно свойствъ располо- 
женя мы обыкновенно охотно полагаемся на интуишю, потому что точное 
доказательство здфсь слишкомъ кропотливо. Вообще, въ геометрическихъ 
доказательствахъ часто ограничиваются однимъ только указащемъ важнЪй- 
шихъ моментовь и общаго хода разсужденй, предоставляя читателю, по 
собственной склонности или по присущей ему потребности, разложить его 
на силлогизмы. Существуютьъ, однако, табе отдфлы геометр/и, гдЪ, не имя 
возможности пользоваться воззрфнемъ, мы должны строго держаться при- 
нятыхъ или доказанныхъ фактовъ и почти вынуждены придавать доказа- 
тельствамъ силлогистическую форму, чтобы не проскользнули ошибки. 
Сюда принадлежатъ, напримфръ, доказательства о связности и пересфчени 
Римановыхъ поверхностей, о которыхъ мы упоминали въ 5 7, предло- 
женя о конструкщи фахверковъ и т. д. Но и въ элементарной геометрии 


не было бы, если бы мы къ основиымъ и выводнымъ посылкамъ не присоединили 
этой новой посылки 3). 

Итакъ, геомегр!я развивается такимъ путемъ, что къ основнымъ и вывод- 
нымъ посылкамъ, которыми мы уже располагаемъ, мы постоянно присоединяемъ 
еще одну посылку услове новаго предложеня — и отсюда дБлаемъ выводъ. 

Въ созидани этихъ вновь присоединяемыхъ посылокъ и заключается сущ 
ность творчества въ геометр/и. 

Неоднократно говорили, въ томъ числЪ даже Д. С. Милль, что геометря 
не можетъ быть строго синтетической наукой, развиваемой изъ небольшого числа 
постулатовъ, ибо тогда она’ содержала бы въ себЪ не больше того, что вложено 
въ основные постулаты. Но при этомъ забываютъ, что построеше геометри въ 
томъ именно и заключается, что мы постоянно присоединяемъ новыя посылки — 
услов1я нашихъ теоремъ. 

Нужно замтить, что посылки, которыя мы назвали выводными, въ свою 
очередь, получаются путемъ присоединеня къ основнымъ посылкамъ этихъ посы- 
локъ типа 3). Мы можемъ поэтому сказать, что геометр!я развивается путемъ 
посл5довательнаго присоединен!я къ основнымъ посылкамъ новыхъ 
посылокъ — услов!Й доказываемыхъ теоремъ. И въ созиданйи этихъ 
новыхъ посылокъ и заключается актъ геометрическаго творчества. 

На этихъ новыхъ посылкахъ авторъ и останавливается въ текстЪ и старается 
указать, въ чемъ заключается ихъ отличе отъ основныхъ посылокъ—аксомъ. 

Это отлише онъ усматриваеть въ томъ, что ихъ совместимость съ прежними 
посылками доказывается до очевидности просто. 

Такъ, въ нашемъ прим5рЪ совершенно ясно, что, при наличности остальныхъ 
посылокъ, стороны АСи ВС могутъ быть равны, могутъ быть не равны: присоединяя 
одну посылку, мы получаемъ одинъ выводъ, присоединяя другую, получаемъ 
иной выводЪ. 

Но когда возникъ вопросъ, можеть ли при предыдущихь посылкахъ изъ 
точки на плоскости выходить только олна прямая, не встрфчающая данной прямой, 
или нъсколько, то послЬднее предположене казалось несовмЪстнымъ съ осталь- 
ными положенями; въ виду отсутстя возможности это доказать (какъ это 
всегда легко сдЪфлать относительно новыхъ посылокъ), это допущен приняли 
въ вид новой основной посылки. 


т. 
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мы наталкиваемся на такого рода трудности, какъ только мы добро- 
вольно отказываемся оть интуищи, чтобы быть увфреннымъ, что мы 
дфИиствительно дфлаемъ логичесце выводы изъ аксомъ и поняйй; мы 
убЪфдимся въ этомъ относительно акфомъ расположеня въ слфдлующей 
главЪф. Какую бы форму мы ни придавали геометрическому доказательству 
изъ стилистическихъ или дидактическихъь соображенй, научно безупреч- 
нымъ его можно признать только въ томъ случаф, если оно даетъ весь 
матер1алъ, необходимый для строго логическаго вывода. 


13. Возможность наглядно замфстить при такого рода логическомъ 
формализм$ тф объекты, на которыхъ онъ былъ первоначально построенъ, 
совершенно другими, не ограничивается одной геометр!ей; такая возмож- 
ность представляется всюду, гдБ мы аналогично оперируемъ въ области, 
логически установленной аксомами. Въ особенности нужно отмфтить, что 
и ариеметика своими правилами и акс1омами не устанавливаетъь объектовъ, 
которые имъ подчиняются; при помощи теофи группьъ Галуа (Саю!$) 
можно многообразно составить системы символовъ, которые сочетаются 
по тфмъ же правиламъ, что и числа *). Вся теоря дфлимости, вытекающая 
изъ сопряженя чисель при помощи умноженйя, по существу, прим$няется 
и кь алгебраическимъ числамъ, а теоря алгебраическихъ чисель можетъ 
быть распространена и на алгебраическя функщи. Сложене комплексныхъ 
чисель въ комплексной числовой плоскости вполнф отображаеть сложеше 
и разложене силъ, дЬйствующихъ въ плоскости на одну точку. Чрезвы- 
чайно замфчательную интерпретацию сопряженя чисель съ помощью сло- 
женя и умноженя мы встрфтимъ въ графической статикЪ, гдф числа замЪ- 
няются системами силъ на фахверкф. Число, какъ и геометрическе образы, 
имфеть переносныя и индивидуальныя свойства. Послфдыя еше очень 
нуждаются въ изслфловаши. 

Физики уже давно знали и даже пользовались тфмъ, что н$кото- 
рыя теор№и могуть быть перенесены изъ одной области въ другую. 
Здфсь говорять о механическихъ, гидродинамическихъь и статическихъ 
„отображешяхъ“. Мнопя изъ этихъ отображев представляютъ собой только 
анало[и, но мноМя обусловливаются тождественными логическими посыл- 
ками. Такъ, наприм5ръ, Христоффель (СпизюНе! **) чисто акс1оматически 
обосновалъ возможность перенести теорю дифференщальныхь уравненйй 
теплопроводности на теоршю мфовой торговли и вывелъ эти уравненЯя 
такимъ образомъ, что примфнимость ихь кь обфимъ теорйямъ становится 
совершенно очевидной. 


*) Вообще теор1я группъ, какъ принадлежащая Галуа, такъ и построенная Ли 
([4е), включаетъ теор!ю ариеметическихъ дЪйствьйй. Ср., съ одной стороны, \еЪег, 
Маш. Апп., Ва. 43, 5. 521, съ другой стороны —Е. ЗсНиг, Ма. Апп., Ва., 41, 5. 509. 

+*) Въ одной изъ лекшЙ объ уравненяхъь въ частныхъ производныхъ, чи- 
танныхъ въ зимнемъ семестрЪ 1891/92 уч. года. 
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Въ химши такого рода „изображенй“ не знали. Поэтому въ свое 
время произвело значительное впечатлЬе открызйе, сдфланное Силь- 
вестромъ (Зууезег) и Клиффордомъ (С№юга) (1878), что формулы 
строен!я органическихъ соединен символически отображаются законами 
составлен!я инварантовъ бинарныхъ формъ. Внутренней связи между хи- 
мей и теорей инварйантовъ, повидимому, нфтъ: это совпадене предста- 
вляетъь только сл6дстве случайно совпадающихъ законовъ сопряженй *). 


14. Во всфхъ этихь случаяхъь отображаются не самые объекты, а 
ихъ переносныя свойства—лучше сказать, соотношеня, связывающя эти 
объекты. Какъ видно изъ этого сопоставлен, то, что мы назвали выше 
логическимь формализмомъ, собственно и составляеть основу научной 
геометрии. Въ самомъ дфлф, такъ какъ наше познаше здфсь относится не къ 
самымъ предметамъ, а къ соотношенямъ между ними, то наиболфе цфнная, 
абсолютно достовфрная часть нашей науки содержится въ чисто логи- 
ческой геометри. Именно поэтому для многихъ продуктивныхъ матема- 
тиковъ геометр!я начинается только тогда, когда она доведена до 
аксомъ, —въ аналитической геометрии это косвенно всегда иметь м$сто; 
между тфмъ въ подготовительной части геометри можетъ сказать свое 
слово историкъ и философъ. Но если кто и не можетъ принять этой 
нфсколько односторонней точки зрЪнНЯ, то онъ все же предоставитъ 
математику право, если онъ располагаеть системой аксюмъ, сдфлать 
таковую краеугольнымъ камнемъ строго логическаго научнаго зданя. При 
этомъ происходить любопытная смФна взглядовъ: если прежле акфомы были 
для насъ предложенями, заимствованными изъ опыта или напередъ задан- 
ными, которыя въ натуральной геометр№и осуществляются лишь въ боль- 
шей или меньшей мфрЪ и потому обусловливаютъ часто тягостныя огра- 
ниченНя во всфхъ теоремахъ **), то мы ихъ теперь возводимъ на степень 
строгой достовфрности, претворяя ихъ въ опредфлен!я. Въ этомъ смыслЪ 
аксомы Гильберта опредфляютъ поня\е „инцидентности“ (11244еп2) 
(т. е. „на прямой“ или „на плоскости лежитъ“, „проходить черезъ 
точку“, „опредьляютъ“, „пересфкаютъ“) 77), расположен!я („между“), 


*) Случайный характеръ этого совпаденйя очень убЪдительно доказалъ 
Стюди (Зву, ВеыаНег ги Чел Аппаепл ег Рвуяк, 1901, Ва. 25, 5. 87). Работы 
Сильвестра и Клиффорда помфщены въ Ат. Зоиги., 1. 

*#) ДвЪ точки опредфляютъ прямую, если онЪ расположены не сли ш- 
комъ близко одна къ другой. ДвЪ непараллельныя прямыя въ одной плоскости 
пересЪкаются въ одной точкь, но он не должны составлять при этомъ 
слишкомъ остраго угла и т. д- 

77) Мы сохраняемъ этотъ терминъ, принадлежащий автору настоящаго сочи- 
неня, безь измфненя. Этотъ терминъ оказывается автору полезнымъ, главнымъ 
образомъ, ниже въ проективной геометрии. Смыслъ же его таковъ: въ выражент 
„точка инцидентна съ прямой“ авторъ объединяеть два обычно употребляемыя 
выражен я „точка лежить на прямой“ и „прямая проходить черезъ точку“; выра- 
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параллелизма, конгруэнтности и непрерывности. Относительно же 
того, чтб такое точки, прямыя и плоскости, не дфлается никакого согла- 
шеня, такъ что перечисленныя соотношенй, какъ мы знаемъ, переносятся 
на любое многообразе. Намъ достаточно знать, что слова точка, прямая 
и плоскость выражаютъ три системы объектовъ, удовлетворяющихь тре- 
бованямъ аксомъ. Мы рекомендуемъ теперь вновь внимательно прочи- 
тать „опредфленя“ и „объясненя“, тщательно и строго выраженныя въ 
книгБ Гильберта. 

Итакъ, въ книгЬ Гильберта о трехъ системахь основныхъ обра- 
зовъ не сказано ничего; не дфлается даже попытки построеня прямыхъ 
и плоскостей изъ точекъ; поэтому будетъ наибол$е подходящимъ назвать 
Гильбертову геометрю чистымъ учешемъ о соотношен1яхъ. 


15. Само собою разумЪется, что Гильбертовы аксюмы — мы бу- 
демъ по прежнему такъ называть опредфлевя его геометрии соотношенйй— 
устанавливаютъ все же извфстныя соотношен я между точками прямой или 
плоскости, хотя этихь соотношенй и недостаточно, чтобы опредфлить 
прямую, какъ образъ, составленный изъ точекъ. Если бы мы даже согла- 
сились, выходя за предфлы его аксюмъ, разумБть подъ словомъ „точки“ 
обыкновенныя (очень маленыМя матеральныя) точки (а не, скажемъ, сферы 
въ сти), то подъ прямыми и плоскостями мы все же могли бы разум$ть 
какъ обыкновенныя прямыя, такъ и окружности или сферы параболической 
сфти. Друце примфры легко построить аналитически. Примемъ, напри- 
мБръ, за точку отправленя однородныя координаты Х:, х›, Хз, № и 
произведемъ преобразоваше 


1 = 019.734, Хо 429341» МЕ 03У41У2, Ха — 441 Уз (1) 
пространства х-овъ въ пространство у-овъ 8); при этомъ плоскости 
ах №, -Р из -Е Ш х, = 0 пространства х-овъ переходятъ въ ло- 
верхности третьяго порядка: 


али ууу а —- музу аа —- азиз 2 -Е 44 и уз = 0, (2) 
каждая же прямая переходитъ въ кривую пересфчеНя двухъ такихъ по- 
верхностей. Но это преобразоваше не только относить каждой точк$ 
(х1, Х., Х:, А) Одну точку (91, у», Уз, Уа), но и обратно относитъ 
каждой точкВ (у:, У, Уз, 74) одну опредфленную точку [бр р 
потому что изъ уравневй (1) слфдуеть: 


ОУ: = (14, буз== ХХХ, 0уз = аз, 0) — 4 ХА, (3) 


жене „прямая инцидентна съ плоскостью“ также объединяеть выраженя: „пря- 
мая лежитъ на плоскости“ и „плоскость проходитъ черезъ прямую“. 

18) Т. е. аналитическаго пространства, въ которомъ „точками“ служать зна- 
ченя четырехъ перемфнныхъ х, въ аналитическое пространство, въ которомъ точ- 
ками служать значешя четырехъ перемфнныхъ у. 
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гдф о есть коэффищентъ пропоршюнальности, значеше котораго легко полу- 
чить, подставляя формулы (3) въ уравнеше (1). Однозначность соотвфтстыя 
пространства х-овъ съ пространствомъ у-овъ нарушается только въ точкахъ 
(1, 0, 0, 0), (0, 1,0,0), (0, 0, 1,0), (0, 0, 0, 1); это такъ называемыя 
„основныя точки“ преобразован. При инвери также существуеть одна 
вещественная основная точка—центръ инверби. Исключительное положе- 
не, которое занимаютъ основныя точки, ведетъ къ тому, что всф поверх- 
ности третьяго порядка, соотвфтствующя плоскостямъ пространства х-овъ, 
проходятъь черезь эти четыре точки, какь это видно изъ уравненйя (2). 
Поэтому, если мы хотимъ, чтобы эти поверхности играли въ пространствЪ 
у-овъ роль плоскостей, а взаимныя ихъ пересфченя— роль прямыхъ, то мы 
должны исключить изъ пространства у-овъ эти основныя точки подобно 
тому, какъ мы съ тою же ифлью въ параболической сфти исключили ея 
центръ ($ 8). Можно показать, — правда, не элементарными средствами — 
что Евклидовы псевдо-геометр!и, въ которыхъ точками служатъ 
обыкновенныя точки, между тЪмъ какъ псевдо-прямыми и 
псевдо-плоскостями не служатъ обыкновенныя прямыя и пло- 
скости, могутъ быть построены только такимъ путемъ, что изъ 
пространства исключаются нфкоторыя точки или лини. 


16. Здфсь умБстно поставить вопросъ, имфюшиЙ существенное зна- 
чене для теори познанНя: возможно ли пополнить аксюмы (группы У) 
такимъ образомъ, чтобы данный комплексъ элементовъ могъ только однимъ 
единственнымъ способомъ удовлетворять всфмъ аксюмамъ. Ограничиваясь 
обыкновеннымъ пространствомъ, этотъ вопросъ можно еще поставить такъ: 
можно ли пополнить Гильбертовы аксомы такимъ образомъ, чтобы онЪ 
исключали всф одно-однозначныя преобразованя Евклидовой геометри? 
Задача заключается, такимь образомъ, въ томъ, чтобы сдфлать линей- 
ность н5котораго трехмфрнаго многообраз1я однозначной, чтобы, какъ 
выражается Кантъ, было возможно, „исходя отъ точки“, построить прямую. 

Чтобы отвфтить на этотъ вопросъ, мы раздфлимъ всф преобразова- 
ня, о которыхь идеть рфчь, на коллинеац1и, которыя преобразовы- 
ваютъ каждую плоскость въ плоскость же, и на высиия преобразован, 
которыя этого не произволятъ. 

а) Олнозначность высшихъ преобразованйй, какъ мы видимъ на при- 
веденномъ выше примЪрф, нарушается въ опредфленныхъ „основныхъ 
точкахъ“, которымъ соотвфтствуеть не одна точка, а безконечное мно- 
жество ихъ. При инвери основной точкой является центръ инверсии, ко- 
торому отвфчаютъ всф безконечно удаленныя точки. Существован!е такихъ 
точекь можетъ быть устранено подходящими аксомами, но не такими, 
конечно, въ справедливости которыхъ можно убЪфдиться на образахъ той или 
иной эмпирической геометр!и. Достаточно будетъ выяснить это на примфрЪ 
параболической сфти, которая, какъ мы знаемъ, осуществляеть Евклидову 
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геометрию, если исключить центръ (). Чтобы эта геометр!я и эмпирически 
совпадала съ Евклидовой (въ которой прямыя осуществляются, скажемъ, 
лучами свфта или натянутыми нитями), точку О нужно взять на болышомъ 
удалеши отъ земли, напримЪръ, на какой-либо неподвижной звЪ$здЪ. Если 
это разстояне составляеть и ратусовъ земной орбиты е, то наименьщая 
сфера сЪти, доступная на землЪ, иметь ращусь г== 1/,не. Согласно фор- 
мулЪ (1) $ 11, касательное уклоненше такой сфти отъ плоскости на раз- 
стояНи 4 оть точки касанйя равняется 0,001 пит., если мы примемъ 


— Гней =: т. е. приближенно д == 0,38 Ун Кт. Для ближайшей 
неполвижной звЪзды (а Сещаш") приблизительно п — 227 000, или, кру- 
тон счетомъ, 4 —= 180 Кт. Эта сфера осуществляетъ, такимъ образомъ, 
плоскость съ огромной точностью. Если мы помфстимьъ центръ С) еще 
дальше, то эта сфера могла бы быть разсматриваема, какъ плоскость, 
вь наиболфе точныхъ астрономическихь вычисленяхъ. Въ этомъ предполо- 
жеши псевдо-геометря 5 8-го какь эмпирически, такъ и въ аксомахъ 
совпалаетъ съ Евклидовой; лучше сказать, это есть Евклидова геометрия, 
ибо таковая вообще не можетъ быть точнфе осуществлена. 

Даже если бы мы чрезвычайно расширили естественныя границы на- 
шихъ наблюденй, то и въ такомъ случаф мы никогда не могли бы обнару- 
жить ни малЬйшаго уклоненйя этой „псевдо-геометри“ отъ „дЪфйствитель- 
ной геометри“. И слЪдовательно, мы никогла не могли бы установить вы- 
полнена ли аксома, относящаяся къ точкЪ (), или нфть. Мы не можемъ 
этого, конечно, доказать, но, мы полагаемъ, мы можемъ утверждать, что 
никакя аксюмы, которыхъ справедливость могла бы быть констатирована 
на конечныхь, доступныхъ намъ разстоявяхъ, не могли бы отдЪлить эту 
псевдо-геометрио отъ осуществлен Евклидовой геометрии. 

До сихъ порь мы принимали, что центръ () сБти чрезвычайно уда- 
ленъ, но съ тЬмъ же правомъ, съ какимъ мы говоримъ въ Евклидовой 
геометри о безконечно удаленныхъ точкахл» вообще, мы можемъ 
представить себф и точку () въ безконечности; но въ такомъ случаЪ 
требоваше, которое какая-либо аксома относила бы кь точкЪ (О), эмпи- 
рически вообще не могло бы быть провфрено. 

Итакъ, если бы намъ даже удалось при помощи подходящихл, 
аксюмъ исключить высш я преобразованя Евклидовой геометрии, т. е. оха- 
рактеризовать ихъ, какъ принадлежация другому, неевклидову типу, то 
это были бы акфомы такой же природы, какъ и акстома о параллельности: 
это были бы аксюмы, быть можетъ, допустимыя абстрактно, но недо- 
ступныя никакому практическому контролю. Мы здЪсь неявно допу- 
стили, что рфчь идетъ только объ алгебраическихъ преобразованяхъ съ 
дЪйствительными основными точками; но мы сдфлали это только потому, 
что въ наиболфе общемъ случа мы еще менЪе могли бы справиться при 
нашихь ограниченныхъ элементарныхъ средствахъ съ трудностями задачи. 
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Ь) Изъ коллинеащЁйй для насъ имфють значеше только т, кото- 
рыя преобразовываютъ всф безконечно удаленныя точки также въ безко- 
нечно удаленныя точки, т. е. которыя преобразовываютъ безконечно уда- 
ленную плоскость въ себя самое. Такого рода преобразованя называются 
аффинными (ср. $ 11). Если (х, у, 3) и & 1, 9) суть соотвфтствующия 
точки аффинной коллинеащи въ координатахъ $ 12-го, то всегда имфютъ 
мЪсто соотношеня вида: 


х = Е я-а 6-Е а, 
у=а,5 я 6-Е 4, 
х == 436 ве т 


съ постоянными коэффишентами; вм$стЬ съ тЪмъ имфють м$сто три та- 
кихъ же уравненя съ постоянными коэффищшентами, которыя выражаютъ 
координаты & нц, б черезъь х, у, 4. Обосновываемъ ли мы эти преобра- 
ваня, какъ здфсь, чисто аналитически или, какъ въ $ 11, чисто геоме- 
трически, во всякомъ случа легко убЪфдиться, что эта коллинеашя пре- 
образовываетъ каждую точку безъ исключен1я въ точку же, каждую пря- 
мую— въ прямую, каждую плоскость-—въ плоскость же. Изъ этой полной 
однозначности, не имфющей никакого исключеня, а также изъ возмож- 
ности однозначнаго же обращеня этихъ соотношенй слфдуетъ: если мы 
будемъ называть изображеня конгруэнтныхь фигуръ также конгруэнт- 
ными, а также сообщимъ этимъ изображенвямъ всЪ остальныя соотношеня, 
связывающйя оригиналы, то въ этомъ отображени Евклидова пространства 
всЪ аксюмы Евклидовой геометри будутъ имфть мЪсто. 


Итакь, существуетъ безчисленное множество совершенныхъ 
осуществлен!й Евклидовой геометр!и съ обыкновенными точ- 
ками, прямыми и плоскостями, хотя фигуры, которыя мы при 
этомъ называемъ конгруэнтными, отнюдь не конгруэнтны въ 
обычномъ (Евклидовомъ) смыслЪ этого слова. Между тЪмъ ни одна 
изъ этихь системъ не можетъ быть выдЪлена въ качеств „дЪйствительно“ 
Евклидовой геометри при помощи аксюмъ, устанавливающихь только 
соотношения. 


17. Итакь, на вопросъ, который мы поставили въ п. 16, приходится 
отвБтить отрицательно. Если даже устранить извЪстныя особыя точки и 
лиНи при помощи аксюмъ, которыя, какъ аксюма о параллельныхъ ли- 
ныхъ и о полнотЪф системы, никогда не могутъ служить критерями прим$- 
нимости абстрактной геометр!и къ образамъ нашего чувственнаго воспраятя, 
то существуеть еще безконечное множество (приближенныхъ) способовъ 
осуществленя аксюмъ Евклидовой геометри съ „дЬйствительными“ 
точками, прямыми и плоскостями. Но вииа этой многозначности, какъ 
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мы видимъ, лежить также въ идеб конгруэнтности. Акс1омы кон- 
груэнтности у Гильберта не устанавливаютъ конгруэнтности 
однозначно. Мы сейчась формулируемъ это предложене точнфе; пред- 
варительно, однако, замфтимъ въ противовфсъ нфкоторымъ философскимъ 
иллюзямъ: акс1омы геометр!и не содержатъ никакихъ законовъ 
образован!я основныхъ образовъ. Прежде всего, что этого не дають 
аксюмы Гильберта, что онф не строять прямой, „исходя отъ точки“, 
объ этомъ мы уже сказали выше. Но этого не могутъ дать и друпя 
аксюмы; въ самомъ дЪлЪ, если бы мы имфли такого рода чисто абстракт- 
ный законъ образованя прямой лиНи (который, конечно, не можеть 
пользоваться никакими физическими средствами), то намъ достаточно 
было бы присоединить сюда инверсйо съ весьма удаленнымъ центромъ, и 
мы тотчасъ получили бы образъ, который во всфхъ отношеняхъ могь бы 
сойти за прямую и лишь въ огромномъ удален чисто абстрактно (не 
матерйально, ибо матеральная прямая ео {рзо ограничена) отличался бы 
оть обыкновенной прямой. Помимо этого рода неопредфленности задачи, 
здфсь есть еще неопредфленность другого рода, болЪе глубокая. Какъ мы 
сейчасъ сказали, акбомы Гильберта о конгруэнтности не дають опред$- 
леннаго према для построеня отрфзковъ и угловъ, конгруэнтныхъь дан- 
нымъ въ любомъ положеши; напротивъ, можно было бы предложить без- 
численное множество такихъ премовъ, оставаясь въ полномъ соглаби съ 
акбомами Гильберта. Однако, отсюда отнюдь нельзя сдфлать вывода, 
что эта многозначность относится исключительно къ конгруэнтности и 
отпадаегъ, если мы оставляемъ конгруэнтность въ сторонЪ; напротивъ, 
поняе объ инцидентности, о расположен, о конгруэнтности, о парал- 
лелизмЪ и непрерывности въ аксюмахъ Гильберта въ такой мфрЪ другъ 
съ другомъ переплетены, что представляется абсолютно невозможнымъ 
выдфлить, обособить ихъ оть этой тЪсной зависимости и опредфлить 
каждое изъ этихъ понят независимо отъ остальныхъ. Въ эту неопредЪ- 
ленность вносятъ, такимъ образомъ, свою долю всЪ поняця, въ томъ числЪ 
и линейность, если смотрфть на это поняце, какъ на отсутстые въ про- 
странствЪ пробфловъ, просвЪтовъ *). 


18. Итакъ, акЧюмы не дають синтеза, созидая геометрическихъ 
образовъ; онф указывають только выборъ соотвфтственныхь много- 
образй и сопряженй изъ всей совокупности мыслимыхъ. Если по- 
этому мы опустимь ту или иную аксюму, то выборь становится 
шире: тогда могутъ проскользнуть системы, удовлетворяюиия осталь- 
нымъ аксомамъ, хотя онф должны были бы быть исключены, если 
бы мы возстановили пропущенную аксюму. Это можно ясно видЪфть 


*) Есть ли это вообще поняте допустимое, это вопросъ, который мы здфсь 
оставимъ въ сторонЪ. 
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у Гильберта и его послфдователей на его „патологическихъ“ геоме- 
тряхъ, если можно такъ выразиться; это геометри, которымъ не хва- 
таеть тБхь или иныхь аксюмъ; тогда остальныя аксюмы получаютъ, 
кромЪ прежнихъ осуществленй, еще новыя, необычныя. До сихъ поръ 
еще не сдфлано опыта осуществленя понят объ инцидентности, отлич- 
наго отъ обыкновеннаго, нагляднаго его пониманя. Такого рода 4иаз 
инцидентность можно, между прочимъ, установить слфдующимъ образомъ. 
Каждой точкЪ пространства Р при помощи общей (или аффинной) кол- 
линеащи отнесемъ „изображене“ Р’; относительно каждой прямой мы бу- 
демъ говорить, что она 4иа$! инцидентна съ точкой Р, если она дЪй- 
ствительно инцидентна съ ея изображенемъ Р’. Точки, съ которыми та- 
кимъ образомъ 4ицаз инцидентна нфкоторая плоскость, принадлежать не 
самой плоскости, а ея изображен!ю; плоскость опредфляется тремя точками, 
но эти точки лежатъ—въ обычномъ смыслЪ этого слова—на изображени 
этой плоскости. 

При такомъ положени дфлъ дать опредфлеше прямой или плоскости 
самой по себь представляется совершенно безнадежнымъ; къ тому же 
свойства отд$льной прямой, какъ носительницы точекъ, столь мало 
характерны, что они принадлежать также каждой кривой („нулевого 
типа“ 79), которая взаимно однозначно отображается на прямой. 


19. Игакь, одна возможность отобразить пространство въ себЪ са- 
момъ при помощи коллинеащи уже заранфе обрекаетъ на неудачу всякую 
попытку, имфющую цфлью однозначно опредфлить пространственные 
образы и допущенныя ихъ соотношеня, не прибЪгая къ физическимъ 
законамъ *). Каждая коллинеашя (и, въ частности, аффинная) одно-одно- 
значно 8°) относить каждой точкБ точку же, каждой прямой — прямую, 
каждой плоскости—плоскость въ качествЪ изображеня; и въ этомъ соот- 
в.тсти нфть ни малЪйшаго исключеня, между тфмъ какъ при высшихъ 
преобразованяхъ, какь мы видфли, всегда появляются основныя точки. 
Если поэтому мы будемъ относительно изображен точекъ, прямыхь и 
плоскостей употреблять выражен „диая инцидентны“, „диа$ параллельны“, 


1з) Руссюй терминъ не установился; по-французски „ипе соше 4и вепге 0“, 
по-нёмецки „ете Сигуе уош СезсШесНё 0“. Такъ какъ этотъ терминъ встр$чается 
здЬсь лишь попутно, то мы не считаемь нужнымъ входить въ объяснеше этого 
сложнаго понятия. 


+) Если, напримфръ, мы строимъ прямую помощью визирован я, то мы поль- 
зуемся закономъ прямолинейнаго распространеня свфта. 

8) Одно-однозначное (или совершенное) сопряжеше пространства съ 
самимъ собой—это такое сопряжеше, при которомъ не только каждой точкЪ соот- 
вЪтствуетъ одна и только одна точка пространства, но и каждая точка является 


соотв$тствующей одной и только одной точкЪ. Это есть однозначное сс- 
пряжен!е, однозначно-обратимое. 
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Чиа конгруэнтны и Т. л., когда соотвЪтствующе этимъ изображенямъ 
оригиналы дЪфйствительно находятся въ соотношени инцидентности, па- 
раллелизма, конгруэнтности и т. д., то этоть способъ выраженя можно 
провести съ совершенно безукоризненной правильностью, даже, напримЪръ, 
въ томъ случаЪ, когда изображене 2)’ безконечно удаленной плоскости 
оказывается конечнымъ, такъ что двф прямыя а’, {’, проходяшя черезъ 
одну и ту же точку *’ и представляющия собою изображейя прямыхъ 
дир, придется называть 4иа$х параллельными. Для большей наглядности, 
однако, мы займемся аффиннымъ преобразовайемъ пространства, при ко- 
торомъ безконечно удаленная плоскость переходитъ въ себя самое, и раз- 
смотримъ, какое вляше оно оказываетъ на конгруэнтность. 


Мы напомнимъ прежде всего Штейнеровы построены при помощи 
линейки, изложенныя нами въ 5 5-омъ, правда, частью нфсколько нагляд- 
нЪе, но за то и менфе просто, чёмъ у Штейнера. Такъ какъ Чиа$! па- 
раллелизмъ нашей псевдо-геометр!и представляеть собой также дЪйстви- 
тельный параллелизмъ 8!), то мы можемъ безъ вспомогательной окружности, 
одной линейкой откладывать отрЪзки, 4иа$! конгруэнтные данному на той 
же или на параллельной прямой. Для того же, чтобы откладывать аиаз 
конгруэнтные отрфзки на пересфкающихся прямыхъ, линейки не доста- 
точно; въ первоначальномъ пространствЪ А, согласно 5 5-му, для этого 
нужна сфера; въ преобразованномъ пространствЪ А” этой сферф отвЪчаеть 
поверхность эллипсоида, которую мы будемъ называть ана! сферой и будемъ 
посредствомъ нея выполнять построеня 65 5-го, какъ если бы это была 
дЪИствительно сфера. Эти построен никогда не могутъ привести кь про- 
тиворфчйю, хотя „конгруэнтность“, которую они воспроизводятъ, отлична 
оть эмпирической. При помоши одной линейки можно построить без- 
численное множество точекъ дЪЙйствительной сферы (пользуясь, однако, 
плоскостями), если даны три взаимно-периендикулярныхь даметра. Ихъ 
изображен я называютъ взаимно-сопряженными д1аметрами эллипсоида. Такъ 
какъ всЪ построеня при помощи линейки аффиннымъ преобразованемъ пе- 
реносятся со сферы на эллипсоидъ, а, съ другой стороны, эллипсоидъ вполнЪ 
опредфляется любыми тремя попарно сопряженными даметрами, то мы 
можемъ дополнить сдфлаиное въ п. 17 замфчаше о конгруэнтности слф- 
дующимъ образомъ: Изъ каждаго осуществлен!я акс1омъ конгру- 
энтности можно получить при помощи аффиннаго преобразова- 
ня пространства безчисленное множество другихъ; чтобы фи- 
ксировать одно изъ нихъ, можно любые три отр$зка х. у, х, вы- 
холяще изъ одной точки (), принять за „взаимно перпендику- 


*') Такъ какъ 4паз! параллельныя прямыя имфють общую безконечно уда- 
ленную точку, которая остается безконечно удаленной при аффинномъ преобразо- 
ванн, то онЪ являются и дЬйствительно параллельными. 

Веборъ. Энциклоп. элемент. гсомстраит. 0 
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лярные“ и „конгруэнтные“. Они опредфляютъ тогда „сферу“, 
которая устанавливаетъ „конгруэнтность“ помощью построенЕй 
5 5-го. Если мы хотимъ, чтобы эта „конгруэнтность“ совпадала 
съ эмпирической, которую мы собственно привыкли называть 
этимъ словом, то для этого н$фтъ иного средства, какъ подо- 
брать эти отрфзки х, 7, < (пользуясь, скажемъ, циркулемъ) по 
возможности конгруэнтными и перпендикулярными въ эмпири- 
ческомъ смыслЪ слова. 


20. Этимь мы не желаемъ сказать, что, основываясь на этихъ допу- 
щеняхъ, можно практически выполнять построеня; мы хотфли только 
дать минимумъ операшй, опирающихся на физическе законы (ибо безъ 
нихь мы ие могли бы осуществить эмпирическую конгруэнтность и орто- 
гональность отрфзковъ х, у, <), при помощи которыхь далыие мы могли 
бы уже строить остальные образы геометр!и на основании совершенно 
абстрактныхь построешй и однозначно установить основныя соотно- 
шены, которыя требуются аксюмами. При этомъ категорически обна- 
руживается, что въ „геометрической“ геометр1и изв стные 
объекты необходимо нужно принимать, какъ напередъ данные, 
именно, точки, прямыя и плоскости, —что сюда должны быть еще присо- 
единены и друпя эмпирическя данныя, какъ, напримЪфръ, у насъ здЪеь 
„равные и взаимно перпендикулярные“ отрфзки х, 9, д, если мы хотимъ, 
чтобы логически построенная геометря въ нашемъ представленши совпа- 
дала съ обычной. Эта точка зрЪвя уже не разъ высказывалась; первымъ 
ее, повилимому, высказаль Гауссъ въ памятномъ письмЪ къ Бесселю 
(Веззе!, 1829), въ которомь онъ такъ выражаеть свою математическую 
вЪру: „по глубочайшему моему убЪждению, учеше о пространствЪ зани- 
маеть по отношенйо къ нашему знанйо очевидныхъ истинъ совершенно 
иное положене, чфмъ чистая наука о величинахъ; здЪсь наше познаше 
совершенно не имфетъ того полнаго убЪжденя въ ихъ необходимости 
(а слБдовательно, и въ абсолютной ихъ истинности), которая свойственна 
послЪдней. Мы должны смиренно признать, что въ то время, какъ число 
представляетъ собой исключительно продуктъ нашего духа, пространство 
имЪеть реальное существовае помимо нашего духа, которому мы, та- 
кимъ образомъ, а рНой не можемъ вполнф предписывать законы“. 

Слово „вполнЪ“ здфсь слфдуеть подчеркнуть, слово „пространство“ 
было бы точнфе замфнить выражешемъ „пространственное расположен!е“. 
Въ правильности логическаго формализма геометри Гауссъ, конечно, не 
сомнфвался; но необходимость т6хъ именно аксомъ, на которыя этотъ 
формализмъ опирается, могла казаться ему проблематичной, такъ какъ онь 
уже убЪдился, что помимо Евклидовой геометрии логически допустима 
также гиперболическая. Можно ли поддерживать въ настоящее время 
болЪе высокую оц$нку ариеметики —этоть вопросъ мы оставимъ въ сторонф. 
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21. Это изречеше Гаусса обнаруживаеть замЪфчательное различе, 
даже противоположность взглядовъ Гаусса и Ньютона. Послфльй 
пытается построить свою механику въ абсолютномъ пространств и въ 
абсолютномъ времени; именно онъ принимаетъ: 


„Абсолютное, истинное математическое время протекаеть само по 
себЪ, по своей природЪ, равномфрно и безъ отношеня къ чему бы то ни 
было“. 


„Абсолютное пространство остается по своей природ и безъ 
отиошеня къ какому бы то ни было внфшнему объекту всегда оди- 
наковымь и неподвижнымъ“. (РЫЙозорМае пафига!$ рипара шае- 
тайса). 


Мысль Ньютона ясна: элементарная механика орентируеть всЪ 
процессы движеня относительно земли, какъ неполвижнаго тфла, но, 
если мы сравнимъ землю съ солнечной системой, то окажется, что земля 
сама иметь врашене, или, по крайности, что математически-механическое 
изображене движешя солнечной системы оказывается необычайно простымъ 
если мы принимаемъ солнце за „неподвижное“ тБло и относимъ къ нему 
остальныя движеня. Въ механикЪ солнечной системы для установлены 
системы координать пришлось бы уже воспользоваться, скажемъ, пло- 
скостью эклиптики. Но по отношенйо къ неподвижнымъ звЪздамъ солнце, 
какл, оказывается, само имфетъ поступательное движене; для изслфдова- 
ня этого движейя мы должны были бы приковать наши координаты къ 
своду неподвижныхъ звфздъ. Но и это тщетно! Спектральный анализъ 
обнаружилъ также существоване собственнаго движеня неподвижныхъ 
звЪздь, и въ качеств послфлняго убфжища вь поискахъ за твердой 
опорой, быть можетъ, еще остается разв только млечный путь. Такимъ 
образомъ, астрономъ-практикъ теряеть одну точку опоры за другой 
между тмъ какъ теоретикъ, который отнюдь не озабоченъ осуще- 
ствлешемъ своихъ притязаййЙ, исходитъ отъ абсолютнаго пространства, 
какъ отъ наиболЪфе достовфриаго факта въ его сознаши. Абсолютпое 
пространство и абсолютное время ему совершенно необходимы `при 
построени механики и физики; но они не представляютъ собою чего- 
либо такого, чЪмъ мы вполнф владЪемъ; они составляють скорЪе 
конечную иль, кь которой мы стремимся тяжкимъ трудомь и безконеч- 
ными усиями и которой никогда пе достигнемъ. Эта точка зрЬня, въ 
особенности относительно времени, вполнф соотвфтствуеть также совре- 
менному состоянйо физики и механики, гдЪ фиксироваше времени пред- 
ставляетъ совершенно своеобразныя трудности *}. 


=) Н. Рошсагеё. „Га уе 4е 1а зсепсе“. 
10 
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8 14. Интуищя. 


1. Если мы пробЪжимъ въ обратномъ порядкф цфльную, строго де- 
дуктивную цБпь геометрическихъ теоремъ, то мы необходимо придемъ къ 
предложенямъ, которыя дальнфИшаго доказательства уже не допускаютъ 
и въ качествЪ „аксюмь“ составляютъ основные законы въ области гео- 
метрической мысли; при такихъ услошяхъ закономфрное построене про- 
странственныхъ образовъ, интуитивно соотвфтствующихъ геометри- 
ческимъ понят!ямъ, возможно только въ томъ предположени, что основ- 
ные образЫ намъ даны. Такъ какъ плоскость можеть быть образована 
при помощи пучка лучей, пересБкающихъ данную прямую, то въ посиЪфл- 
ней инстанщи мы должны, такъ сказать, имфть готовыми только прямыя 
лини; изъ этого, конечно, не сл$луетъ, что прямая можетъ быть опредфлена 
сама по себЪ. Но опредфленя плоскости при помощи аксюмъ (аксюмы 
14, 15, [5) можно избЪжать, если мы будемъ строить плоскость указан- 
нымъ сейчась способомъ и примемъ въ качеств акбомы, что прямая, 
встрёчающая двЪ стороны треугольника, необходимо встрЪчаетъ и третью 
(при чемъ подъ сторонами мы разумЪемъ неограниченныя прямыя, обра- 
зующя своимъ пересфчешемъ треугольникъ 8); только учеше о паралле- 
лизмЪ въ Евклидовой геометрии требуетъ при такомъ изложеши другой 
разработки. 


Кром$ того, нужно еще указать, какъ однозначно осуществить со- 
отношеня, требуемыя аксомами конгруэнтности. При осуществлени кон- 
груэнтности при помощи Штейнеровыхъ построен, которыя мы съ 
этой именно цфлью и предпослали въ 5 5-омъ, въ каждой плоскости прини- 
мается еще существоване окружчости съ ея центромъ. Эти окружности 
можеть дать одна сфера, которая, въ свою очередь, какъ указано въ 
5 13-омъ, можеть быть построена по точкамъ, безъ дальнЪйшаго пособ1я 
акаомъ конгруэнтности, по даннымъ тремъ конгруэнтнымъ и взаимно пер- 
пендикулярнымъ дйаметрамъ; но равенство и ортогональность этихъ трехъ 
даметровъь необходимы только для того, чтобы достигнуть совпаденйя 
чисто абстрактной конгруэнтности съ эмпирической; помимо этого, какъ 
указано въ $ 13-омъ, эти отрзки могуть быть выбраны совершенно про- 
извольно. Тогда то же построене по точкамъ даегъ уже, правда, не сферу, а 
эллипсоидъ, но паз! конгруэнтность, которую мы получаемъ при посредствЪ 
этого эллипсоида съ помощью Штейнеровыхъ построен, удовлетворяетъ 
всЪмъ аксюмамъ (сфченя даметральными плоскостями теперь будугъ уже, 
конечно, эллиисами; но мы будемъ ихъ трактовать, какъ будто бы это 


8) Это построеше, собственно, и выпслнено авторомъ ниже (гл. Ш, 4) при 
изложени проективной геометр!и. 
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были окружности *3). Если мы примемъ (согласно устанавливаемому нами 
опредЪленио) за „безконечно удаленныя“ точки тЪ, которыхъ мы не мо- 
жемъ достичь, исходя оть любой другой точки, конечнымъ числомъ равныхъ 
(съ точки зрёнЯ акс1омъ конгруэнтности) шаговъ, то мы получаемъ еще болЪе 
широк!я геометрическя системы, которыя удовлетворяютъь всфмъ акфомамъ 
Гильберта, не совпадая съ нашей обычной интуитивной геометрией. 
БолЪе того, мы не только можемъ совершенно произвольно выбрать три 
„ламетра“, не считаясь съ ихъ равенствомъ и ортогональностью, но точка 
ихь пересфченя (О) можеть даже не служить серединой каждаго дламетра 
въ эмпирическомъ смыслЪ этого слова. И если мы при такихъ условяхъ 
будемъ вновь производить т же „сферичесвя построеня“, то мы получимъ 
эллипсоидъ, который въ качествЪ (псевдо-)сферы опредфляеть Евклидову 
(псевдо-)геометр!ю съ Евклидовой конгруэнтностью. Н$которая плоскость 17, 
»конечная“—съ точки зрЬя нашихъ обычныхъ представлен, становится 
„безконечно удаленной“ плоскостью этой псевдо-геометр!и въ смыслЪ зако- 
новъ коигруэнтности, въ ней царящихъ. Въ себф самой эта Евклидова 
псевдо-геометря не содержить никакого противорфчя. Когда выбрана 
„середина“ () даметральной прямой хх и проходящая черезъ нее маме- 
тральная плоскость ху, то даметральная прямая уу можеть занять еще 
со! положен, а третья даметральная прямая < можеть занять еще оо? 
положен; если, далфе, мы на прямой хх фиксируемъ одну точку нашей 
„сферы“, то остальныя пять точекь нашихъ даметральныхь прямыхъ, 
приналлежаиия сферЪ, могуть еще имЪфть со? различныхъ положений 4). 

Итакъ, существуетъ со® геометрЕй, которыя оперируютъ съ 
обыкновенными точками, прямыми и плоскостями и удовлетво- 
ряютъ всЪмъ акс1омамъ Евклидовой геометр!и. Путемъ чисто 
геометрическихъ опредфлен!Й ни одна изъ нихъ не можеть 
быть выдфлена изъ всего комплекса. Напротивъ, для этого необ- 
ходимо прибфгнуть къ движен!ю твердаго тЪла въ эмпириче- 
скомъ смысл$ этого слова *). 


33) Это значить, мы будемъ пользоваться эллипсомъ въ соотвфтствующей 
плоскости совершенно такъ же, какъ мы пользовались основной окружностью для 
производства Штейнеровыхъ построений. 


83) Подъ символомъ с” разум5ють мощность многообразя (см. т. 1, & 1), 
въ которомъ каждый элементь опредфляется системой значенй # независимыхъ 
параметровъ (коэрдинатъ). Такъ, напримфръ, на плоскости имфется со? точекъ, ибо 
каждая точка опредБляется двумя координатами; въ трехмфрномъ пространствЪ 
имЪфется ^э? точекь; въ плоскости имфется 25? прямыхъ, ибо каждая прямая опре- 
дФляется двумя параметрами, а въ пространств имЪется ^>* прямыхъ. 

Нужно сказать, что приведенное выше опредфлене вызываетъ возраженЁя, 
входить въ которыя мы здБсь не имфемъ возможности. 


*) Независимо оть поняйя о конгруэнтности нельзя точно опредфлить 
поняше о твердомь тлф; можно разв только сказать, что это--тЪло, которое 
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Этихь важныхь предложенй мы не имфемъ возможности доказать 
элементарными средствами; тмъ не менфе мы не хотфли опустить ихъ 
вовсе, потому что они содержатъ указане на 8 постоянныхь Евклидовой 
геометрии, которыя чисто геометрическими методами не могутъ быть уста- 
новлены. Противъ двухъ неевклидовыхъь геометрй съ идеалистической 
точки зрЬны Канта часто указывали на ту единственную постоянную 
(параметръ) пространства, которая въ нашемъ осуществлен!и этой геометрии 
фигурируетъ въ видБ раДуса соотвфтственно ортогональной или щаме- 
тральной сферы; существоване такой постоянной именно и дфлаетъ не- 
возможнымъ признать образы нашего эмпирическаго созерцая исклю- 
чительно пролуктомъ дЪфятельности нашего духа. Именно, въ геометри 
есть нчто, надъ чЪмъ наша мысль (еще?) не властвуетъ. Если же мы 
построимъ ту или другую неевклидову геометрию, не пользуясь движе- 
немъ, какъ мы это сдфлали относительно Евклидовой, то она будетъ за- 
висЪть оть девяти произвольныхъ постоянныхъ. 


2. При посредствЪ образовъ, которые мы предполагаемъ данными. 
можно образовать всф остальные съ помощью премовъ, которые будуть 
тЪмъ точнфе, чфмъ лучше наши исходные образы удовлетворяютъ требо- 
ванямь аксюмъ. Такъ какь это всегда можетъ быть осуществлено лишь 
съ ббльшимъ или меньшимъ приближенемъ, то чистая геометря, свобод- 
ная отъ всякихь изъяновь. существуеть только идеально; ея образы не 
имотъ интуитивнаго существоваН я, они выливаются лишь ВЪ схематизмъ 
Канта, въ законъ ихъ образован! я. 

Съ точки зрня этой илеальной геометрии, система интуитивныхъ 
пространственныхъ образовъ должна быть признана весьма нагляднымъ, 
но несовершеннымъ осуществлешемъ чистыхъ идей. Къ тому же это не 
единственное возможное осуществлене ихъ; точки, прямыя и плоскости 
являются только представителями родовыхъ понятй, именно простран- 
ственныхъ образовъь нулевой, первой и второй ступени въ трехмфрномъ 
линейномъ многообразии, и эти обще образы также удовлетворяютъ 
акс1омамъ геометрии; поэтому обыкновенные пространственные образы осу- 
ществляютъ идеальную геометрю весьма многообразно: каждому изъ 
пространственныхь образовъ можно присвоить роль идеальной точки. 
Такимъ образомъ, матеральныя точки, прямыя и плоскости обыкновенной 
геометрии являются только однимъ изъ безчисленнаго множества осуществле- 
н, наглядной иллюстрашей идеальной геометрии, лаоадыуиа (примфръ), 
по выраженйю Платона. ОтдФфлить эти различныя интерпреташи идеальной 
геометрии абстрактно одну отъ другой а рйой, а не по отношеню къ 
одной изъ нихъ, составляетъь новую задачу геометрии, разрЪшене кото- 


оказываеть большое сопротивлеше усилямъ нашихъ мускуловъ, когда мы его 
сжимаемъ- 
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рой, если оно вообще возможно, во всякомъ случаЪ потребуетъ введеня 
въ геометрию новыхъ понят. 

3. Итакъ, всЪ старан!я, которыя прилагають авторы популярныхъ со- 
чине по геометрии, интуитивно достигнуть при помощи предЪльныхъ 
процессовь точныхь точекъ, прямыхъ и плоскостей, вполнф соотв$тству- 
ющихЪ акс1омамь, всегда относятся къ нашей интерпретащи, къ этой ол- 
ной иллюстращи чистой геометр!и; въ частности, опредфлен!я основныхъ 
образовь у Евклида можно признать разв только описашемъ этихь 
иллюстращй. Въ обезпечен!е правильности геометрическихт» истинъ это 
не вносить ничего. Геометр!я есть точная наука, потому что она сама 
строить свои основныя понятя; правда, она опирается при этомъ на 
опытъ и ставить опытныя задачи своею цфлью; но первымъ источни- 
комъ познан1я,— по крайней мЪрЪ, для научной геометрии, — опытъ не слу- 
житъ. Для развивающейся системы геометр!и опытъ имЪетъ исключительно 
то значене, что онъ приводить къ основной ея задачф—дать совмфстно 
съ физикой и механикой координированную картину м!роздан!я. 
Безъ этой конечной своей задачи геометр!я была бы отрЪзана отъ при- 
тока извнБ новыхъ, плодотворныхъ идей; въ дЪлЪ познан она играла бы 
не большую роль, ч6мъ остроумная игра, — напримфръ, ч$мъ шахматная 
игра, которая тоже сама созидаеть свои основныя понятя и аксюмы и 
могла бы быть названа точной наукой, если бы было установлено поняте 
о самомъ правильномъ ход (хотя бы путемъ дальнфйшаго ограниченя 
аксомь игры). Но чтобы извЪфстная логическая область была пригодна 
для абстрактнаго опредфленя пространственныхъ образовъ, она должна 
почерпнуть въ нашихъ эмпирическихъ представлешяхъ уже готовые за- 
чатки координирующей мысли и дать имъ свободное развие. Отсюда 
необходимость при преподавати исходить изъ опыта. Но такъ какъ на- 
чатки, взятые изъ эмпирическихъ представленй, еше не могуть быть разно- 
сторонне между собой связаны, то мы не можемъ быть напередъ увфрены, 
что при свободномъ развити они вообще окажутся совмфстными. Такъ, 
напримБръ, еще до того, какъ мы начинаемъ заниматься геометрей, мы 
уже находимъ въ себф сильно развитое поняе о сходствЪ, или о подобйи, 
а также и представленя, что прямая въ каждомъ изъ двухъ своихъ на- 
правленй уходитъ въ безконечность. Соединить эти двЪ безконечно уда- 
ленныя точки въ одну, какъ это дфлаеть параболическая геометрия, зна- 
чить впасть въ противор5че съ нашимъ непосредственнымъ представле- 
немъ. Только при помощи псевдо-геометрическихъ доказательствъ (при 
помощи пучка лучей) можно убфдиться, что эти точки „дфйствительно“ 
совпадаютъ. Если мы теперь введемъ въ геометрическую систему поняте 
о подоби и о двухъ безконечно удаленныхъ точкахъ на прямой, то не 
должны ли мы ожидать, что эти поняйя совмфстны? Между тфмъ фак- 
тически оказывается, что это не имфетъ мЪста: въ гиперболической 
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геометрии *°) подобы не существуетъ, —по крайней мЪрЪ, въ Евклидовомъ 
опредфлени этого термина. Этотъ примфръ достаточно ясно обнаружи- 
ваеть, что расплывчатыя понятя, почерипутыя изъ опыта, не имфютъ 
достаточно опредфленнаго содержаня; иначе между понямями, пр1обръ- 
тенными такимъ образомъ. не могло бы быть противорфчы, если только 
мы не склонны подвергнуть сомнфню возможность самаго опыта. Опыта 
нельзя опредфлить законами, которые каждый, такъ сказать, можетъ ощу- 
пать собственными руками. То закономфрное, что можно „почерпнуть ин- 
туищей“, въ самомъ благопр!ятномъ случаБ есть лишь приближенше, коре- 
нящееся въ первыхъ попыткахъ нашей мысли координировать окружающее. 
Отсюда возникаетъ обязанность геометрии доказать совмЪстность основ- 
ныхь ея посылокъ, какъ это впервые было сдфлано, въ „Основаняхъ 
геометрии“ Гильберта. 


4. Такимъ образомъ, если идеальная геометрия можетъ гордиться 
творческой дЪфятельностью человфческаго духа, то эта гордость умБряется 
все же сознашемъ, что идеальная геометрия, которую можно построить 
современными научными средствами, еще далеко не настоящая геометрия. 
Если задача геометр!и заключается въ томъ, чтобы при содЪфйстви меха- 
ники и физики координировать все содержане нашихъ ошущенй и объ- 
единить ихь въ одномъ цфльномъ мросозерцани, то опредфлеше нашихъ 
эмпирическихъ пространственныхъ представлен составляеть какъ точку 
отправлены, такъ и отдаленную, быть можетъ, даже недостижимую цБль 
всякой геометрии. Геометрическая система Паша, которую мы старались 
охарактеризовать въ $ 10-омъ, какъ „натуральную геометрио“, знаменуетъ, 
такимъ образомъ, въ этомъ процессф эволющи геометрии не достигнутую 
иль, а только начало; вЪдь и эта геометрйя счастливо проклалываеть 
себЪ путь только благодаря тому, что она, въ концф концовъ, все-таки 
работаетъ отвлеченными понятями, которыя лишь приближенно опре- 
дфляютъ ея содержане. Только изъ этихъ абстрактныхъ понят она выво- 
дить свои теоремы и лишь потомъ ограничиваеть ихъ силу различнаго 
рода дополненями (на основан непрерывности пространства), какъ то: „на- 
примёръ“, „вообще говоря“, „если части расположены не слишкомтъ небла- 
гопрятно“ и т. и. Если бы нфкоторая геометрия хотБла устанавливать свой- 
ства прямыхъ и другихъ лин на плоскости, вачерченныхь карандашемтъ 
и линейкой, то она должна была бы считаться съ т5мъ обстоятельствомъ, 
что дЬйствительныя точки всегда имфютъ протяжене, что прямая имфетъ 
толщину. Чтобы и здЪсь получить законы, можно было бы разсматривать 
точку, какъ маленькй кругъ, прямую — какъ узкую полоску между двумя 
параллелями. Если мы будемъ двигать такую полоску въ плоскости такимъ 
образомъ, чтобы она хоть частью покрывала двЪ ея кругообразныя точки 


35) Въ которой прямая имЪеть дв безконечно удаленныя точки. 
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Ч и Ви въ предл касалась ихъ, то она опишетъ область 9 (, В) 
— „поле“, въ предфлахъ котораго полосообразная прямая опред$ляется 
точками | и В; два такихъ поля ф(А, В) и 9 (С, О) имвютъ тогда 
общую область зр — „поле“ точки пересфченя прямыхъ АВ и СП. За- 
дача такой геометр!и заключалась бы въ томъ, чтобы установить зависи- 
мость поля (2, В) оть Ди В и области чу оть д (0, В) и Ф(С, 1). 
Быть можетъ, чтобы получить простые законы, пришлось бы приближенно 
замфнить область ф гиперболой, область 4) надлежащимъ образомъ по- 
добраннымъ эллипсомъ; но это составляеть одну изъ главныхъ задачъ 
„приближенной геометр!и“, о чемъ мы уже говорили въ 8 10-омъ. Врялъ 
ли нужно говорить, что и эта геометр!я должна дфлать упрощаюнця до- 
пущеня, —которыя, вь свою очередь, не были бы возможны, если бы за 
ними не стояла чистая геометря, въ которой понят о точкахъ, прямыхъ 
и плоскостяхъ строго опредфлены. Если бы мы захотфли избЪжать этой 
необхолимости, скажемъ, соображенями такого рода, что границы полосъ, 
въ свою очередь, представляютъ собой болфе тонюя полоски, то этимь 
боле тонкимъ полоскамъ вновь пришлось бы приписать границы и т. д. 
Такимъ образомъ, приближенная геометрИя становится основой приближе- 
ный второго порядка, на которыя, въ свою очередь, опираются прибли- 
женя третьяго порядка и т. д. Но ни одна изъ этихъ системъ не могла 
бы сдфлаться объектомъ научной обработки безъ допущен, которыя 
предполагаютъ закономфрность, согласную съ нашими теперешними поня- 
ями, и это возможно только на почвЪ геометри, располагающей опре- 
дЪленными понят1ями о точкахъ, прямыхъ и плоскостяхъ. Отсюда съ 
безусловной необходимостью вытекаетъ, что мы поступаемъ совершенно 
цфлесообразно, если сознательно строимъ идеальную геометрию. Всякая 
геометря, въ концф концовъ, есть геометр!я идеальная, даже если она не 
ставить себЪ такихъ задачъ, — если это не обнаруживается ясно въ ея 
изложении *). 


5. Однако, идеальная геометря должна остерегаться постоянно по- 
вторяющейся ошибки, выражающейся въ стремленйи искусственно провести 
эмпиричесюя представленя въ соглаМе съ чистыми, отвлеченными поня- 
тями. Это есть, очевидно, обратное воздЪйстые абстрактно совершенной 
геометрии на ея чувственный субстратъ, поскольку дЪло не сводится 
просто къ тому, чтобы пренебрегать уклонешями реальныхъ образовъ оть 
соотвфтствующихь понятй. Обыкновенно полагаютъ, что эти уклоненЯя 
могутъ быть искусственно устранены процессомъ предфльнаго перехода. 
Исходя изъ той точки зрфн!я, что начерченные образы тфмъ точн$е со- 
отвЪтствуютъ аксюмамъ, чфмъ тоньше и тщательнфе выполнены чертежи, 


*) Геометр!я, которая отклоняла бы такого рода идеальную постановку, не- 
обходимо должна была бы искать опору въ номинализмЪ. 
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дфлаютъ обыкновенно заключене, что эти (реальныя) фигуры достигнуть 
полной точности, если мы сведемъ точку совершенно къ нулю, совер- 
шенно лишимъ прямыя ширины и толщины, а въ плоскости сохранимъ 
только длину и ширину, уничтоживъ ея толщину. На недопустимость 
такого вывода мы уже указали въ первой главЪф. Правильно проведенный 
процессъ предфльнаго перехода можеть имЪфть только одну разумную 
цфль: вызывая въ нашемъ представлен!и безконечный рядъ точекъ, пря- 
мыхь и плоскостей, которыя становятся все тоньше и тоньше, съ одной 
стороны, доказать возможность и необходимость идеи совершенно точ- 
ныхъ основныхъ образовъ, а съ другой стороны,—дать процессъ, кото- 
рый обратно переносиль бы эту идею на эмпирическе объекты. Пре- 
дфльный процессъ представляетъ собой такимъ образомъ схематизмъ этихъ 
чистыхъ понят, какъ его понимаеть Кантъ, т. е. премъ, дающйЙ воз- 
можность отнести эти поняття къ объектамъ. Что касается чистыхъ поня- 
Ий о точкЪ, прямой и плоскости, то къ нимъ процессы предфльнаго пе- 
рехода не относятся, потому что роль точекъ могутъ взять на себя также 
сферы, окружности, числовыя группы и т. д. 


6. Совершенно инымъ путемъ старается привести наши представлен!я 
въ согламе съ чистыми понятями Кантъ; онъ допускаеть источникъ по- 
знан!я геометрическихь истинъ, отличный отъ чистаго мышленя и чув- 
ственнаго воспрытЯя, — чистое воззрфн!е а р!10гЕ. Чтобы занять 
опредфленную позиШю относительно этого труднаго вопроса, оставаясь на 
почвЪ математическихъ соображеншй, мы будемъ исходить отъ замфчаня 
философа Наторпа (Маюгр): „математики въ такой мЪрЪ всосали въ плоть 
и кровь общее понят! о пространствахъ любого числа изм5ренй и любой 
характеристики, что они часто перестаютъ понимать Евклидово, Ньютоново, 
Кантово поняте о нашемъ пространствЪ, къ существеннымъ признакамь ко- 
тораго принадлежитъ его единственность. Это и не трудно себЪ уяснить: 
въ самомъ дЪлЬ, этотъ признакъ единственности коренится не въ математи- 
ческой сторонЪ дфла, а предполагается уже самымъ понячемъ сушество- 
ван!я, которое вообще ничего иного не выражаетъ, какъ опредЪленность 
въ единственномъ видЪф, въ отлише отъ безчисленнаго множества пред- 
ставляющихся возможностей; а это поняме дЪйствительно и безусловно 
предполагаетъ единственность. Ни одно мЪсто существующаго не опредф- 
лено однозначно, если однозначно не опредфлено само пространство, 
которое только и представляетъь собой систему услоый опредЪленя мфста. 
Хотя это требоване само по себф отнюдь не математическое, отсюда вы- 
текаетъ все же для математика задача показать, при какихъ предположе- 
шяхь эта система опредфленя мФста дфйствительно будетъ замкнута въ 
самой себЪ, а слЪловательно, будетъ единственной“. (Ощегис5ЫаНег г 
Маш. и. Маши. 1902, НеН 1.). Существоване пространства (въ этомъ 
порядкЪ идей это означаеть: геометрической системы, какъь одной един- 


155 $ 14 


ственной, абсолютно опредфленной) есть основная предпосылка а5с- 
трактной механики; именно, послЪдняя предполагаетъ геометрпо, въ кото- 
рой конгруэнтность опред$лена независимо отъ понят о движени, чтобы 
обратно поняте о движени и о твердомь т6лЪ можно было чисто 
абстрактно построить на конгру энтности. Мы оказались бы въ ложномъ 
кругБ, если бы мы захотли опредфлить конгруэнтность при помоши 
движен!я, а поняте о твердомъ тфлЪ при помощи конгруэнтности. Если мы 
предполагаемъ конгруэнтность, то движеше представляеть собой прежде 
всего, совершенно независимо отъ времени, процессъ образованйя непре- 
рывнаго ряда конгруэнтныхъ фигуръ, такъ что соотвфтствующя точки 
непрерывно заполняютъ опредфленныя кривыя—ихь „пути“. Эти различ- 
ныя фигуры называются „положенями“ одной изъ нихъ, „движущейся“ 
фигуры; каждая изъ конгруэнтныхъ фигуръ можетъ быть принята за 
„движущуюся“. Разстоян!е движущейся точки въ различныхъ ея положе- 
няхъ, измБряемое по ея пути, называется пробЪгомъ, или пройденнымъ 
разстояемъ до соотвфтствующаго положеня. Подъ поняемъ же време- 
ни мы разумемъ опредфлене, содержащее характеръ величины, которое 
должно быть присоедине но, чтобы мы могли отличать различныя положе- 
ня движущейся точки; съ этой величиной должны быть однозначно и 
непрерывно сопряжены разстоян1я, прохолимыя движущейся  точкой- 
Согласно этому опредфленшю время имфетъ только одно измфрене и мо- 
жеть, такимъ образомъ, быть измфрено и отображено при помоши одной 
перем$нной 1. Движене точки по прямолинейному пути называется „равно- 
м6рнымъ“, если проходимыя ею разстояня пропорщюнальны времени; 
на этомъ, извЪстнымь способомъ, основываютъ опредф$леыя скорости и 
ускореня. Точки прямой могутъ быть безчисленнымъ множествомъ спосо- 
бовь опред5лены при помощи одной перемфнной {; это значитъ -— точка 
можеть двигаться по прямой безчисленнымъ множествомъ различныхъ 
способовъ. Тфла, которыя попарно такъ опред$лены *), что мы должны 
представлять себЪф ихъ въ движени, называются матер1альными тфлами, 
если, при этомъ, при достаточномъ удалении всЪхъ остальныхъ тфлъ каждыя 
два тфла движутся по направленйо другь кь другу *6). Если при этомъ 
ихъ ускореня равны (но противоположны по направлен), то мы гово- 
римъ, что тфла взаимно эквивалентны; если два матеральныхъ тфла 
эквивалентны съ третьимъ, то они эквивалентны другъ съ другомъ. Если 
изъ трехъ матеральныхъь тлъ „4, /,, „1, послфднее въ присутствии 
тЬла 4, получаетъ болфе сильное ускореше, чфмъ тБло „4., и если, далЪе, 


*) Указать, какъ это осуществляется, —задача будущаго. 

36) Законъ всем рнаго тяготфн!я, который въ обыкновенной формулировкЪ уже 
предполагаетъ поняте о матеральномъ тЪлЪ, здфсь принимается за точку отпра- 
влешя и служить для опредъленя матер!альнаго тфла. Очень трудио сказать, въ 
какой мърЪ дфйствительно возможно провести эту точку зрВыйя черезъ всю механику- 
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тфло /, въ присутстыи 1, ускоряется сильнфе, нежели тфло 2/,, то тфло 
И. въ присутстыи тБла А, ускоряется сильнфе, нежели послфднее; въ 
каждой комбинащи третье тло предполагается достаточно удаленнымъ. 
Благодаря этимъ акфЧомамъ эквивалентность подходитъ подъ поняте вели- 
чины; эта величина называется массой. Время и масса суть основныя 
поняты механики; предыдуния опредфленя, по трудности предмета, должны 
только считаться предварительными попытками опредЪфлить время и массу 
постольку, поскольку это необходимо для чистой механики. Для примЪ- 
ненНя этихь понят къ дЪйствительности долженъ быть еще данъ ихъ 
схематизмъ, законоположеше, которымъ они вводятся. Схематизмъ измф- 
ренйя времени представляетъ чрезвычайныя трудности, которыя коренятся 
въ одномфрности времени. Какъ мы на прямой не можемъ откладывать 
равныхъ отрЪзковъ безъ пособя другихъ пространственныхъ образовъ, 
такъ и равные промежутки времени не могутъ быть эмпирически уста- 
назливаемы конструктивно, а только при помощи какого-нибудь ритмическаго 
движеня, наприм$ръ, б1еня пульса или колебанй маятника. Относительно 
времени мы имфемъ только общее воззрЪШе величины и чувство ритма, 
если отдЬльные такты слфдуютъ другъ за другомъ не слишкомь быстро 
и не слишкомъ медленно *). 

При нашемъ изложени основныхъ поняй мы пытались разсма- 
тривать движенйе, какъ поняме болЪе раннее, на которое опирается 
понятЁе времени. Съ другой стороны, движене есть источникъ понят 
о силЪ. Естественнымъ состоящемъ движеня матеральной системы, „безъ 
посторонняго влыня“, является только движенше ея точекъ по прямымъ 
линямъ. Происхождене другихъ путей извЪстнымъ способомъ объясняется 
силами, которыя „сообщаютъ“ т$лу ускоревя въ различныхъ направленяхъ; 
тфло воспринимаетъ эти ускоренвя, согласно закону параллелограмма силъ. 
Въ какой мфрЪ срослась механика съ геометрей, съ особенной очевидностью 
явствуетъ изъ основного принципа, на которомъ великй физикъ Герцъ 
(Нег=2 построилъ всю механику: Зу$ета ошпе ПБепит регзеуегаге ш За 
зио ашезсепа уе! тшоуепб1 ипйогтйег т апесИ$ тат (Меспашк, р. 162). 


7. Если Кантъ въ частностяхъ комбинировалъ всЪ эти вещи иначе, 
то чтеме книги Ньютона „РИЦозорШае пафгай$ РипсПла Мафетайса“ 
(Г.опдоп, 1687) все же должно было привести его къ соображенямъ 
такого же рода, изъ которыхъ онъ почерпнулъ убЪждене необходимости 
одной геометр!и, однимъ единственнымъ способомъ опредБленной, такъ 
сказать, м!ровой геометр1и. Что эту роль могла играть только 
Евклидова геометр!я, было для Канта одной изъ неопровержи- 


*) О современномъ состоян!и механики см. подробный обзоръ Фосса (А. \05$, 
въ „Энциклопеди математическихъ наукъ“—„БясуКоря@е 4ег Ма. \/15зепзспаЙеп“) 
Ва. [М,. 
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мйшихъ научныхъ истинъ. Если бы эта точка зря была обосно- 
вана, то въ этомъ’ заключалось бы познан!е необычайной глубины и 
важности. Такое познане не могло бы быть почерпнуто изъ опыта, потому 
что при своей однозначности оно тогда необходимо обусловливало бы 
единообразе и въ построении координированной системы мра; но оно не 
могло быть получено также и путемъ расчленешмя понятШ, потому что 
основныя понятя математики и механики образуются только при помощи 
аксомъ 87); въ качествЪ мровой геометр!и, геометря Евклида можеть 
быть познана только въ своихъ акСюмахъ, которыя, однако, какъ тако- 
выя, предшествуютъ основнымъ поняямъ,—въ аксюмахъ, которыя только 
и дълаютъ возможными (формальныя) опредфленя основныхь понят. Въ 
этомъ характер всего этого познайя, въ основномъ его значени, кото- 
рое только и дБлаеть возможнымъ единую строго логическую науку, и 
заключается то, что Кантъ хотфлъ выразить словомъ а рой *). 

Кь этому именно пункту примыкаеть „Критика чистаго разума“ 
Канта и пояснешя къ ней въ „Пролегоменахъ“. ЗдЪсь считается устано- 
вленнымъ, что математика и физика покоятся на познаняхъ а р! 011. Но гдЪ 
же ихъ источникъ, если они не могуть быть ни почерпнуты изъ опыта, ни 
получены расчленешемь понятй. Этотъ особенный источникъ познанй, 
изъ котораго должны были проистечь эти истины, Кантъ называетъ 
чистой интуищей а рг!ог!. Но какъ же это возможно? Если бы ин- 
туишя давала намъ представлеше о вещахъ, какъ он есть, сами по себЪ, 
то интуищя а рог! была бы совершенно невозможна, ибо тая свойства 
объектовъ, которыя имь принадлежать совершенно независимо отъ меня, 
я могу познать только путемъ созерцаня. „Правда и тогда остается не- 
понятнымъ, какимъ образомъ созерцане наличной вещи можетъ дать мнЪ 
поняе о томъ, какова она сама по себЪ, такъ какъ свойства ея не мо- 
гуть перейти въ мое воображен!е“ **). Во всякомъ же случаЪ это не можеть 
быть интуищей а рнон. До тЪхъ поръ, пока интуищя согласуется съ объ- 


7) Это значитъ, что т признаки, которые устанавливаются акс1омами, только 
и составляютъ все содержаше понят!я. 


+) Опредълен!е понятя а рйой въ примфнени къ аналитическимьъ и синтети- 
ческимъ сужденямъ, которое Кантъ пытается дать въ своей „Эстетик“, нельзя 
признать удачнымъ, потому что самое слово „суждене“ наводить на точку зръня 
старой формальной логики; „сужденя“ въ старой логикЪ устанавливали соотноше- 
ня между поняйями, которыя она принимала, какъ готовыя, не интересуясь ихь 
происхожденемъ. ДалЪе, всЪ „сужденя“ геометрии являются „аналитическими“, 
даже тЪ, которыя выражаются аксюмами, потому что, съ нашей точки зрфня, основ- 
ныя поняйя формально опредфляются аксомами. Синтетическими эти сужденя 
были лишь тогда, когда основныя понятя при ихъ посредствЪ были только пр1обрЪ- 
тены, т. е. на той предварительной ступени позиашя, которую старая логика счи- 
таетъ законченной раньше, чфмъ она приступаетъ къ дБлу, (или вовсе игнорируетъ). 


**) „Ргоеротепа“, $ 9. 
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ектами, мы не въ состояни выбраться изъ этого затрудненя. Но, быть 
можетъ, обратио, самыя вещи согласованы съ нашей внутренней интуищшей; 
быть можетъ, время и пространство представляютъ собой своеобразные 
координируюнцие принципы, свойственные нашему духу, при помощи ко- 
торыхъ онъ распутываеть хаосъ нашихъ ощущенй и созидаеть общую 
картину нашего мровоззрЪн!я? Только въ такомъ видЪ мы и можемъ пред- 
ставить себЪ познаше а рИйоН, „если оно представляеть собою не что 
иное, какъ форму психической дфятельности моего субъекта, которая пред- 
шествуетъ всБмъ моимъ дЪйствительнымъ впечатлЪнымъ, вызваннымъ внЪш- 
ними предметами“ *). Строго говоря, субъектъ здфсь могъ бы остаться 
въ сторонЪф, такъ какъ съ этой точки зря собственное „я“ въ такой же 
мЬрЪ прелставляеть собой результатъ познаня, какь и вн-шн!е объекты. 
Послфднйя познаются, такимь образомъ, не сами по себЪ, а въ томъ видЪ, 
въ какомъ они намъ представляются, прошедши черезъ горнило принци- 
повъ нашего сознания. 

Къ этому приводится учене Канта о пространствЪ, его трансцен- 
дентальный идеализмъ, поскольку это. учене вообще можеть быть 
передано въ немногихъ словахъ. Мы преднамфренно не дЪфлали попытки 
передавать это учене въ полной чистот, въ которой, можетъ быть, раз- 
вита его математическая часть **), ибо и самь Каптъ лишь въ отд$ль- 
ныхъ мфстахь доходить до совершеннаго идеализма, преодол вающаго 
всяк! Й сенсуализмъ. Въ частности, примфры, которые Кантъ заимствуетъ 
изъ математики, часто совершенно непригодны для тЪхъ цБлей, ради 
которыхь онъ ихь приводитъ, а иногда они даже не вполнф безупречны 
съ точки зрфня научной ** =). 


8. Въ виду стремленя современной геометр!и развиться въ строго 
абстрактную науку, мы не можемъ относиться безразлично кь тому, при- 
ходится ли считаться помимо отвлеченнаго мышленя еще съ какимъ-либо 
инымъ источникомъ геометрическаго познаня и при томъ съ такимъ, ко- 
торый играетъ не одну только наволящую роль, но и претендуеть на 
абсолютную достовбрность. Мы не можемъ вслфдстйе этого уклониться 


=) „Ргоеротепа“, 8 9. 

**) Въ томъ направлении, какъ это дфлають Когенъ (СоНеп), Наторпъ (Маб©гр); 
см., наприм6ръ: Мафогр, „Зос!а! Радарок“, $$ 1-—5. Все то, что пишуть объ осно- 
вахь математикн философы, требуеть крайне серьезной критики; въ общемъ полу- 
чается впечатльнЕе, что трудность задачи недостаточно оцфнивается; это непрйятное 
слъдстве (Нео-)Кантова идеализма, который питаеть надежду вывести основные 
законы математики и механики изъ общихь логическихъь принциповъ. Борьба съ 
грубымъ эмпиризмомъ не должна вести къ полному отрицанйо опыта; идеализмъ 
(ученге, къ которому мы и сами близко примыкаемъ) несомнфнно долженъ былъ бы 
отвести больше мЪста эмпиризму. 

***) См., напримфръ, „Ргоеротепа“, $ 12 и $ 13, которые содержать совер- 
шенно недопустимыя опредБленя конгруэнтности. 
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отъ того, чтобы занять опредфленную позищю по отношенио къ гносео- 
логическимъ взглядамъ Канта; именно, мы попытаемся разобрать доказа- 
тельства и математическя разсужленя Канта съ точки зрЪня математи- 
ческой критики, сдЪлавшей уже послЪ Канта значительные усп$хи. 

Того сознаня совершенно исключительнаго значеня Евклидовой ге- 
ометр!и, какъ системы, съ необходимостью обусловливаемой единствомъ 
точнаго естествознаня, — научнаго убЪжденя вь необходимости ея аксюмъ 
для объясненя мроздашя въ такомъ видЪ, какъ это предполагаетъ Кантъ, 
мы въ настоящее время не имфемъ и пока имфть не можемъ: наши по- 
знамя объ основахь математики и физики имфютъ еще столько пробЪ- 
ловъ, что обоснованный взглядъ на ихъ необходимость еще не могъ сло- 
житься. Между физикой эвира и физикой вфсомой матер!и зяетъ бездна, 
которая постоянно углубляется по мБрЪ того, какъ мы пытаемся развивать 
эти науки строго абстрактно на подобе геометр!и, исходя изъ строго фор- 
мулированныхъ аксюмъ; даже опредфлить строго абстрактно эти ДВЪ 
области мра явленй представляется уже необычайно труднымъ; такъ, на- 
примфръ, сдфланная нами выше въ п. 6 попытка опредфлить матер!ю, 
оказалась бы непригодной, если бы помимо силы тяготБшя дЪйствовала 
еще какая-либо другая основная сила притяженя безъ отталкиваны. Такъ 
какъ, слфдовательно, большия отрасли физики, можно сказать, еще вовсе 
не связаны внутреннимъ единствомъ, то представляется совершенно невоз- 
можнымъ съ абсолютной увБренностью ршить, можетъ ли Евклидова гео- 
метрИя, или какая-либо иная, лечь въ основу этихъ наукъ, не приводя къ 
противорЪ ч1ю. 


9. ЗамБчательно, что Кантъ и его посл$дователи признавали недо- 
пустимымъ разрфшать при помощи опыта *), есть ли Евклидова геометр 
„наша реальная“ геометр!я или нфтъ. Цфль и предпосылки опытнаго изсл$- 
дован, конечно, не всегда строго опредфляются. Посредствомъ провЪ- 
рочнаго измфреня н$ть, конечно, возможности даже пытаться рЬшить, 
правильна ли Евклидова (или какая бы то ни была другая геометриче- 
ская система), т. е. свободна ли она отъ логическаго противорфчя. Это 
пеосуществимо ни въ какой геометр!и, потому что основные образы ни- 
какой геометри мы не можемъ реально изобразить, исходя изъ акс1омъ. 
Но въ этомь нфтъ необходимости, потому что правильность Евклидовой 
(равно какъ и обфихь неевклидовыхъ геометрй) можно доказать строго 
логически, на основани ея акстомъ. Но за то мы можемъ себя спросить, 
соотвфтствують ли дЪйствительно (приближенно) всф тЪ образы, мно- 
гообразные по своему происхожденю, которые мы въ повседневной жизни 
НИМ При, акЧомамъ Евклидовой геометрии. Можемъ ли мы, на- 


и) а этой мысли пришелъ уже, между прочимъ, и Тоаннъ Больз (1. Воуа!). 
Ср. Р. З4асКе!, Пе еа Месватсае апа1]уйсае райе, диае а@ уаНе $ сошрийит 
Рипепзюпит зресёаф. 
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примЪръ, построивъ циркулемъ и линейкой „треугольникъ“, измфривъ его 
углы транспортиромъ, дЪйствительно знать а рпоп, что сумма угловъ съ 
достаточнымъ приближенемъ составитъ два прямыхъ. Конечно, это было 
бы возможно, если бы мы могли придать линейкЪ (приближенно) ту за- 
кономфрность, которую требуютъ аксомы. Но это не иметь мЪста. Для 
изготовленя линейки мы пользуемся не той закономфрностью, которой 
требуютъ акс1омы, а движешемъ свфта: мы стараемся, чтобы ея ребра при 
визироваши сводились въ точку; можеть также быть, что ребро сдфлано „пря- 
мымъ“ чисто механическими средствами. Но, съ другой стороны, мы мо- 
жемъ, конечно, изъ опыта познать, что лини, воспроизводимыя линейкой, 
въ достаточной мЪрЪ удовлетворяютъ требованямъ акфомъ расположения 
и сопряжен, конгруэнтности и непрерывности; но остается ли также въ 
силЪ аксюма о параллельности, этого мы съ полной увЪ5ренностью 
сказать не можемъ, такъ какъ она не зависить отъ остальныхъ аксомъ- 

Итакъ, задача эксперимента заключается не въ томъ, чтобы рЪшить, 
правильны ли предложеня одной или другой геометрии; онъ можетъ 
только указать, примЪняется ли она къ эмпирическимъ пространственнымъ 
образамъ. построеннымъ тфмъ или инымъ способомъ. При этомъ способъ 
ихъ построеня долженъ быть точно указанъ, иначе вся задача теряетъ 
содержаше. Чфмъ болыше треугольникъ, т6мъ больше могло бы оказаться 
уклонеше суммы угловъ отъ двухъ прямыхъ; но вмЪстЪ съ тЪЬмь стано- 
вится труднфе и самый опытъ. Если при неболышихъ треугольникахъ воз- 
можно еще обойтись средствами механики, то при измфренш большихъ 
треугольниковъ на земной поверхности или въ небесномъ пространствЪ 
приходится пользоваться законами оптики. Въ самомъ дЪлЪ, углы здЪеь из- 
мфряются теодолитомъ, а потому стороны треугольника представляютъ собой 
свЪтовые лучи; съ другой стороны, раздьленный кругь теодолита изгото- 
вленъ на токарномъ станкЪ; его круглая форма воспроизведена. слфлова- 
тельно, путемъ вращеня твердаго тла. При осуществлени этого измЪре- 
ны оказываютъ, такимъ образомъ, совмфстное дфИстые два совершенно 
разлфльныхъ мра—эеиръ и матер. Конечно, свЪтовые лучи, натянутыя 
нити, оси вращеня и т. л.—осуть прямыя лини въ ходячемь значенш 
этого слова, но не представляють ли они только приближен, этого мы 
знать не можемъ; въ частности, будеть ли направленше распространеня 
свфта тождественно съ траекторями твердыхъ тЬлъ, движущихся по инер- 
ци, каковыя въ теоретической механикЪ, по опредфленйо, представляютъ 
собой (Евклидовы) прямыя лини, — это еше теоретически не доказано. 
Мыслимо и то, что свфтовые лучи осуществляютъ неевклидову гео- 
метрио, траектори инерщи — Евклидову, т. е. что лишь въ этомъ прел- 
положени они могутъь найти себЪ объяснене въ общей научной си- 
стемБ. Даже когда мы чисто механически дфлаемъ треугольникъ и изм$- 
ряемъ его, то и туть остается мБсто сомнфнйо. ДЬло въ томъ, что при 
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обычномъ построеши механики мы предполагаемъ, безъ особаго обосно- 
ваня, Евклидову геомегрю и опредфляемъ траектор!и тфлъ, движущихся 
по инерши, какъ прямыя лини. Но вътакомъ случаЪ, по меньшей мфрЪ, было 
бы необходимо доказать, что эта ггометр!я совмЪстима съ тфми аксомами, 
которыя вносить традиШонная механика. Что въ этомъ отношеши воз- 
можны коллизм, обнаруживаеть слфдуюнций примфръ. Четвертую вершину 
) параллелограмма АВС) можно построить по тремъ остальнымъ, соединяя 
середину \[ дагонали АС сь вершиной В и откладывая на продолжен 
отрфзокъ \/1)—=МВ. Отсюда ясно, что такъ называемый параллелограммь 
силъ въ механик совершенно безъ нужды прибфгаетъь къ понятно о па- 
раллельности, ибо точку ПГ, кь которой собственно сводится вся суть 
дфла, можно онедфлить и построить, пользуясь исключительно аксомами 
конгруэнтности; вфль этоть законъ имфеть въ виду установить только 
равнодЪйсгвующую слагающихъ В.4 и ВС по величинф и направленйю, все 
же остальное представляеть собой придатки геометрическаго характера. 
Сообразно этому могло бы казаться, что и въ двухъ неевклидовыхъ гео- 
метряхъ сложене силь и скоростей могло бы производиться при помощи 
этого построеНя. Между тфмъ въ лЪйствительности это далеко не такъ! 
Въ самомъ дфлЪ, если мы построимъ для трехъ силъ х, у, $, располо- 
женныхъ въ одной плоскости и имбющихь общую точку приложеня (), 
равнодЪйствующя &, 1), & трехъ паръ (7,3, (лис, 5), а затфмъ по- 
строимъ равнодфиствующя а, 6, с трехъ паръ (& х), (9, т), (0,3), то эти 
послёлыя (т. е. а, р, с) должны вс совпасть по самому понятю о равно- 
дЬйствующей, въ силу той аксюмы механики, что силы, имфющя общую 
точку приложеня, имБютъ опредфленную равнодфйствующую. Эта аксома 
механики предъявляеть, такимъ образомъ, къ геометр!и весьма существенныя 
требовашя. Совпадене отрЪзковъ а, р, с при этомъ построени 88) имфетъ 
мБсто только въ Евклидовой геометрии, т. е. существенно предполагаеть 
аксюму о параллельности: въ обЪихь неевклидовыхъ геометряхъ эти 
отрфзки не совпадаютъ. Кстати замфтимъ, что отсюда отнюдь не слЪ- 
дуетъ, будто Евклидова геометрИя есть единственно возможная въ механикв; 
отсюла вытекаеть только, что приведенное выше построене равнодЪй- 
ствующей двухъ силъь ни въ одной изъ неевклидовыхъь геометр@ не 
можеть служить основой опредфлен!я равнодфйствующей; здЪсь необхо- 
длмо установить другое построеше, которое удовлетворяло бы поставлен- 
ному выше требоваНйю, т. е. при которомъ отрфзки а, р, с всегда бы 
совпадали *). Если это построене по своему результату со значительнымъ 


88) Т. е. при томъ способЪ построешя, который былъ указань выше. 


%) Такое построеше даль Дависъ (Е. Ра\1з, „Ге пеотен1зсНе Аааоп т 
Чег НурефоНзсНеп Оеотеше“, Гус. Огейзмга@, 1904). Представляется ли это по- 
строеше единственно возможнымъ, этого съ увренностью сказать нельзя. 

Веберъ. Энциклоп. элемент. геометрии. 11 
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приближешемъ согласуется съ обычнымъ (такъ какъ о полномъ совпаде- 
ни не можетъ быть рфчи), то по отношеню къ этому пр!ему опасеше, 
что онъ приведетъ къ противорЪчйо съ остальными аксюмами механики, 
умфстно лишь въ той же мЪрЪ, какъ и по отношеню къ Евклиловой геомет- 
ри и къ обычному въ ней построеню равнодЪйствующей. 


10. Нерфдко высказывалось мнфн!е, что взгляды Канта опровер- 
гнуты уже самымъ созданемъ неевклидовыхъ геометрй. Но Кантъ, съ 
своей точки зрфнЙя, могъ допустить эти новыя геометрическя системы, какъ 
области чистаго мышленя, совершенно такъ же, какъ это и сейчасъ 
дфлають мноЦе математики, когла рЪфчь идеть о геометрии многихъ 
измфренй. Онъ только отказалъь бы этимъ дисциплинамъ въ „реаль- 
ности“. Мы полагаемъ, олнако, что намъ выше удалось доказать, что обЪ 
неевклидовы геометри допускаютъ реализащшю именно на почвЪ Евкли- 
довой геометрии; онф не представляютъ собой, слЪдовательно, фантасти- 
ческихъ сплетенйй ума, какъ это часто утверждали. Врядъ ли съ точки 
зрфня Канта можно противъ этого возразить, что при такой реализаши 
точки не представляютъ собой лфйствительныхъ точекъ; задача, которая 
здфсь возникаетъ, разрфшена тфмъ построевемъ обфихъ неевклидо- 
выхъ геометр!й, которое дано Кели и Клейномъ, и сущность котораго 
мы имфемъ въ виду указать въ третьей главф. Это осуществлене неев- 
клиловой геометр!и находится приблизительно въ такомъ же отношени 
къ нашей интерпретащи, какъ обыкновенная геометрАя къ параболической 
сЪти; въ основ его лежатъ точки, прямыя и плоскости Евклидовой гео- 
метри, сохраняюцИя свои наименован!я. Благодаря этому, думается намъ, 
вопросъ принимаеть рфшаюций обороть; ибо, если пространственная 
координаШя, устанавливаемая Евклидовой геометрей, лаетъь возможность 
осуществлять неевклидову геометрю, то оспаривать реальность неев- 
клидовой геометри, какъ это дфлаютъ мноме посл$лователи Канта, 
представляется уже невозможнымъ. Уже въ виду нашихъ элементарныхъ 
осуществленйй неевклидовыхъ геометр1й послфднйя являются лишь особыми 
главами Евклидовой геометри, только выраженными своеобразнымъ 
искусственнымъ языкомъ. Мы не сомнфваемся и въ томъ, что возможно 
обратно воспроизвести Евклидову геометр1ю при помощи неевклиловой; 
безконечно удаленная область Евклидовой геометри можеть быть также 
отображена на конечномъ протяжени, ибо безконечно удаленное озна- 
чаеть только то, „что не можетъ быть достигнуто конечнымъ числомъ 
шаговъ при движеши, какъ оно понимается въ этой геометрии“, т. е. 
„не можетъ быть измфрено послфдовательнымъ рядомъ точекъ, равно уда- 
ленныхъ, въ смысл принятой въ этой геометр!и конгруэнтности“. Предло- 
жене о единственности Евклиловой геометрии въ той мЪрЪ, въ какой 
оно нужно Канту, на нашъ взглядъ, отнюдь не уничтожается призна- 
немъ неевклидовой геометр!и; оно должно лишь быть иначе формулиро- 
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вано (ср. $ 11). —Исхоля отъ какой-либо геометрии „1, — скажемъ, отъ 
Евклидовой, —можно построить множество многообраз!Й и изслфдовать въ 
нихъ законы сопряженя. Если затфмъ, исходя отъ этихъ законовъ сопря- 
женя, мы независимо опредфляемъ многообразе В, при чемъ совокупность 
законовъ сопряжешя, необходимыхъ и достаточныхъ для его построен, 
принимается за систему аксомъ, то такимъ образомъ получается „геометрИя 
В, содержащаяся въ системЪ /1“, или, обще, область мышленЯя В, содержа- 
щаяся въ другой области мышленя „4. ДвЪ таюя геометрическя области 
мысли, изъ которыхъ каждая содержится въ другой, мы булемъ называть 
эквивалентными; тогла предложене о реальности, какъ его понимаетъ 
Кантъ, сводится кь слБдующему: геометр!я можетъ быть признана реаль- 
ной въ томъ случаЪ, если она эквивалентна Евклидовой геометрии. Вы- 
двигаемая такимъ образомъ задача—найти критер! эквивалентности двухъ 
такихъ областей нашей мысли— очень трудна; достаточно сообразить, что 
въ Евклидовой геометр!и содержатся многообразя какого угодно числа 
измфренй и при томъ какъ линейныя, такь и нелинейныя. Разръшене 
этой проблемы было бы не менфе важно для геометрии, какъ и для оцнки 
теор!и познаня Канта. Ибо таме критерм должны были бы дать глу- 
бочайния основы, своболныя отъ всфхъ частностей и отъ всфхъ особен- 
ностей случайно избранной точки зрфня,—а въ то же время необхоли- 
мыя и достаточныя для построеня Евклидовой системы; но по Канту 
это были бы познаня а рйоН. Аксюма о параллельности не могла бы 
принадлежать къ числу этихъ критеревъ, ибо она’не имфеть мЬста ни 
въ одной ни въ другой неевклидовой геометр!и; напротивъ, непрерывность 
должна была бы войти въ составъ этихъ крителевъ. 


11. Когда уже исчерпанъ вопросъ о реальности обфихь неевклило- 
выхъ геометрИ, задача о единственности Евклидовой координаши про- 
странства можеть быть выражена точнфе. При чисто абстрактномъ и 
строго геометрическомъ построени какъ Евклиловой системы, такъ и 
неевклидовыхъ геометр!й, конгруэнтность опредфляется и доказывается не 
такъ, какъ это дфлается обычно, — наложешемъ при помощи движены, — а 
рядомъ построенй; эти построенМя опираются только на тф аксюомы, 
которыя остаются по выключени акбюмъ о параллельности и конгруэнт- 
ности, матерйально же они предполагаютъ лишь основные образы, которые 
признаются существующими. На этомъ опредфлени конгруэнтности мы 
уже, въ обратномъ порялкЪ, какъ это было намфчено въ п. 6, строимь 
поняте о движени, которое совершенно своболно отъ поняя о времени; 
напротивъ, выведенное уже отсюда поняше о времени даетъь лишь воз- 
можность ближе опредфлить движенше. Каждой изъ трехъ геометруй 
соотвфтствуеть при этомъ свое „движене“ и свое „время“. ВмЪстВ съ тфмъ 
взглядъ Канта на единственное, исключительное положенше Евклидовой 


геометри нужно понимать такъ, что только „движеше“ и „время“ Евкли- 
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довой геометрии имфютъ дфйствительное существован!е. Отрицается, такимъ 
образомъ, не реальность эллиптической и гиперболической геометрй, а 
только дфйствительность свойственныхъ имъ „движенй“ и „времени“; то, 
что, съ точки зря этихъ двухъ геометрИй, въ силу извфстныхъ анало[й, 
именуется „движешемъ“, „временемъ“, „твердымъ тфломъ“, это въ логи- 
чески правильной научной систем механики и физики не можетъ слу- 
жить для опредфленя процессовъ движеня. Евклидово движен!е есть 
единственное движен!е; Евклидовы твердлыя тфла суть единственныя 
твердыя тфла; Евклидово время есть единственное время; короче говоря, 
это суть тБ веливя познаня а рйоп, которыя дБлаютъ Евклидову геометр!ю 
единственно возможной въ механикЪ. 


Мы менфе всего желали бы оспаривать, что Евклидова геометрйя по 
се время наилучшимъ образомъ выполняла свою задачу въ механикЪ, въ 
физикВ и въ астроном; мы полагаемъ также, что она будетъ выполнять 
ее и впредь; но необходимость этой геометрии, какъ единственно возможной 
основы естествознанЯ, никогда и ни въ какомъжслучаЪ не была познанемъ 
а рИоп, которымъ мы уже располагаемъ; въ лучшемъ случаЪ, это есть 
познане, которое мы надфемся пр!обрЪфсти въ ход прогрессивнаго развит!я 
всего нашего знаня. У Канта единственную логическую опору всего 
нашего знан!я составляютъ, такъ сказать, нфсколько мошныхъ столповъ, 
которые несутъ на себЪ все здане науки;было бы правильн$е представить себЪ 
фахверкъ, въ которомъ перекладины многообразно скрещиваются, взаимно 
укрфпляя другъ друга. Такъ и акбфомы геометр:и и механики сплетаются 
другъ съ другомъ, и ни одна изъ нихъ не можеть быть опущена безъ 
того, чтобы это не отразилось на прочности всего остального. Мы при- 
водили уже примБры въ нп. 9-мь, ихь можно было бы очень легко 
умножить. Весь этотъ вопросъ можно будетъ рфшить лишь тогда, когда 
передъ нами будетъ строго абстрактная система чистой механики. когда 
мы будемъ въ состояни обозрЪть, возможно ли ее провести въ фи- 
зикЪ эфира. Елинственность опредфленной геометр!и представляетъ собой, 
такимъ образомъ, не основу, а проблему познанйя, и при томъ проблему 
чрезвычайно трудную, ибо вопросъ о томъ, въ состояни ли абстрактная, но 
логически правильная система механики служить для опредфленя дЪйстви- 
тельныхъ процессовъ естествознаня, можетъ быть, за отсутстемъ другихъ 
критеревъ, рЬшенъ только тогда, когла она будетъ осуществлена. То же 
знане, которымъ мы располагаемъ въ настоящее время, можетъ быть съ 
одинаковой точностью охвачено различными системами механики, разлище 
которыхъ можетъ обнаружиться лишь въ весьма удаленныя времена на весьма 
удаленныхъ образахъ; и только тогда окажется возможнымъ избрать наибо- 
ле полхолящую систему. Вс$ попытки доказать, что „неевклидовы системы 
механики“, т. е. системы механики, основанныя на неевклидовыхъ геометряхъ, 
несовм5стны съ опытомъ, сводятся къ тому, что выдвигаютъ н5которые законы 
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Такой механики, находяпцеся въ противор$ ч1и съ т6мъ опытомъ, которымъ мы 
по настоящее время располагаемъ. Но вмЪстЪ съ этимъ оказывается, что 
нужно только приписать тфмъ константамъ неевклидовыхъ геометрй, кото- 
рыя въ нашемъ осуществлени послфднихъ представляютъ собою радусы 
ортогональной или даметральной сферы, достаточно болышя значения *) и 
уклоненя, о которыхъ идетъ рЪчь, становятся столь ничтожными, что они 
падаютъ совершенно за предфлы опыта, по се время намъ доступнаго. 
Это не приволитъ насъ, однако, къ коллизи съ основнымъ требовашемъ 
естествознаня установить законы, дфИствуюцие повсемфстно въ простран- 
ствЪ. Существуютъ вфдь таЧе законы приролы, какъ, напримЪръ, аберрашя 
свфта, которые становятся доступными наблюдешю только при весьма 
большихь разстояняхъ; слЬдовательно, и т% „противорфчя“ съ наблюдае- 
мыми въ дфиствительности законами приролы, о когорыхъ была рфчь, 
могутъ объясняться сравнительно небольшими размфрами доступнаго намъ 
опыта въ пространствф и во времени. Съ другой стороны, положить одну 
или другую неевклидову геометр!ю въ основу механики и физики могло бы 
быть цфлесообразнымъ лишь въ томъ случаЪ, если бы обнаружилось, что 
это приведетъ къ боле простой закономфрности въ эмпирической лЪй- 
ствительности, нежели при старыхъ методахъ. Однако, необходимымъ лля 
этого опытомъ мы еще не располагаемъ. 


12. Къ этому мы хотимъ еще прибавить, что всЪ аргументы, которые 
приводятся въ пользу Евклидовой геометри на конечномь протяжении, 
пригодны также для параболической сЪти сферъ, даже болфе того, для любой 
сфти поверхностей второго порядка, им6ющихъ такую же структуру, какъ 
названная сфть сферъ. Но эти сфти 2? могутъ быть построены независимо 
отъ аксбомы о параллельности. Ниже, въ отдфль графической статики, 
мы увидимъ, что именно параболическая сЪть сферъ является наиболфе есте- 
ственной основой ученя объ астатическомъ равновЪс1и; мы построимъ тамъ 
на этой основ$ систему однородныхъ коорлинать, въ которыхь окружности 
сти выражаются линейными уравненями. Хотя это уже подробно изложено 
въ $ 13-мъ, мы считаемь нелишнимъ по поводу этого примфра еще 
разъ указать, что формальная сторона Декартовой координащи далеко 
еще не опредфляеть Евклидова пространства, а развф только область 
Евклидовыхъ разсуждени. Другой примфръ, когда задачу механики можно 
было— правла, косвеннымъ образомъ,— перенести въ неевклидову геометр!ю, 
и именно въ геометр!ю сферической сфти, удалось дать Клейну и Зом- 
мерфельлу (Зоттене!а). Эти геометры нашли, что движеше тяжелаго 
шарового волчка можно изучать по движению точки. въ „сферическомъ“ 


*) Съ точки зрьшШя неевклидовыхъ геометр!й, эта константа называется кри- 
визной соотвфтствующаго пространства. ПоняШе это, однако, трудно выяснить въ 
элементарномъ сочинен/и. 
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пространств трехъ измБренй, которое совпадаеть съ н$которой не- 
параболической сЪтью сферъ. Вообще механика неевклидовыхъ и много- 
мЬрныхъ пространствь прюбр$таетъ все большее и большее значеше. На 
этомъ въ высшей степени интересномъ вопросЪ мы не имфемъ возможности 
остановиться зд5сь подробно и отсылаемъ читателя къ (предварительной) 
статьь Штеккеля „Рефератъ о механик5 многомфрныхъ многообразйй “ *), 
а также къ упомянутой уже выше его юбилейной статьф, помфщенной въ 
сборникф въ память Больэ. Въ виду элементарнаго характера настоя- 
щаго сочинен!я, мы были бы вполнф удовлетворены, если бы намъ удалось 
обратить внимане читателя на эти проблемы, равно интересныя для 
естествоиспытателей и философовъ, если бы намъ удалось вызвать интересъ 
къ болфе глубокому изученю этихъ вопросовъ. Но для этого необходимо 
познакомиться съ оригинальными работами, которыя указаны ниже, въ 
литературномъ обзорЪ. 


13. Прежде, чфмъ сдфлать окончательные выводы по вопросу объ 
апрорности пространства, мы должны упомянуть еще объ олномъ со- 
ображени, которое часто приводится въ пользу Евклидовой геометр!и; 
именно, что возможность переноснаго движенйя (параллельнаго перене- 
сеня) связана только съ Евклидовой геометрей. Здфсь дфло обстоить 
совершенно такъ же, какъ съ параллелограммомъ силъ. Именно, если мы 
опрелЪлимъ переносное движен1е, какъ такое движене неизмфняемой 
системы, при которомъ всф точки описываютъ параллельныя прямыя, или, 
по крайней мфрЪ, прямыя, образуюция связку, то такое движеше можетъ 
въ Евклидовой геометр!и осушествляться точно; въ обфихъ же неевкли- 
довыхъ геометряхъ только приближенно: здфсь, при безпредльно про- 
должающемся движени, система необходимо должна была бы изм$нить 
свою форму. Напротивъ, въ параболической сБти сферъ это движеше 
можетъ быть произведено съ полною точностью. Однако, это ничего не 
говоритъ противъ неевклиловыхъ геометрй. Въ самомъ дфлЪ, абсолютно 
точныхъ переносныхъ движенй, во всей строгости этого понятя, какимъ 
его предполагаетъ идеальная геометрйя, конечно, не существуетъ, какъ не 
существуеть абсолютно тверлыхъ тфлъ. Все это суть „только“ илеи, по- 
средствомъ которыхъ мы стараемся ор!ентироваться въ изобили явленй 
природы. ВсЪ наши измфреншя опредфляютъ соотвфтствующий объектъ 
лишь неточно, частью вслфдстве неточностей метода (которыя подлежатъ 
еще устраненю), а частью вслфлстые того, что ни одно явлене не мо- 
жетъ быть изолировано во всей своей чистотЪ, которая необходима для 
совершенно точнаго производства наблюленя и измфреня. Такъ, напри- 
мфръ, равноплешй рычагъ съ двумя равными грузами справа и слфва, на 


+) Р. З1аске!. „Вейс пбег @е МеспашК шеб{аснеп Мали аШрКейеп“ 
ЗавтезБенсв{ 4сг Оешеснеп Май НетайКег-Уегенириля. 12 (1903). 
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который помимо этого абсолютно ничто не вляетъ, есть „только“ идея. 
Земной магнетизмъ, сила тяжести, измфняющаяся съ широтой мъста, 
притяженше небесныхь тлъ, каждый лучъ свфта, мноме миллоны 
тончайшихь пылинокъ, словомъ, все необозримое множество влянй 
дфлаютъ совершенно невозможной чистоту явлешй природы. Такимъ 
образомъ, законъ рычага не представляеть собой факта, наблюденнаго 
въ его абсолютной точности, а, напротивъ, представляеть собой одно 
изъ абсолютно точныхъ допущен, которое мы въ правф принять 
(если оно совмфстимо съ остальными точными допущенями), чтобы вообще 
опредфлить физичесме факты. Аналогичную гипотезу представляетъ собой 
свободное падеше тфль. Кромф притяженя земли, которое, строго говоря, 
возрастаеть съ приближешемъ къ центру земли, на падающее тфло 
вляетъ сопротивлешШе воздуха, центробЪжная сила земли, горныя массы, 
которыя могутъ нахолиться по близости, притяжее небесныхъ тфлъ, а 
также мномя друпя обстоятельства, перечислять которыя было бы уто- 
мительно. Естествознане такимъ образомь не наблюдаетъ явленй въ 
чистомъ видф, а допускаетъ ихъ, чтобы имфть возможность оформить 
наблюденя въ законы; оно не исходитъ изъ точныхъ фактовъ; напротивъ, 
‘констатировать дЪйствительность, въ абсолютно точномъ значенши слова— 
представляетъ его отдаленную цфль, достичь которой никогда не будеть 
возможно. Формулы естествознашя отнюдь не представляютъ собой со- 
кращенныхъ таблицъ наблюденй, математическя формулы далеко не столь 
объективны; онЪ содержатъ законы лля получен не только наблюденныхъ 
чиселъ, но и промежуточныхъ. Но исключительно при помощи наблю- 
деня и измфреня никогда не можеть быть установлена зависимость между 
перемфнной х и ея функшей у, если въ нашемъ распоряжени заранфе 
не было этой функщи, созданной нашей собственной властной мыслью. 
Такимъ образомъ, явленя въ чистомъ видЪ, какъ и точные законы, всегда 
останутся идеями. Объяснить явленя природы— значить воспроизвести 
ихъ, исходя отъ чистыхъ явлений при помощи точныхъ законовъ; значить, 
по словамь Клопштока, „еще разъ продумать великую мысль твореня“ 
(„Чеп ртоззеп Оедапкеп 4ег Зспбрише посН ет Ма! Чепкеп“). ПослЪ всего 
сказаннаго нфтъ основан дФлать неевклидовой механикф упрекъ, что 
тотъ или иной процессъ въ ея систем въ точности невозможенъ; нужно 
только спросить, возможно ли безъ переноснаго движеня, безъ понятя 
о точномъ рычаг и т. д. выразить закономфрно явленя природы: 
Теперь мы рЫшительно уже не скажемъ, что въ неевклидовой механикЪ 
все неточно, все приближенно; напротивъ, ея идеи столь же чисты и 
строги, какъ и въ Евклидовой механик6. Это только друя идеи, и во- 
просъ можеть заключаться лишь въ томъ, сохраняютъ ли онф за собой 
право на существоване въ смысл ихъ примфненя. Но по настоящее 
время это имфеть мБсто и останется въ сил до тфхь поръ, пока мы не 
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сможемъ распространить нашь опыть на безпредЪльныя времена и на 
неизмфримо удаленныя разстояня. Съ другой стороны, никогда еще не 
было основательнаго повода отказаться отъ Евклидовой геометр{и, какъ 
оть основы механики,—отъ геометри, имБющей за собой столь цбнное, 
исторически испытанное прошлое. Но ея принцип1альное единовласте 
надломлено; ея преимущества имбютъ только историческ!й, психо-фи- 
з1ологическ1й характеръ; они нахолять себф оправданйе въ экономи 
мышленй. 

14. ВмЪстЬ сь т6мъ апрюрность Евклидовой координащи простран- 
ства въ томъ существенно особомъ смыслЪ слова, въ какомъ его постоянно 
приходится понимать у Канта, падаетъ; ибо, кромЪ абстрактнаго задан, 
Кантьъ признаетъ еще другого рода задане точныхъ фактовъ, именно— чистое 
воззрфше а рИом. Эта скованность нашего духа, вслЬдстые которой онъ 
долженъ принять аксюмы геометр1и, какъ нёчто непосредственно данное, 
можеть быть объяснена только остатками сенсуализма, которые все 
еще коренятся въ идеализм6 Канта: въ своихъ геометрическихъ изслф- 
дованяхъ Кантъ въ такой мфрЪ пользуется (эмпирическимъ) воззрфн!емъ, 
что подъ влящемъ Шопенгауэра могло даже составиться представлеше, 
что у Канта геометр!Ия и ариеметика основаны на воззрфни; между тфмъ, 
ничто не можеть быть въ такой мфрЪ противно дфйствительности. Коор- 
динирующая роль мышленя у Канта всегда занимала первое м$сто; 
разумъ какъ бы даже опрелфляетъ дфятельность чувствъ. Если, тЬмъ не 
менфе, Кантъ приписываеть чувственному воспрятю роль, которую 
мЪстами очень трудно себЪф уяснить, то причина этого коренилась въ не- 
достаткБ его геометрическихь и физическихь познанй. Онъь судить о 
геометрии всецфло въ перспектив геометри элементарной. Понятями 
„вЪ“ (общфе — инцидентности) и „между“ (общфе — расположен) онъ 
ниглф не пытается овлалфть, а постоянно ссылается на воззрЬне. Въ наи- 
боле неблагопрИятномъ свфтЬ это выступаетъ въ приведенномъ выше 
примБрЪ изъ „Ргоеротепа“, гдф онъ сравниваетъ перчатку съ ея зеркальнымъ 
изображенемъ: съ точки зрфня всфхъ опредфляющихъ признаковъ онф одн- 
наковы, между т5мъ онф все же не могутъ быть приведены въ совмщенге. 
Въ дфйствительности же здфсь не хватаеть одного важнаго признака, 
именно — „направленя“. Въ проективной геометр!и противоположене тфла и 
его зеркальнаго изображеня можетъ быть приведено къ альтернатив, 
лежитъ ли н5которая точка прямой между лвумя другими заданными 
точками, или нётъ. Конгруэнтность у Канта, повидимому, опредфляется 
то наложенемъ при помощи движенйЯ, то совпаденемъ всфхъ опредБляющихЪ 
признаковъ; первая точка зрфнНйя не представляется чисто геометрической, 
а вторая совершенно недостаточна. Какъь мало Кантъ умфль обозрфть 
внутреннюю связь въ геометри, видно изъ того, что проведене лини 
(— прямой) онъ ставить на одну ступень съ провеленемъ эллипса. 
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Между тмъ законъ образованя прямой должно была дать чистое воз- 
зрёШе, законъ же образован эллипса, когда всБ прямыя предполагаются 
построенными, можетъ быть установленъ съ помощью понят. Аксюму о 
параллельности онъ признавалъ, какъ чистое воззрфне съ сознашемъ, 
что такъ оно есть и иначе быть не можеть. Все это суть недостатки, 
вина которыхъ коренится не столько въ его системЪ, сколько въ его 
вЪрф въ Евклидову геометрю. О литератур акбюмы о параллельности 
мы не находимъ упоминаня ни въ „КритикБ чистаго разума“ ни въ 
„Пролегоменахъ“. Совершенно ясно, что это затормозиле свободное раз- 
вице здоровой идеи, лежащей въ основ его теор познанй. 


15. Однако, устраняя чистое воззрфше а рйом, мы отнюдь не 
желали бы вовсе удалить изъ геометри всякое воззрфне; (эмпирическое) 
воззрфше въ извфстной области путемъ прололжительнаго упражненйя все же 
приближается къ идеаламъ чистаго воззрфня. Намъ удается очистить его 
оть всБхъ случайностей нагляднаго представленя фигуры тмъ, что мы 
строимъ пространственные образы то какь обыкновенныя точки, прямыя 
и плоскости, то какъ сферы, пучки и связки въ сферической сФти, то 
чисто ариеметически и т. д. Въ этой пестрой смЪнф формы осуществленя 
первоначальной фигуры сохраняется только чистый законъ ея образован. 
Если мы въ этой фигур путемъ воззрфня открываемъ т или иныя 
свойства, которыя сохраняются при всфхь этихъ преобразованЯхъ, то мы 
можемъ предполагать, что таковыя проистекаютъ изъ самаго закона 
образован!я фигуръ. Но удостовфрить геометрическую истину во всей ея 
сил$ можеть только доказательство, исходящее изъ чистыхъь понят. 
Воззрне само по себф даетъ только изолированное и приближенное 
познане; можетъ ли таковое при сопоставлени съ воззрфнями другого 
рода возвыситься на степень строгой истины, это можетъ рфшить только 
наше мышлен!е. 

Съ интуищи геометря должна всегла начинаться, ибо абстрактная 
переработка эмпирическаго матер!ала составляеть ея задачу. Въ безпре- 
дБльное обиле нашихъ воспрИятИ можно внести порядокъ только путемъ 
законовъ, дйствующихъ безъ ограниченя. Мы, напримфръ, наблюдаемъ, 
какъ совершается движен!е снаряда, на траектор!и котораго намъ извфстны 
три точки, какъ могутъ быть установлены формы движущихся образовъ, если 
опредлены нЪсколько ихъ точекъ. Вслфдстве этихъ и другихъ наблюленй, 
которыя мы пытались очертить въ 5 7-мъ, наша мысль приходитъ къ необходи- 
мости сдБлать попытку принять нёкоторыя закономфрности, чтобы вывести 
изъ нихъ друпя. Это осуществляется при помощи понят! и акфомъ. Такимъ 
образомъ, опытнымъ путемъ возникаеть точная наука; въ тф времена 
исторически отъ насъ очень удаленныя, когда ея основныя понятя воз- 
никли, они казались совершенно адэкватными эмпирическимъ объектамъ. 
По существу же они представляють собой не отображене эмпири- 
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ческаго, а чистыя идеи, правда, опирающияся на эмпиризмъ, но неизм6римо 
боле простыя, нежели чувственный объектъ. Послф всего сказаннаго 
здЪсь и въ п. 15-мь мы полагаемъ, что не булемъ дурно поняты, 
если скажемъ очень коротко: аксюмы геометр1и и механики имфють эмпи- 
рическое происхождеще. Этимъ мы далеко не хотимъ отрицать того, что 
онф представляютъ собой свободное твореШе нашей мысли, которая руко- 
водится только намфренемъ координировать помошью опредфленныхъ зако- 
новъ пр!обр5теня нашего опыта; мы выступаемъ, однако, вмфстф съ тёмъ, 
противъ притязайй идеализма, относящагося презрительно къ опыту, 
точно мы должны были придти къ нашей геометр!и и механикБ однимъ 
только размышлещемъ въ силу самихъ законовъ мышленя. Этоть путь 
могъ насъ только привести къ убфжденю, что мы должны стараться сами 
установить порядокъ, опредБляемый нфсколькими основными правилами. 
Въ этомъ смысл геометря апрюрна, т. е. сама необходима для опыта, 
но ея основныя положеня тогла не могутъ быть впередъ обезпеченными 
познанями; это должны быть только гипотезы, сообразованныя съ опытомъ 
въ томъ значеши, какое это слово имфеть у Платона*), т. е. исходныя 
допущеня, принимаемыя въ вид опыта, чтобы получить какую-либо 
точку отправлешя и на ней строить относительное познаше. Чфмъ болфе 
гипотеза оправдывается, тфмъ выше становится ея цфнность, какъ по- 
знаня; но, какъ учить повседневно физика, можетъ оказаться, что та 
или иная гипотеза не можетъ быть проведена. Однако, и въ этомъ случаЪ 
затраченная работа обыкновенно не оказывается потерянной, такъ какъ 
это изслБловаше по большей части обнаруживаетъ, въ какихъ пунктахъ 
сдфланныя допущен требуютъ исправленя. Лишь тогда, когда обнаружено, 
что основныя допущеня не содержать внутренняго противорфчя, и что 
они достаточны для опредфленя дЪйствительныхъ явлешй, они становятся 
познанями въ истинномъ смыслЪ этого слова. Въ этой стади находятся 
въ настоящее время акФомы нашихъ различныхъ геометрй, если мы 
оставляемъ въ сторонф ихъ введеше въ физику. Помимо той геометрии, 
которая можеть служить наиболЪе подходящей основой механики и, съ 
этой точки зрфя, можеть быть преимущественно (хат’ 2ёоуь) названа 
натуральной геометр!ей, всегла еще допустимы друпя искусственныя гео- 
метр. Если же конечная цфль нашихъ геометрИ заключается въ томъ, чтобы 
он были введены въ цфпь всего нашего естествознанйя, то ихъ аксомы и 
по сей день еше остаются гипотезами. 


Кто безпристрастно прослфдить за споромь объ основахь нашей 
науки, который велся глубокими учеными съ такимъ ожесточешемъ, кто 
будеть при этомъ руководиться мыслью, что каждый изъ нихь съ своей 
точки зрфня привнесъ, вЪроятно, нфчто разумное, тотъ придегь къ 


=) Ср. Н. СоВеп, „Раюп$ Чесщенге ипа 4@е МашетайК“. Матфиго, 1879. 
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убЪжденйю, что истина лежить не по серединЪ, авыше споряшихъ сторонъ. 
Сь той точки зрфня, на которую мы старались стать, можно, какъ намъ 
кажется, справедливо оцфнить все, что есть правильнаго въ любой фило- 
софской системЪ, которая съ знашемъ и съ добросовфстностью изслфдо- 
вала основы математики. Въ частности, мы хотимъ еще вкратцф выдвинуть 
одну злдравую идею въ учени Канта о чистомь воззрфни а рпон. 
Гильбертъ далъ импульсъ къ тому, чтобы точно изслфловать логическую 
силу отдфльныхь аксюмъ въ нашей наукЪ. Нфчто подобное происходить 
въ настоящее время и въ механикЪ; впрочемъ, эти изслфдованя ведутъ 
свое начало еще оть Лагранжа, какъ это можно усмотрфть изъ приве- 
денныхь выше статей Штеккеля и доклада Фосса. Опираясь на эти 
предварительныя работы, мы будемъ все боле и боле въ состояни 
усмотрфть, кая акфомы геометри и механики нужно принять, чтобы съ 
той или иной точностью объяснить одно или другое явлене приролы. 
Такя изслБдованя о преимуществахъ и недостаткахъ той или иной гипотезы 
производятся въ настоящее время въ возрастающемъ количеств. Но вс 
эти соображеня во истину остаются въ области чистаго воззрЬня а рой 
въ томъ болфе глубокомъ смысл этого слова, что они взвыпиваютъ 
самыя предположеня о предфлахь возможности нашего опыта. „Только 
вмЪсто термина а рой слфдовало бы подыскать болфе опредфленное 
выражеше. 


16. Итакъ, отвергая рЫшительно всякое вмЪшательство воззрёня 
въ ту область, гдф властвуеть чистая мысль, мы тЬмъ охотнфе предоста- 
вляемъ ему роль наводящей поддержки и спутники нашей мысли. Безъ инди- 
видуальныхъ особенностей наглядныхъ фигуръ, которыя вовсе не ввелены 
въ геометричесмя понят, цфль многихъ изъ этихъ понят оставалась бы 
совершенно непонятной. Мы напомнимъ только поняе о кривизнЪ. Какъ 
было указано въ п. 1, мы можемъ любой эллипсь принять за „окруж- 
ность“, любую внутреннюю его точку за „центръ“ и послфдовательно 
построить Евклидову геометрию, въ которой такъь называемые „ращусы“ 
такой „окружности“ будутъ равны. Но если мы въ этой или въ обычной 
Евклидовой геометр!и захотимь притти къ точному понятно о кривизнЪ 
и сь этой цфлью будемъ подыскивать кривую, которая (въ неясномъ еще 
смыслЪ этого слова) имфеть всюду равномфрную кривизну, то намъ 
прежде всего придетъ въ голову „настоящая“ окружность, построенная при 
помощи циркуля. Но, съ точки зря „псевдо-евклидовой геометрии“, мы 
должны бы и ея псевдо-окружности приписать равномфрную кривизну и 
мы пришли бы при этомъ къ совершенно т5мъ же законамъ, которые мы 
получаемъ въ „настоящей“ Евклидовой геометр!и, исходя отъ „настоящей“ 
окружности. Какъ бы послБдовательно ни было учене о кривизнЪ въ 
этой псевдо-геометри, выборъ этой псевдо-окружности, какъ кривой 
постоянной кривизны, оставался бы непонятнымъ. Но если бы при по- 
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строении этой псевдо-геометр!и мы пожелали большесчитаться съ воззрЬшемьъ, 
то мы должны были бы попытаться опредфлить какъ-либо тотъ изъ Эллипсовъ, 
который мы называемъ настоящей окружностью. Но, какь мы видфли 
выше, чисто геометрическими опредфленями этого достигнуть невозможно. 
Однако, намъ справедливо возразятъ, что, если кому-нибуль покажутъ на- 
стоящую окружность, не сообщая вовсе о томъ, какъ она построена (при 
помощи циркуля), то онъ несомнЪфнно ясно почувствуеть въ этой кривой 
закономфрность, хотя бы онъ и не умфль ее описать, законом рность, 
отличающую ее оть всфхъ остальныхъ эллипсовъ. Конечно! Но опредфлене 
этой закономфрности не есть дфло геометр!и, это задача психолоНи 
и физюлопи, и при томъ задача величайшей трудности. Для ея 
выясненя пришлось бы обратиться къ психо - физюлогической основЪ 
симметри. Даже тотъ, кто не уметь математически мыслить, иметь 
явно выраженное чувство „истинной“ симметр1и, которая не можетъ быть 
опредфлена однимъ только движенемъ. Если мы двЪ конгруэнтныя фигуры 
расположимъ справа и слфва оть нЬкоторой прямой не вполнф симмет- 
рично, то мы испытываемъ какъ бы даже физически непртное ощущенге. 
Если нЪкоторая прямая х перпендикулярна къ плоскости симметри 
нашего тфла, а другая прямая, выходящая изъ плоскости, расположена 
не вполн5 перпендикулярно къ прямой х, то продолжительное созерцане 
такой фигуры возбуждаетъ и утомляетъ насъ легче, чмъ въ томъ случаЪ, 
когда этотъ уголь вполнф прямой (т. е. съ незамфтной ошибкой). Оче- 
видно, здфсь вмяютъ услоыя аккомодащи обоихъ глазъ. Относительно 
фигуръ, которыя расположены симметрично по отношеню къ плоскости 
симметри нашего тфла, наши глаза устанавливаются одинаково и испыты- 
ваютъ одинаковое напряжеше. Прямые углы, которые при этой симметрии 
перехолятъь другъ въ друга, мы гораздо легче чертимъ на глазъ, нежели 
расположенные иначе. Быть можеть, это именно обстоятельство, въ связи 
съ образовашемь окружности путемь вращеня твердаго тфла, прел- 
ставляеть собой путь, которымъ можно объяснить предпочтене опредЪ- 
ленной Евклидовой геометри всфмъ другимъ *). Это, однако, дЪло 
психолони. 


*) Ср. М. Зипоп, „Им Чеп Стип@ареп 4ег №сщеокнаесвеп Сеотеве“, 
ЗНаз5Бшер, 1891. Тамъ же указайя дальньйшей литературы. 


ГЛАВА Ш. 
Обосноваше проективной геометрии. 


$ 15. АкЧюмы сопряженя и расположен. 


1. Изложивь обЪ неевклидовы геометри при помощи Евклидовой 
геометрии, мы достигли того преимущества, что сульбы этихъ трехь 
геометрическихь системь оказались тфсно связанными одна съ другой: 
если бы одна изъ нихь привела кь противорфч!ю, то это обнаружило бы 
также противор54е въ каждой изъ двухъ другихъ. Но, съ другой стороны, 
это имфеть и слабую сторону: можеть показаться, что Евклидова геометр!я 
все же является первоисточникомъ всфхь пространственныхь построен. 
Мы уже указывали выше, въ $ 13 и въ 65 14, что каждую изъ двухь 
неевклидовыхъ геометрИ можно построить совершенно независимо; и 
при томъ это можно сдБлать двояко: можно построить какъь одну, такь 
и лругую неевклидову геометр!ю, исходя изъ ея акбомъ, какъ это дфлается 
обычно въ учебникахъ геометрии; можно также исходить оть мЬроопре- 
дфленя Кели (Сау!еу), что даеть возможность сдфлать обзоръ быстрЪе. 
Мы рЪЫшаемся остановиться на послБднемъ метолф, хотя мы и вынуждены 
будемъ ограничиться одними только указашями. Но метрика Кели опи- 
рается на проективную геометрию, а потому мы должны прежде развить 
эту дисциплину. 


2. Проективная геометря послужитъ намъ также основой для окон- 
чательнаго построеня системы Евклидовой геометрии. Въ своемъ мфсть 
($ 14) мы отказались оть движеня, какъ критер!я конгруэнтности, такъ 
какъ при этомъ критери обыкновенно молчаливо принимается, что 
движутся твердыя тфла; поняйе же о твердости тфла можно уста- 
новить, только пользуясь неизмфняемостью мфръ. Обычное опредЪ- 
лее конгруэнтности впадаетъ, такимъ образомъ, въ ложный кругь, 
изъ котораго насъ не можеть вывести и „чистое воззрне“, какъ это 
нер$лко утверждали. Движене—не принципь геометрии, а задача 
кинематики. По почину Лейбница, Наторпъ*) недавно сдЪлалъ попытку 


*) См. цитату на стр. 154; ср. также Матогр. „Гор ш ГейзНыеп ги акад. 
\УоПезипреп, Магфига, 1904. 
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развить учеще о расположен и въ пространствЪ, исходя изъ поняйя о дви- 
жени, какъ объ измфнен!и мфста, или какъ о совокупности всевозможныхь 
положенй. Но поняце объ измфнени оказывается слишкомъ общимъ для 
этой цфли; можно было бы безъ труда указать „изм5неня“, вызывающя 
непрерывное преобразоваше пространственныхь образовъ, которыя все 
же не давали бы намъ того, что должно дать движене. Необходимо, 
слфдовательно, принять во внимаше тЪ свойства, которыя претворяютъ 
эти измфнешя, или преобразованя, въ движеня. Это суть свойства, при- 
надлежашия группамъ, которыя не поддаются опредфленю безъ пособя 
акцомъ |, П, Ми\У. Такъ какъ это, по существу, аксюмы проективной 
геометрии, то идеи Наторпа,—по крайней мЪръ, въ той ихь части, которой 
дфиствительно возможно воспользоваться, —могутъ найти себЪ прим5неше 
прежде всего въ проективной геометри въ томъ приблизительно видБ, 
какъ это дфлаеть Линдеманъ *). Этотъ путь, однако, становится до- 
ступнымь только при пособ!и анализа или всей геометрии положеня. Въ 
духЪ элементарной геометри представляется гораздо болфе подходящимъ 
дать такое осуществлее акбомъ конгруэнтности, которое опирается на 
надлежашия построен!я. Этого мы и имБли въ виду достигнуть при по- 
мощи построенй Штейнера ($ 5). Однако эти построеня предполагаютъ, 
что въ каждой плоскости дана вспомогательная окружность. Но геомет- 
рическ!я свойства окружности не могуть быть опредфлены безъ помощи 
метрическихъь понятй. Мы оказались бы, такимъ образомъ, со всфми 
своими задачами въ ложномъ круг, если бы геометрия, какъ это пред- 
полагаеть наивный эмпиризмъ, заимствовала вс свои законы отъ фи- 
гуръ, а не вкладывала ихъ сама въ эти фигуры. Съ точки зр5ня чисто 
абстрактной геометри, мы дфлаемь обратное заключеше: такъ какь 
идеальная окружность только метрически отличается отъ остальныхъ 
эллипсовъ, то въ чисто абстрактной системф идеальной геометрии должно 
быть возможно принять за „окружность“ любой эллипсъ; и это ие вь 
томъ смыслЪ, что и съ „неточной“ фигурой можно связать строме 
выводы, напротивъ, построен!йя, произведенныя при помощи такой 
окружности будуть совершенно точны, хотя конгруэнтность, устанавливаемая 
этимъ путемъ, совершенно отличается отъ эмпирической конгруэнтности. 
На такую возможность мы уже указывали въ $ 14, теперь мы имфемъ 
въ виду эту идею осуществить '). 


*) См. А. С!еЬзсв. „Уопезипвеп ВБег Сеотеве, Беабейеюё уоп 11пае- 
тапп“. Ва. П. 

*) Идея автора заключается. такимь образомъ, въ слБдующемъ. Построения 
Шейнера содержать критерми конргуэнтности двухъ фигуръ; это значить, что про- 
изведя конечное число Штейнеровыхъ построенй, мы всегда имфемъ возможность 
рфшить, конгруэнтны ли данныя двъ фигуры, или нЬтъ. Но при производств 
Штейнеровыхъ построенй мы должны пользоваться вспомогательной окружностью. 
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3. Такь какъ въ параболической и эллиптической геометряхъ, путемъ 
введеня несобственныхь или соотвфтственно идеальныхъ элементовъ, 
чисто абстрактно вводятся законы сопряженя, дЪфйствуюце въ эллипти- 
ческой геометр!и, то проективная геометр!я, которая имфеть служить общей 
основой всфхъ этихъ геометрическихъ системъ, должна исходить оть 
аксюмъ сопряжен эллиптической геометрии. 

Такимь образомъ, въ проективной плоскости любыя двЪ прямыя 
всегда другъ друга пересфкають; лишь позже мы выдфлимъ н$которыя 
точки и прямыя въ качеств несобственныхъ или идеальныхъ, чтобы 
такимъ образомъ придти къ тремъ различнымъ геометрическимъ систе- 
мамъ. Слова „точка, прямая, плоскость“ можно было бы также замЪнить 
терминами „основные образы нулевой, первой и второй ступени“; впрочемъ, 
плоскость мы постараемся воспроизвести при помощи пучка лучей. 

Сообразно этому мы будемъ исходить оть двухъ системъ объектовъ, 
которые мы будемъ называть точками и прямыми. Мы считаемь также 
установленнымъ, что нужно разумЪть подъ инцидентностью точки съ 
прямой линей ?). Относительно точекъ, инцидентныхь съ прямой, мы 


Возникаеть вопросъ, что будетъ, если мы замфнимъ эту окружность эллипсомъ 
т. е. если мы будемъ пользоваться эллипсомъ, какъ если бы это была наша вспо- 
могательная окружность. Авторъ указываетъ, что мы придемъ такимъ образомъ 
къ своеобразному опредфленю конгрузнтности, абстрактно совершенно правильному, 
т. е. не содержащему логическихъ противорфчй, хотя эта конгруэнтность и будеть 
существенно отличаться отъ обычной. 

Но авторъ дБлаеть такое замфчане: „Такъ какъ идеальная окружность 
только метрически отличается отъ остальныхъ эллипсовъ, то въ чисто идеальной 
системЪ абстрактной геометрии должно быть возможно принять за „окружность“ 
любой эллипсъ“. Почему же это должно быть возможно? Если окружность дЪЙ- 
ствительно „только метрически отличается оть остальныхъ эллипсовъ“, то лишь въ 
томъ смыслБ, что окружность можно разсматривать, какъ частный случай эллипса. 
Но окружность можеть быть разсматриваема также, какъ частный случай различнаго 
рода оваловъ. Если бы мы, однако, любой такой овалъь положили въ основаше 
Шнейнеровыхъ построешй, то мы впали бы въ противорЪче. Если эллипсъ не 
даеть такихъ противорБч, то причина этого коренится довольно глубоко въ 
проективныхъ свойствахъ коническихь сфченй, а не въ тЬхьъ поверхностныхъ со- 
ображешяхъ, на которыя ссылается авторъ. 

1) Эта инцидентность въ различныхъ осуществлешяхъ геометри различно 
реализируется. Такъ, напримфръ, въ геометрии, осуществляемой стью сферъ, 
прямая ицидентна съ точкой, если соотвфтствующая сфера принадлежить пучку. 
Въ аналитической системЪ, развитой въ $ 12, прямая инцидентна съ точкой, если 
соотвфтствующёя числа удовлетворяють уравнешямъ прямой и т. д. 

Здфсь авторъ исходить изъ допущеня, что опредфленная совокупность 
объектовъ принята за точки, другая совокупность объектовъ—за прямыя. Онъ при- 
нимаеть также, что установлено, при какихъ условяхъ прямая инцидентна съ 
точкой, т. е. данъ критер!й, по которому относительно каждой точки н 
прямой мы можемъ установить, инцидентны ли они другъ съ другомъ 
или нЪТЪ. 
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будемъ говорить, что „точки лежать на прямой“, что он$ „принадлежать 
прямой“; какъ выяснено въ 5 13, эти точки не должны непрем$нно 
лежать „на“ прямой въ обычномь значени этого слова; прямыя, инци- 
дентныя съ точкой, „проходятъ черезъ эту точку“. Прямая „соединяеть“ 
любыя дв „ея“ точки, т. е. дв принадлежашия ей точки. ДвЪ прямыя, 
проходяция черезъь одну точку „пересфкаются въ этой точкЪ“, „имЪфють 
эту общую точку“. ВсБ эти способы выраженя служатъ только для 
облегчешя рЬчи; между точками и прямыми мы допускаемъ, опираясь на 
поняе объ инцидентности, слЪдующаго рода сопряжен: 


|. Черезъ двЪ различныя точки всегда проходитъ одна и только 
одна прямая. 


.. На каждой прямой лежатъ, по крайней мЪрЪ, двЪ точки. 
1. Имъются, по крайней мЬрЪ, дв непересъкающияся прямыя. 


Такимъ образомъ, имБются, по крайней мЪръЪ, три точки, не лежашия 
на одной прамо4. Три прямыя, которыя попарно соединяють три точки, 
не лежаийя на одной прямой, образуютъ „трехсторонникъ“; эти прямыя 
называются „сгоронами“ трехсторонника, а исходныя три точки — его 
„вершинами“. Подъ „пучкомъ лучей“ (5, и) съ „вершиной“ 5 и „на- 
правляющей“ # мы будемъ разумБть совокупность прямыхь, или „лучей“, 
которые соединяютъ вершину 5 съ точками прямой ци. Пучекь лучей 
можеть имфть только одну вершину, такъ какъ иначе его лучи, въ силу 
положеня |, должны были бы вс совпасть. Мы требуемъ далфе: 


ть Два пучка лучей *) съ общей вершиной имфютъ, по крайней 
мЪрЪ, одинъ общий лучъ. 


15. Прямая, которая пересЪкаетъ дв стороны трехсторонника, 
не проходя черезъ точку пересфчен1я послфднихъ, пересф- 
каетъ также третью сторону. 


4. Эти двЪ аксоюмы имЪютьъ, очевидно, цБлью дать опредфлене 
плоскости. Изъ акаюмы 1, вытекаютъ, прежде всего, слБдлующе вспомо- 
гательныя теоремы: 


А. Прямая, которая пересфкаеть два луча пучка, не проходя черезъ его 
вершину, пересБкаеть также 1) направляющую и 2} всБ остальные 
лучи пучка; поэтому она можеть и сама служить направляющей. 

В. Любыя двЪ направляющя одного и того же пучка пересфкаются “). 


3) Мы будемъ въ дальнфйшемъ для сокращен!я называть пучекъ лучей просто 
„пучкомъ“. 

“) Докажемъ эти основныя предложенй. Положимъ, что прямая т пересё- 
каеть два луча а и В пучка, и что / есть направляющая этого пучка. Въ такомъ 
случаЪ прямыя а, $, 1 образуютъ трехсторонникъ: прямая т, пересфкающая стороны 
а ир, согласно постулату 1,, пересфчетъь также сторону [, т. е. направляющую. Въ 
этомъ содержится, въ сущности, уже и доказательство предложеня В. 
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Всю совокупность лучей и направляющихь пучка вмфстБ съ при- 
надлежащими имъ точками мы будемъ называть „плоскостью“ и притомъ 
»инцидентной“ съ этими прямыми и точками. Эти образы „лежатъ на этой 
плоскости“, они „приналлежать ей“, плоскость „проходить черезъ нихъ“. 
Такимь образомъ, плоскости принадлежать: любая прямая, соединяющая 
двф ея точки, и точка пересфченя двухъ ея прямыхъ. Любыя двЪ прямыя 
перес$каются 5). Каждая точка плоскости можеть быть принята за вер- 
шину, любая прямая, не проходящая черезъ эту точку, за направляющую 
пучка, „образующаго“ плоскость. Въ виду аксомы 1; не всЪ прямыя лежать 
въ олной плоскости. Всякая прямая, не лежащая въ нЬкоторой плоскости, 
перес5каеть эту плоскость въ одной и только въ одной точкЪ. Въ самомъ 
дфль, пусть $5 будеть вершина пучка, образующаго плоскость, И его 
направляющая, с’ — прямая, не лежашая въ плоскости; въ такомъ случаЪ 
пучки (5, и) и (5, г), вь силу аксюмы Ё, имБютъ общий лучъ 0, который 
пересфкаеть прямую 9 въ точкБ [`; эта точка принадлежитъ какъ прямой 
9, такъ и плоскости. Отсюда непосредственно вытекаетъ, что двЪ плоскости 
всегда пересфкаются по прямой лини 6). Три плоскости, не имъющя 
общей прямой, пересБкаются въ одной точкф. Черезъ три точки, не ле- 
жащя на одной прямой, всегда проходить одна и только одна ПЛОСКОСТЬ, 
ибо одна изъ точекъ можетъ быть принята за вершину, а прямая, соеди- 
няющая двЪ друпя, за направляющую пучка. 


5. Лучи, соединяюще точки плоскости а съ точкой 5, не лежащей 
вЪ этой плоскости, образують „сфнь“ этой плоскости. Сфчеще этихъ 
лучей съ плоскостью В, не прохолящей черезъ точку 5, называется 
„проекщей“ (точекъ) плоскости а изъ точки 5 на плоскость В. ТЪ свойства 
фигуръ плоскости а, которыя сохраняются проекщями этихъ фигуръ на 
любую другую плоскость, называются „проективными свойствами“ фигуръ. 
Гесметр!я, обосновашемъ которой мы имфемъ въ виду сейчасъ заняться, 
изучаеть исключительно проективныя свойства геометрическихь обра- 
зовъ. Такъ, напримфръ, то свойство середины Л отрфзка АВ, что опа 
лежить „между“ крайнимн его точками, не есть проективное свойство, 


5) Если эти двф прямыя служать лучами пучка, то он пересфкаются въ 
вершинЪ пучка; если одна служить лучемъ пучка, а другая направляющей, то оиь 
перес5каются по самому опредфленю направляющей (см. также предложеше 4); 
еслн же это двЪ направляющя, то онф пересфкаются въ силу предложеня В. 

‘) Въ самомъ дёлЬ, каждая прямая, лежащая на одной плоскости, необходимо 
должна встртить другую плоскость. Эта общая точка можетъ быть принята за 
вершину образующаго пучка какъ для одной, такь и для другой плоскости; эти 
два пучка имЪють, слБдовательно, общую прямую (1), принадлежашую обЪимъ 
плоскостямъ. Если бы двЪ плоскости, кромЪ общей прямой, имБли также обшую 
точку, на этой прямой не лежащую, то эта точка и эта прямая могли бы быть при- 
няты за вершину и направляющую пучка, образующаго каждую плоскость, — обь 
плоскостн, такимъ образомъ, необходимо совпадали бы. 

Веберъ, Энциклоп. элемент. геомет».и. 18 
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такъ какъь можно легко достигнуть того, чтобы проекщя М’ точки М 
изъ точки 5 на нЬкоторую прямую № лежала внЪ отрзка /4’В’, соеди- 
няющаго проекши 4’ и В’ точекь 4 и В. Если точка О) лежить на 
прямой АВ внЪ отр5зка АВ, и если О’ есть ея проекшя изъ точки 5 
на прямую #, то одна изъ двухъ точекъ //’и Ш’ необходимо будетъ 
лежать между точками /4’ и В’, а другая внЪ ихъ. Такимъ образомъ, то 
свойство четырехъ точекъ .4, В, М, Г), что двЪ изъ нихь Ми О раздЪ- 
ляютъ дв$ друмя Ди В, сохраняется при проектировани; это — проективное 
свойство. ВсЪ эти соображенйя служатъ для насъ указащемъ, какъ нужно 
видоизм$нить аксюмы расположеня въ цфляхь проективной геометры 

(ср. $ 10,1). Мы постулируемъ: 

ДвЪ различныя точки и В на прямой и устанавливаютъ 
подразд$лен!е всфхъ остальныхъ точекъ прямой на два класса 
(4, Вл и (4, Ви, обладающее слфдующими свойствами: 

П.. Это подраздфлен!е не зависить отъ послфдовательности 
точекъ „4, В. 

П,. Каждая точка прямой, кром$ Ди В, принадлежитъ одному и 
только одному классу. 

П.. Въ каждомъ классЪ есть, по крайней мфрЪ, одна точка. 

При этомъ подраздфлени, производимомъ точками { и В, двЪ 
точки Х и Й/” называются „сорасположенными“ (150ейзсН) относительно 
Л и В, если он принадлежать одному и тому же классу, и „противо- 
расположенными“ (епапноензсв) въ противоположномъ случаЪ. 

Ш. Въ каждой групп$ четырехъ точекъ, лежащихъ на одной пря- 
мой, любой изъ этихъ четырехъ точекь отв$чаетъ одна и 
только одна такая точка, что выд$ленныя такимъ образомъ 
двЪ точки противорасположены относительно двухъ другихъ. 

Если, такимь образомь, точки Х, Й/ противорасположены относи- 
тельно точекъ 4, В, то ") 

а) точки Д, 4 сорасположены относительно Й’, В, 


В). = _ 9 » р 1, 1, 
) „ РА » » и, В, 
а „ МВ » » р. 


изъ а) и с), въ силу акбомы Пь, слфдуетъ, что 
е) точки 4, В также противорасположены относительно то- 
чекъ , 7’. 
То же вытекаетъь изъ соотношенй Ъ) и @); изъ соотношенй же а) 
и 9), а также ЪЬ) и с) слБлуеть, что и сорасположен!е двухъ паръ точекъ 
есть свойство взаимное. Мы получаемъ, такимъ образомъ, предложеве: 


т) Если бы, напримБръ, точки Хи 4 были противорасположены относительно 
точекъ Ви Й,, то оказалось бы, что къ точкЪ ИХ можно двоякимъ образомъ такъ 
присоединить вторую точку, чтобы удовлетворить требованю Пу. 
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Если точки 7, Й’ сорасположены (или противорасположены) 
относительно точекъ „4, В, то и обратно: точки А, В сорасполо- 

жены (или противорасположены) относительно точекъ &, И. 

Чтобы выразить это взаимоотношене двухъ паръ точекъ, мы будемъ 

говорить, въ случаЪ противорасположеня, что двф пары точекъ /, Й’ и 

А, В „разлфляютъ“ другъ друга. Въ случаф же сорасположеня, — что он$ 

„слЪдують“ другъ за другомъ. Различныя расположеня, которыя еще 

возможны въ соотвётстыи съ этими требованями, ближе опредфляются 

слБдующей „плоскостной“ аксомой: 

Ц,. ДвЪ прямыя №, 1’ въ плоскости трехсторонника а, р, с, не 
проходящ1я ни черезъ одну изъ его вершинъ 4, В, С и не 
пересфкаюцяся на какой либо изъ его сторонъ, даютъ въ 
сфчен1и со сторонами а, В, с три пары точекъ Х, Х’,—У, У’ни 
7, 7; эти три пары точекь либо не раздЪляютъ ни одной 
пары вершинъ, либо раздЪляютъ дв и только двб пары. 


6. Если на нЬкоторой прямой с двЪ пары точекъ Й, И’ и 1, В 
другъь друга раздфляютъ, такъ что пары Й, Ви Л, [7 слфлують одна 
за другой, а пара И, И’) раздляеть пару точекъ 4, Й’, то точка //' 
не можеть совпадать ни съ В, ни, конечно, съ /, ЙУ, И. Поэтому 
на любой прямой с имфются, по крайней мЪрЪ, пять точекъ 1, В, Г, 2, 7’, 
и можно принять, что точки Я, и А, 17 пдругь друга разлфляють; 
пусть С будетъ точка, не лежащая 5; 
на прямой с; положимъ, наконець, 
что точки 5 и 5’ раздляютъ пару 
точекь С и Й” (П.). Прямая и, 
соединяющая точки би СД, и 1, 
соединяющая 5”’и 7 (см. фиг. 50), 
пересфкаютъ прямыя ВС и С соот- 
вътственно въ точкахъ Х, А’и У, У’. 

Согласно задано: 

1) Точки Й, 77 раздфляютъ точки А, |’, 
2) я бя 5, Е х ПИ, кА фиг. 50. 

Отсюда, въ силу акчомы П., трехсторонникь ‚, (© даеть: 

3) Точки У, У’ слБдують за точками Д, С. 

Въ виду соотношеймя 2) мы имфемъ относительно треугольника 
СВ альтернативу: 

а) либо точки Х, А’ раздфляютьъ точки В, (, а точки 7, И’ слЪ- 
дуютъ за точками Й’, В; 

Ь) либо точки Х, АХ’ слБлують за точками В, С, а точки И, 
разлфляютъ точки И’, В. 


*) Такая точка &’ всегда существуетъ въ силу постулата П.. 
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Съ другой стороны, относительно треугольника „АВС, въ виду 
соотношеня 3, также имЪетъ мЪсто альтернатива: 

а) либо точки Х, А’ раздфляють точки В, С а точки 7, И 
раздфляють точки +41, В; 

8) либо точки Х, А” сльдують за точками В, С, а точки 7, / слЪ- 
дують за точками 1, В. 

Такь какь случай а) можеть имфть мЪсто только совмфстно съ а), 
аслучай Б) только совм6стно съ р), то точки Й и И’ необходимо раздфляютъ, 
кром$ той пары точекъ, относительно которой это установлено условемъ, 
еще вторую пару и не больше. Но всего мы имфемъ на прямой с три пары 
точекъ, которыя можно комбинировать съ парой 7.7”, —именно три парныя 
комбинащи точекъ .1, В, П’. Если точки И, /” не разд$ляютъ двухъ 
паръ, то он% не могутъ раздфлять и третьей пары, ибо тогда онф необходимо 
должны были бы дфлить еще одну пару. Мы, такимъ образомъ, получаемъ: 
Предложен!е 1. Изъ пяти точекъ, расположенныхъ на одной 

прямой, каждая пара либо разд$ляетъ двф изъ трехъ 
паръ образуемыхъ остальными тремя точками, либо 
не раздБляетъ ни одной. 

Теперь мы имфемъ возможность освободить аксюму П, отъ того 
ограниченя, что прямыя # и И’ не должны пересфкаться ни на одной изъ 
прямыхь а, В, с. Въ самомь дфлф, пусть точка У’ совпалаеть съ У, пара 
21, В раздфляеть пару 7, /", пара У, У" раздфляеть пару 4, (С. Если 
Х” есть точка пересфчевя прямой и" = УИ” съ ВС и не совпадаетъ 
съ Х, то, вь силу акаомы Пь, °) пара Х, Х” должна слфдовать за парой 
ВС (фиг. 51). Если теперь пара 4, В не дфлить пары А, &', а потому, 

въ силу прелложея 1, дБлитъ пару 

ой 7’, 7”, то пара ХХ", въ силу 

акФомы П‚, должна сл$довать за па- 
рой В, С. ибо точки У,’ У” раздф- 
ляють пару „4, (,. Отсюда, въ силу 
предложен!я 1, вытекаетъ, что пара 
Х, Х’ также слфдуетъ за парой В, (.. 
Если точка А” случайно совпадаетъ 
съ Х, а точка / не совпадаетъ съ 
/’. такъ что и Х не совпадаеть съ 
Х’, то точка Х” не можеть совпасть 
съ Х. Поэтому кь прямымъ и’, И" примфияется предложеше П,, которое 
и даеть непосредственно, что пара №, А’ не раздфляеть пары В, С, 
если точки 7, (’ не дБлятъ пары 4, В. Это соотношеше между парами 
Х. №'и/, И взаимное; если, поэтому, точки Х, Х’ раздфляють пару 
В, С, то и точка Й, И’ раздьляеть пару 4, В. Этимъ устраняется 


Фиг. 51. 


з) ПримЪняя ее къ трехстороннику АВС и прямымъ и ии". 


"ВСЕ ктжьтЕкЕЧЕСЕИИЕЯ 


э= 


.- >< 


Я приравняли ФФ. ОЗ 
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упомянутое выше ограничене предложеня П,. Если мы черезъ точку у 

проведемъ еще друпя прямыя, встрчающя прямую АВ (и ВС), то пу- 

темъ повторнаго примфнешя полученнаго результата мы придемъ къ 
слБлующему выводу: 

Предложен!е 2. Расположен!е точекъ на прямой, устанавливае- 
мое акс1омами 1, есть свойство проективное. 

Это значить, что оно сохраняется при проектирован!и съ одной пря- 
мой на другую. 

7. Дълене точекь на прямой, устанавливаемое акс!омами П, допу- 
скаеть существенное обобшене. Если А, В, С, Г суть четыре точки на 
прямой и (1, В)с есть тотъ изъ двухъ классовъ, опредфляемыхъ точками 
А и В. который не содержить точки С, то точка И будеть принадлежать 
этому классу или не будетъ принадлежать ему, смотря по тому, раздфляютъ 
ли точки Х. С пару 1, В или нётъ. Если мы обозначимъ точки яго 
въ какой угодно изь шести возможныхь послфдовательностей цифрами 
1, 2, 3, то точка Й, вь силу аксюмы Ш,, должна принадлежать одному 
и только одному изъ классовъ (1, 2)., (2, З)1, (3, 1).. Теперь мы до- 
кажемъ слфдующее общее предложен: 

Предложен{е 3. Если н точекъ лежатъ на одной прямой, то ихь 
можно перенумеровать цифрами 1, 2, 3,..., П такимъ 
образомъ, чтобы имфло мфсто слфдующее расположенте: 

]. Въ цикл 1, 2, 3,..., м, Ё любыя дв послф$- 
довательныя точки 7, р--1 (#=1, 2, 3... п — В или 
п, 1 опрелфляютъ въ смыслЪ акс1омъ П одинъ классъ 
р, > Ц или [я, 1], который не содержитъ ни одной 
изъ п — 2 остальныхъ точекъ, такъ что послфдн!я всЪ 
приналлежатъ второму „дополнительному“ классу. 

2. Каждая точка прямой Я, отличная отъ этихъ 
п точекъ, принадлежитъ одному и только одному изъ 
этихъ и классовъ: [1, 2], [2, 3], [3, 4],..., [п — 1, и], И, 1]. 

3. Это расположен{е остается въ силЪ не только 
при круговой перестановк® цифръ 1, 2, 3,..., п, но 
и при обратной нумеращи #®, # -— Те» т БИА 
точекъ, а также при круговой перестановкЪ въ этой 
обратной нумеращи. 

Случай п = 3 нами уже исчерпанъ- Чтобы доказать предложеше 
путемъ перехода оть И къ п--1, мы предположимъ, что намъ дано 
и-|- 1 точекь и что по отношеню кь и изъ нихъ теорема справедлива. 
Пусть классы, соотв тствуюцие н$фкоторымъ 1 точкамъ, будуть: (1, 2]*, 
м № 1“, [п, ]*. Согласно нашему допущеню, (п -|-Г)-ая 
точка принадлежить одному и только одному изъ этихъ п классовъ; мы 
можемь принять, что она принадлежить классу (п, 1]*, такъ какъ этого 
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всегда можно достигнуть круговой перестановкой цифръ. Тогда точки 
п--\1, ? раздфляютъ пару точекъ и, 1 при 


в оао а 6 


Поэтому, въ силу акфюмы П,, пара п-|-1, 1 слфлуеть за парой 
’, п, а пара и, п--1 слфдуеть за парой +, 1. Отсюда, въ свою очередь, 
вытекаеть, что 


(ИН, = (и-Е1Ю; бып-Е 1), = (я, п-- 1), при »=2, 3,..., п 1, 


гдф знакъ равенства служить для выраженя тоджества соотвфтствующихь 
классовъ 1). Такимъ образомъ, символы 


пт, =@шфь р, =... =@-ь па =@-ь 1), 


выражаютъ одинъ и тотъ же классъ, который мы короче будемъ обозначать 
черезъ [и-|-1, 1]. Точно такъ же пусть [н, н -|- {] обозначаетъ классъ 


(иуп-е И = (и в =... = (и, п-- И. 


Каждая точка /, отличная отъ точекъ 1, 2, 3, ..., Н -|- 1, должна 
принадлежать одному и только одному изъ классовъ 


1, 2], [2, З], „..., Ш— 1, п, [и, 1. 


Новымъ оказывается только тотъ случай, когда точка Й принадлс- 
жить послфднему классу [п, 1]*, въ составь котораго входить также 
точка п -|- 1; въ этомъ случаБ точки И, » раздфляютъ пару точекъ я, 1 
при 2? =2, 3,.... н— 1. Примфняя же предложене 1 кь пяти точкамъ 
7, ъ, п, п 1, №, мы заключаемъ, что пара И, + раздфляеть одну и 
только одну изъ паръ и, п-- Ти п--1, 11); иными словами, тойка 
Я принадлежитъ либо классу (п, п - 1)», либо классу (п-Е 1, 1),. 

Если поэтому Х и н--1 суть точки класса [п, 1]*, то точка И 
принадлежить либо классу [п, п 1], либо классу [п-- 1, и]. Этимъ 
предложене 3 доказано, а вмфстЬ сь тЬмъ обнаружено, что каждая 
новая точка дфлитъ тотъ классъ, которому она принадлежитъ, 
на два новыхъ класса. Поэтому звБздочки, которыми мы имфли въ 
виду отмфтить классы, образованные п точками, въ отлище оть классовт, 
которые дають и -|- 1 точекъ, оказываются излишними. Согласно аксюмЪ 
И., въ каждомъ классф имфется, по крайней мЪрЪ, одна точка; слЪдова- 
тельно, на каждой прямой имфются, по крайней мфрЪ, четыре точки, а 


10) (и-{- 1, 1), есть тотъ изъ двухъ классовъ, опред$ляемыхъ точками я--1 и 1 
который не содержить точки 9; такъ какъ точки п их не раздфляютъ пары 
п--1, 1, то точка п принадлежить тому же классу, а потому классы (и -- 1, 1), н 
(в 1, 1), совпадаютъ. 

11) Ибо она раздфляетъ пару п,1. 


сое 


. 
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стало быть, по крайней мфрЪ, четыре класса; въ нихъ имфются еще по 
крайней мфрф 4 друйя точки, которыя вмЪстЬ съ прежними даютъ 
уже восемь классовъ; въ этихъ восьми классахъ есть, по крайней мЪръ, 
восемь новыхъ точекъь ит. д. Въ каждомъ изъ двухъ классовъ, 
на которые дв точки дфлятъ прямую, имфется безчисленное 
множество точекъ. 


8. Различныя циклическя расположешя классовъ, которые п точекъ, 
согласно предложеншю 3, образують на прямой, опредфляютъ два раз- 
личныхъ „направлешя“, въ которыхъ можно „пробфгать“ классы, т.е. прежде 
всего „сосчитывать“ ихъ. Но если сюда ввести еще одну (п-- 1)-ую точку 
дфленя а, которая принадлежитъ, скажемъ, классу [4, 5], то эта точка, 
какъ мы видфли, разлфлить этоть классъ на два новыхъ класса [4, @] и 
[а, 5]; всякая другая точка В того же класса [4, 5] должна поэтому 
отойти либо къ классу [4, <], либо къ классу [а, 5]. Если мы допустимъ 
послфднее, то классъ [а, 5] распадется на классы [а, В] и [В, 5], такъ 
что каждая точка у класса [а, 5] должна лежать либо въ классЪ [а, р], 
либо въ классЪ [В, 5]. Если точка у принадлежитъ классу [В, 5], то 
послдныйЙ вновь распадается на классы [В, у] и [7, 5}; поэтому классъ 
[4, 5] состоить изъ классовъ [4, а], [а, Е], [В, 7], [у, 5], и мы получаемъ 
дальнфйшее подраздьлен!е, согласно предложению 3: [1, 2], [2, 3], [3, 41|, 
[4, @|], [, В], [В 7, [у 5] 5, 6],..., в Гм [м, 0 6 ОЬ 
этихь классовъ въ одномъ или въ другомъ направлеши даеть въ то же 
время подсчеть первоначальныхъ классовъ въ одномъ или въ другомъ 
направлен!и; это продолжается, когда число точекъ дфленйя возрастаетъ, 
и мы такимьъ образомъ приближаемся къ представлению, что точки прямой 
сами по себЪ могутъ быть приведены къ опредфленному расположенйо 
въ томъ смыслф, что всЪ классы, всф ихъ подклассы и т. д. могутъь 
быть приведены въ два циклически различныя расположеня. Вм5стЬ съ 
тфмъ здфсь съ возрастающей силой запечатлЪвается представлене о со- 
вокупности классовъ, какъ объ отрфзкЪ, къ которому, однако, первона- 
чально не примбшивается поняте о цлинЪ 17). При всемъ томъ мы 
стоимь уже у того пункта, гдЪ возникаеть поняме о большемъ и 
меньшемъ. Въ самомъ дЪЛЪ, само собой напрашивается разложен!е класса 
[4, 5] на классы [4, а] и [а, 5], которые мы разсмотрфли въ предыду- 
шемъ примБрЪ, символически выразить такъ: 


[4, 5] = [4, а] -- [а, 5}; 


вм5стЪ съ тЬмъ классы [4, а] и [а, 5], составляюцие „части“ объемлющаго 
класса [4, 5], цфлесообразно считать „меньшими“, нежели весь классъ [4, 5]. 


) Нужно сказать, что авторъ совершенно безъ нужды привносить сюда 
наглядныя представлен. 
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Тогда 


[а, 5] — [а, В о [В, 5], 
[В, 5] =— [В, 7] аа [у, 5], 
а вмфстЪ съ тмЪъ 


[4, 5] = [4, в] -- [© Я - В, Я В, 5]. 


Если мы теперь согласимся это соотношене между классомъ Ёи 
его частью и обозначать знакоположешемъ х < Ё, то 


(у, 5] < [В, 5], [В, 5] < [@, 5], [@,5] < И, 5}, 


и изъ этихъ „неравенствъ“ вытекаетъ, какъ и въ ариеметикЪ, что 


[у, 5] < [4, 5]. 

Относительно двухь частей Ё и [, объемлющаго класса й мы 
имфемъ, такимъ образомъ, критер!Й сравненйя въ отношени поняЙ „больше“ 
или „меньше“, если одна изъ этихъ частей входить въ составъ другой; 
если же ни одинъ изъ этихь классовъ не составляетъ части другого 
класса, то мы такимь критеремъ сравненя не располагаемъ. Этотъ 
критерй долженъ устанавливаться закономъ, который позволялъ бы 
всюду на прямой приводить въ сопряжеше съ н$фкоторыми данными 
классами друпе классы, которые принимаются за „равные“ данному классу. 
ВмЪсть съ тЬмъ классъ /, считается „меньше“ класса К» если послфднй 
содержитъь часть х,, которая равна классу 1- Логичесюй генезись 
понямя о величин$ имфетъ, такимь образомъ, точкой отправлевйя понятя 
„больше“ и „меныше“; далфе устанавливается равенство и въ заключене 
уже опредфляется поняме „сколь велико“. Для нашихъ цфлей достаточно 
первой ступени. Но мы бы желали, чтобы эти соображеня послужили 
для читателя импульсомъ для проведенйя этихъ идей въ какомъ-либо много- 
образ, въ которомъ онф не нашли еще, какъ для точекъ прямой, устано- 
вившагося вслЪдстве повседневнаго опыта тривальнаго примфненйя; какъ на 
примфръ, укажемъ на изм5реше температуръ 1). 


5 16. Аксома Дедекинда и основная теорема проективной 
геометрии. 


1. Для обоснованя геометрии плоскости, какь мы вилфли въ $ 13, 4, 
намъ нужно воспользоваться болфе богатыми законами трехмфрнаго про- 
странства, чтобы вывести предложеше Дезарга; предиосылки, когорыя 
это предложенше предполагаетъ, полробно указаны въ $ 13, 12, доказа- 
тельство же дано въ 6 10, 1. Это предложене мы примфнимъ къ двумь 
парамъ треугольниковь В, С, и 4,В,Сь, В, С. О: и Вь С.Г», распо- 
ложенныхъ въ нфкоторой плоскости 27 такимъ образомъ, что точки пере- 
сфченя соотвфтственныхъ сторонъ первой пары: 


1з) См. Д. Крыжановск!й. „Учеше о температурЪ по Маху“, „Въстникъ 
Оп. Физики“, №№ 464, 465—466. 


„: 
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С сторонь 4, В, и А, Вь, 
ча м О 
В я т. Е. - 
а также точки пересфчешя соотвфтственныхъ сторонъ второй пары: 
А’ сторонъ В,С: и В.С,, 
Я ОР Са 
и + К А „ВЕ 
расположены на одной прямой #. Въ такомъ случаЪ, по теоремБ Дезарга, 
съ одной стороны,прямыя /,.4,, В,В,, С.С, а съ другой стороны, 
.В В», С.С», О, 0, проходять черезъ одну точку. Но эта точка уже опре- 
дфляется парой прямыхь ВВ, и С,С., входящихъ въ составь обЪфихъ 
системъ. Теперь оказывается, что два треугольника 4, 83,0, и 4,В.0, 
расположены такимъ образомъ, что прямыя „4,4, В.В», 0, О., соеди- 
няющ соотвфтственныя вершины, проходять черезь одну точку 5. По- 
этому, въ силу обращеня теоремы Дезарга, точки пересфченй: 
С прямыхъ 4, В, и И,В,, В’ прямыхъь В, 0, и В.О, 
и 1’ прямыхь О, 1, и О, 4, 
лежать на олной прямой. Это прямая # (фиг. 52). Доказательство 


С, 


Фиг. 53. 


остается въ силЪ, если дв точки вь одной, въ двухъ или даже въ трехъ 
парахъ (1, 1”), (В, В') и (С, С’) совпадаютъ, Но оно оказываегся непри- 
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годнымъ, если одна изъ четырехъь точекь ,, В,, С,, Г), лежить на 
прямой #. Система трехь паръ прямыхъ, соединяющихъь эти точки по- 
парно, называется „полнымъ“ четырехугольникомъ; двф прямыя, или 
„стороны“ каждой пары, которыя въ совокупности содержать всЪ четыре 
„вершины“ а В:, С., О., называются „противоположными“ сторонами 
четырехугольника, а точка ихъ пересЪченя — „дополнительной вершиной“. 
ВмЪстЪ съ тфмъ мы приходимъ къ предложению: 


Прэедложен1е 1. Если въ двухъ отнесенныхъ другъ другу пол- 
ныхъ четырехугольникахъ пять паръ соотв$ тственныхъ 
сторонъ пересфкаются въ точкахъ, лежащихъ на пря- 
мой И, которая не содержитъ ни одной изъ вершинъ, 
то прямыя шестой пары также пересфкаются на той же 
прямой. 


2. Полный четырехугольникь ОРОК (фиг. 53) имЪетъ три дополни- 
тельныя вершины _/4, ], В. Относительно нихь имфетъ мфсто предложенше: 


Предложен1е 2. Дополнительныя вершины полнаго четырех- 
угольника не лежатъ на одной прямой. 

Доказательство лучше всего провести безъ чертежа, такъ какъ это 
гарантируеть намъ, что мы нигдф не пользуемся интуитивными сообра- 
жен1ями. Вершины четырехугольника мы обозначимъ просто цифрами 
1, 2, 3, 4. Никакя три изъ нихъ не лежатъ на одной прямой. 
Положимъ, что 

прямыя 14 и 23 пересфкаются въ дополнительной вершинЪ .1, 

24 „31 ве 5 я В р. 
„И. 12 » » » | Се 

Нужно доказать, что точки 4, Ви С не лежать на одной прямой. 
Прямыя 14, 24, 34 суть трансверсали, проходяцйя, каждая, черезъ одну 
изъ вершинъ треугольника 123 и выхоляшя изъ вершины четырех- 
угольника 4; — 4, В, С суть точки ихъ пересфчешя со сторонами трс- 
угольника. При помощи аксюмъ группы 1 нетрудно показать, что точки 
А, В, С отличны одна отъ другой и оть точекъ 1, 2, 3, 4, ибо всякое 
другое допущен необходимо приводить къ тому, что изъ точекь 1, 2, 3, 4 
три лежатъ на одной прямой 1). Дальнфйшее доказательство предложен 
2 опирается на аксюмы расположеня и ихъ сл$лствия. 

На сторонахъ 23 и 31 треугольника 123 мы возьмемъ дв точки 
Л’ и В’ такимъ образомъ, чтобы пара .4, А’ раздфляла точки 9, Зи 
пара В, В’ раздфляла точки 3, 1; положимъ, что прямая и’, соединяю- 
щая точки /4’и В’, встр$чаеть сторону 12 въ точкь (”. Если бы намь 


1) Если, напримЪръ, точка 4 совпадаеть съ точкой В, то точка 1 лежить 
на прямой 2/4, и точка 2 лежить на той же прямой, т. с. точки 1, 2, 4 лежать 
на одной прямой. 
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удалось показать, что точки Си (” также раздляютъ пару точекъ 1, 9, 
то отсюда вытекало бы, что точки 4, В, С не лежать на одной прямой 
и, ибо по аксюмЪ Ц, три 
пары (.4, 4’), (В, В), 
(С, С) должны были бы 
при такихъ условяхъ раз- 
дфлять либо дв пары вер- 
шинъ треугольника 123, 
либо ни одной. Это дЬй- 
ствительно можно дока- 
зать, но для этого нужны 
н5которыя предваритель- 
ныя соображенйя. Если че- 
тыре луча а, В, с, 4 ка- 
кого-либо пучка пересф- 
каются двумя прямыми х 
и х, не принадлежащими 
пучку, соотвЪтственно въ 
точкахъ .4, В, С, и", 
РУС. О’, то, согласно 
предложеню 2 65 15-го, [72 
пара точекъ 4, В имЪеть. ёх 
относительно пары (С, р 
то же расположеше въ смыслЪ аксюмъ группы П, какое пара Л’, В’ имъеть 
относительно (”, О’. Это мы будемъ для краткости обозначать такъ: 

(4, В; С, Ву, В С; В 

Иначе говоря, въ зависимости отъ того, раздфляютъ ли другъ друга 
пары точекъ 4, Ви С, Г, или нътъ, — пары А’, Ви С, О' также соот- 
вфтственно другъ друга раздфляють или не раздЪляютъ. 

Пусть Х, У, Й будуть точки пересьченя прямыхъ 14, 24, 34 съ пря- 
мой #’; въ такомъ случаЪ сфченя пучковъ 1, 2, 3, 4 со сторонами треуголь- 
ника 123 и съ прямой 1/ дають рядъ такихъ „равенствъ“, которыя мы пере- 
числимъ, указывая каждый разъ пучекъ, обусловливаюций это равенство. 

Пучекъ 1: (4, 4'; 2, 3) = (Х, А; С, В’), ') (1) 
Бы 4: а 2, ЕКО ОИ (1°) 
> 28 №8 1) = (У, В 26 в (2) 
О о (2) 
х 8: 0. С (3) 
‚ 4: © Сбъылои (3) 
1") Изъ точки 1 выходять прямыя 14, 14", 12, 13, которыя при пересфчени 


съ прямой и дають точки 4, 4’, 2, 3; при пересъчен!и съ прямой и’ тЪ же прямыя 
дають точки Х, 4’, С’, В'. Аналогично устанавливаются и остальныя „равеиства“. 


Фиг. 53. 
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По условю, 


точки 4, 4’ раздфляютъ точки 2, 3, (4) 
> Вай и ети (5) 
Изъ соотношенй (4) и (1) Изъ соотношенй (5) и (2) 

вытекаетъ: слФфдуетъь: 
точки А, 4’ раздъляютъ точки точки У, В’ раздфляютъ точки 
У, 8 (5) Кид; (7) 

отсюда, въ силу аксюмы Ш‚, слфдуеть: 

точки Х, Услфдують за /’, , (6) | точки У, Х сл5луютъза Й, В’. (7’) 


Согласно же предложеню 1 65 15-го, мы заключаемь изъ соотношенй 
(6’) и (7’), что 


пара точекь Х, }’ слфдуетъ за парой //, В’. (8) 
Въ силу аксюмы П,, соотношеве (6) даетъ: 
пара точекь Х, Д слфдуетъ за парой 4’, У, (0) 
а соотношен!е (7) даеть также: 
точки \, Й раздфляютъ точки В’, У. (10) 


Примфняя теперь предложене 1 $ 15-го, съ одной стороны, къ соотно- 
шенямъ (9) и (10), мы получимъ, что 


пара Х, /Х раздфляеть пару /’ В’, (11) 
а съ другой стороны къ соотношенямъ (11) и (8), получимъ: 

пара 4’, В’ разлфляетъ пару У, И. (12) 
Изь соотношенй (5) и (2) слБлуеть: 

пара \” В’ раздфляетъ пару 2, С’ (13) 
поэтому, согласно аксомЪ П., 

пара )” С’ слфдуетъ за //, В’, 

или въ обратномъ порялкЪ: 

пара 1’, В’ слфдуеть за парой У, С’. (14) 
Наконець, въ силу того же предложеня 1 8 15-го, мы заключаемь изь 


соотношенй (13) и (14), что 


(у 


точки 1, В’ раздъляютъ точки /Х, С’, (15) 
а потому, въ виду соотношенйя (3), 
точки (5, (” раздёляють точки 1, 2, (16) 


что и требовалось доказать. 


ее — 
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3. Полному четырехугольнику противопоставляется „полный четырех- 
сторонникъ“; это есть совокупность шести точекъ перес$ченя четырехъ 
прямыхъ, изъ которыхъ никакя три не проходять черезъ одну точку. 
ДвЪ изъ этихь точекъ пересфченя, или „вершинъ“ четырехсторонника, 
черезъ которыя проходятъ всЪ четыре прямыя, называются „противополож- 
ными“ вершинами, прямая, ихъ соединяющая — „дополнительной стороной“ 
четырехсторонника. Такъ, напримфръ, на фиг. 53 прямыя ОР, РО, ОК, 
КО опредфляють полный четырехсторонникъь съ тремя парами противо- 
положныхь вершинъ: ((), О), (Р, К), (4, В) и съ дополнительными 
сторонами ОО, РК, АВ. Эти три прямыя не проходятъ черезъ олну 
точку, ибо таковой должна была бы служить, скажемъ, точка ДЛ въ 
которой пересфкаются прямыя ОО и РК; но эта точка не лежить на 
прямой АВ, ибо ЛД. В, / суть дополнительныя вершины полнаго четырех. 
угольника, опредфляемаго точками (), Р, О, В. Мы получаемъ, такимъ 
образомъ, предложене, аналогичное предложеню 2: 

Предложен!е 3. Дополнительныя стороны полнаго четырехсто- 
- ронника не проходятъ черезъ одну точку. 


4. На фиг. 53 изображенъ частный случай, когда прямая и, о 
которой идеть рЪ$чь въ предложени 1, проходить черезъ точки пересф- 
ченя Ли В двухь паръ противоположныхь сторонъ полныхъ четырех- 
угольниковъ ОРОК и О’Р’О’Ё'. ВыдЪляемымъ такимъ образомъ двумъ 
точкамь А, В 
и третьей точкф 
( прямой и это 
предложенше ол- 
нозначно — отно- 
сить, при помощи 
полныхъ четырех- 
угольниковъ, чет- 
вертую точку 0 
той же прямой; 
такимъ образомъ, 
мы имфомъ воз- 
можность ЭТИМЪ 
способомъ построить безчисленное множество точекъ прямой и, коль 
скоро дана еще третья точка (С. Если мы при этомъ построени, сохраняя 
точки А и В, примемъ за третью точку Ш), то мы возвратимся обратно къ 
точкЪ (С. Отношенше точекь (С, Р къ выдфляемой въ нашемъ полномъ 
четырехугольникь парЪ точекъ 4, В является, такимъ образомъ, взаим- 
нымъ. Но и самое выдфлене точекъ 4 и В оказывается несущественнымъ. 
Именно (фиг. 54), если Н, К, Ё, М суть точки пересфченя прямыхъ 
АГ и В] со сторонами четырехугольника, прохолящими черезъ вершины 
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А и В, то полные четырехугольники НОК] и М ОТ, даютъ каждый 

по пар противоположныхъ сторонъ, соотвфтствейно прохолящихъ черезъ 

точки Д и В; между тфмъ обшая ихъ сторона ОТО проходить черезъ 
точку (С; всл®дстые этого, пятыя ихь стороны НК и МГ должны 
пройти черезъ точку Г). Но, съ другой стороны, четырехугольники РН УМ 

и /КЕГ. даютъ каждый пару противоположныхъ сторонъ, проходлящихъь 

черезъ точки Ди В, общая же сторона Р] В проходить черезъ точку /[): 

слфдовательно, шестыя стороны НМ и КГ, должны пройти черезъ точку 

С. Но тепер НКГ.М представляеть собой четырехугольникъ, который 

даетъь двЪ пары противоположныхъ сторонъ, соотвтственно проходящихъ 

черезъ точки Си Г), между тмъ какъ стороны третьей пары проходятъ 
черезъ точки „1 и В; такимъ образомъ, теперь точки С, О выдфлены 
по отношенйо къ точкамь 4, В совершенно такъ же, какъь раньше 
были выдфлены точки 1 и В относительно С, О. Можеть возникнуть 
вопросъ, нельзя ли разсматривать и точки / и С, какъ точки пересфченя 
противоположныхь сторонъ четырехугольника. Это, однако, оказывается 
невозможнымъ, ибо пары точекъь 4, Б в- С, 1), какъ мы сейчасъ пока- 

жемъ, другь друга раздфляють, между тЬмъ, какъ пары /, Си В, О, 

въ силу акЧомы П, (5 15), слфдуютъ другъ за другомъ. Въ самомъ ДЬлЬ, 

проекши точекь 4, С, В, р ъ 

изъ точки () на прямую РК суть В, | Р, р, 

„» оО  „ Е 2 
Если бы, поэтому, пары точекь АС и ВБ другь друга раздляли, 
то то же имфло бы мЬсто относительно точёкъ К, и Р, Ф, а также 
относительно точекъ Р, ] и К, Г ($ 15, предл. 2); но это противор%- 
чить аксомф ПШ, ($ 15), согласно которой изъ трехъ точекь ВРП 
есть только одна, которая вмфстф съ точкой ] раздфляеть двЪ друг 
точки. СлЪдовательно, пары АСи ВД другъ друга не раздфляють; то же 
справедливо и относительно двухъ паръ 4, О и С, В; въ виду аксомы 

И, пары 4, Ви С, О должны другъ друга раздълять. Результать этого 

изслфдованя сводится, такимъ образомъ, къ слфдующему: 

Предложен!е 4. Если полный четырехугольникъ ОРОВК распо- 
ложенъ относительно трехъ точекъ /4, В, С прямой и 
такимъ образомъ, что черезъ каждую изъ точекъ 
И и В проходитъ пара противоположныхъ сторонъ 
четырехугольника, а черезъ точку С проходитъ пятая 
сторона, то шестая однозначно опредфляетъ на пря- 
мой # точку ШО, т. е. любой другой четырехугольникъ, 
—скажемъ, ОРОК, такимъ же образомъ расположенный 
относительно точекъ „1, В, С даетъ ту же точку О. 
ДвЪ пары точекъ 4, Ви С, Р называются гармони- 
ческими парами точекъ, или двумя парами гармони- 


1} 
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ческихъ точекъ. ОнЪ обладаютъ слфдующими свой- 
ствами: а) онф раздЪляютъ другъ друга; Ь) точки Си Г) 
также могутъ быть сдфланы точками пересЪчен1я про- 
тивоположныхъ сторонъ четырехугольника, остальныя 
стороны котораго проходятъ черезъ точки Ши В}; 
с) если, сохраняя точки 4 и В, мы замфнимъ точку С 
точкой Ш), то точка Д) займетъ мЪсто точки С. 
Гармоническое соотвфтстые двухъ паръ точекьъ 4, Ви С, О, 
очевидно, представляеть собой свойство проективное, ибо путемъ проек- 
тироваёя полный четырехугольникъ всегда опять превращается въ полный 
четырехугольникъ, а, слфдовательно, двЪ гармоническя пары преобразо- 
вываются въ гармоничесмя же пары. 


5. Положимъ, что три пары противоположныхъь сторонъ полнаго 
четырехугольника ХХ’ и УУ”, ХУ и Х'У’, Х'Уи ХУ’ переськаются 
съ двумя прямыми # и И,, съ 
каждой въ трехъ парахъ точекъ 
(В, 21), (И, 7’, О, 7) и 
(В., А), ОА и, (7, Йй’,) 
(фиг. 55). Въ такомъ случаЪ 
дв пары Х, А’ и У, У’ могуть 
занимать относительно треуголь- 
ника АВС, согласно аксюмЪ Ц., 
только слБлующшя положенй: 

а) либо онЪф раздБляютъ 
соотвфтственно пары С, Ви С, 1; 

Ь) либо онЪ ихь не раз- 
дЪляютъ; 

с) либо одна пара раздфляетъ соотвфтствующую ей пару, а гругая 
не раздфляеть, какь это имфеть мЪфсто на фиг. 55 относительно тре- 
угольника 4, В, С. 

Примбняя къ треугольникамь 4/ВС и Л, В, С и сфкушимь ХХ) 
и Х’У’ (соотвфтственно) или къ сфкущимъ А’ Уи Х”У’ акаюму И, (5 15), 
мы приходимъ къ заключеню, что пары И, и И’, И” въ случаЪ с) 
раздфляютъ пару 4, В (это иллюстрируется на фиг. 55 парами (4, В,), 
(7, И), ОР, РЬ, а вь случаЪ а) и Ъ) не раздфляютъ ея 16). Теперь 
мы примфнимъ ту же аксюму къ треугольнику 5И””', образованному 
прямыми и, Х’Уи ЛУ, и кь сфкущимь, прохолящимъ черезъ точки 
Х’ У, Х, Т'. Въ случаяхь а) и Ь), когда пара „4, В не раздфляеть 
точекъ 1’, /’,—пары Х’ Уи 5, И’, съ одной стороны, и пары Х, У’и 


18) Пользуясь сфкущими ХУ и ХТ’, мы это доказываемъ относительно пары 
2,7’; пользуясь же сфкущими УХ’, Х У’, относительно точекъ Й’, Й”. 
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5, И”, съ другой стороны, будутъ совм5стно либо сорасположены, либо 
противорасположены (П5), а потому пара И, 7’не будеть раздЪлять пары 
И’, И” (Ць, $ 15) "’). Въ случа5 с) точки 4, В раздфляють пару Г”, Ц” 
и прямыя А’Хи УУ”’ должны производить на сторонахъ`треугольника 
57 И” еще одно дфлене (П,, 8 15), пара Й, 7” будеть раздфлять вершины 
7, ЦП” 8). Мы доказали, такимь образомъ, слфдующее предложен: 
Предложен!е 5. Если прямая % пересЪкаеть стороны полнаго 
четырехугольника въ трехъ парахъ различныхъ то- 
чекъ, то либо каждая изъ этихъ трехъ паръ паздф- 
ляеть любую другую пару, либо ни одна изъ трехъ 
паръ не раздЪляетъ другой пары 19). 


6. Въ пунктБ 4 быль разобранъ тотъ частный случай, когда сЪку- 
щая 2, о которой идетъ р$чь въ предложеняхъ | и 4, проходить черезъ 
дв точки пересфченя проти- 
воположныхь сторонъ. Намъ 
остается, такимъ образомъ, раз- 
смотрфть тотъ случай, когда на 
прямой и пересфкается одна пара 
противоположныхь сторонъ; та- 
кой случай имфлъ бы, напри- 
мЬръ, мЬсто на фиг. 55, если бы 
точка Й’ совпала съ точкой Й. 
На фигурЪ 56, которая, такимъ 
образомъ, получается, сохране- 
ны вс обозначеня предыду- 
щаго чертежа и проведена еще прямая 5(С, которая пересфкаетъ прямыя 
АВи А'’У’ соотвфтственно въ точкахъ О и ()’. Въ виду полнаго четырех- 
угольника ХСУ5$ пара А’, У’ раздфляется гармонически парой (>, /. 


11) Что вь случаЪ (Х”, У; ], #”) =(У’, Х; 5, Й”), эго мы доказываемъ, прим$няя 
аксюму П, къ треугольнику $5Й”И” и сфкущимь Х’Уи У’; что пара 2, @’ при 
этомъ не будетъ раздфлять пары #’, И”, мы получаемъ, прнм5няя ту же аксюму 
къ треугольнику 5Й”Й” и сБкущимь ЛУ и АУ. 

13) Что точки 4, В въ случаЪ с) раздфляютъ пару Й’П”, это было уже вы- 
яснено выше въ текстф. Примфняя поэтому къ треугольнику 5Й”Й'’ и прямымъ 
ХА’! и РУ аксюму П., мы приходимъ къ заключению, что (Х", У; $, И”), =(Х, У’, 5, №), 
т. е. въ одной изъ этихъ двойныхъ паръ имфетъ м$фсто дфлене, а въ другой нЪтъ; 
вслёдстве этого, примфняя аксюму П, вновь къ треугольнику 5П”И” н скущимъ 
ХУи Х’У’, мы приходимъ къ выводу, что пара 2,7” въ этомъ случа$ раздБляетъ 
пару Г, И”. 

13) Наши три пары точекъ суть (4, В), (ПУ, Ш”), (&, 7’). Въ случаяхъ а) и 2), 
какъ было показано, пара 4, В не раздфляется ни парой И”, М”, ни парой &, 7’, а 
пара , И” не раздфляется парой &, 7”; ни одна изъ трехъ паръ не дБлитъ другой 
пары. Напротивъ, въ случаЪ с) пара 4, В раздЬляется каждой изъ двухъ другихь 
паръ, и эти посл6дня, въ свою очередь, разлфляоть лругъ друга. 


Фиг. 56. 
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Проекщями этихъ двухъ паръ точекь изъ точекь Си 5 па прямую и 
соотвфтственно служать /, Ви О, И, съ одной стороны, — 7’, И” и 
О, 7, съ другой. Каждая изъ этихь двухъ паръ дЬлитъ, слфдовательно, 
вторую гармонически. Такъ какь далфе двЪ пары точекъ /, Си У, У 
проектируются изъ точки / въ двЪ пары В, С и Х, А,, то какъ первыя, 
такь и вторыя двф пары одновременно другъ друга раздЪляютъ или не 
раздфляютъ. Въ силу аксюмы П, $ 15, въ примънени къ треугольнику 
АВС, точки Л, В ни въ одномъ ни въ другомъ случаЪ не раздфляютъ 
точекь /7, П” 19). Поэтому: 
Предложен!{е 6. Если въ услов!яхъ предложен!я 5 дв точки одной 
изъпоименованныхъ тамъ паръ сливаются въ однуточку 
И, то остальныя двЪ пары другъ друга не раздфляютъ; 
при этомъ имфется точка О, которая совмЪстно съ точкой 
А дЪлитъ гармонически какъ одну, такъ и другую пару. 
Обратно, если двЪ пары точекъ раздфляются гар- 
монически одной и той же парой ХЛ, О, то имЪются 
полные четырехугольники, которые посылаютъ въ 
точку Х или О по двЪ противоположныя стороны, авъ 
каждую изъ двухъ названныхъ паръ точекъ—по одной 
парЪ противоположныхъ сторонъ. 

Въ самомъ дфлЪ, на прямой, проходящей черезъ точку И, возьмемъ 
произвольно двф гармоническя пары И, (№ и Х’, У’, проведемъ прямыя 
АУ’ и ВХ, а также АД’ и У’Й”; этимъ опредлимъ точки С и 5 на 
фиг. 56. Затфмъ построимъ точки пересфченя Х, У прямыхь И’Х', АС, 
Й” У и ВС. Въ такомъ случаъ прямая Х У должна пройти черезъ точку 
7, такъ какъ Х’ \” и (), Й суть гармоническя пары. ВмЪстЬ съ тЬмь 
доказано обратное предложене, изъ котораго вытекаетъ, что двЪ пары 
точекъ, разд5ляющ!я другъ друга, не могутъ быть раздфлены 
гармонически одной и той же третьей парой ?°). 


\°) ЗдЬсь разсматривается сБчене треугольника прямыми Х’Уи ХУ’. Эли 

прямыя сЪкуть: 
сторону АС въ точкахъ Уи У’, 
а ВС" : Х и ^', 
$ О аки аиитИ 

Какъ было показано, если точки А, С дБлять пару У, У’, то и точки В, С 
длять пару Л, Х'’; поэтому, въ силу аксюмы П,, точки 4, В не дЬлять пары 
Й?’, И”. Если же точки А, С не дЬлять пары У, У’, то и точки В, С не дБлять 
пары Х, А’, — а потому и точки А, В не длять пары И/, И”. 

*) Шери принимаеть даже это свойство двухъ паръ за опредфленше дБленя; 
согласно его опредленю дв$ точки не раздфляютъ двухъ другихъ точекъ 
иа той же прямой, если существуетъ пара, расположенная гармонически отно- 
сительно каждой изъ двухъ первыхъ паръ; если же такой третьей пары не суше- 
ствуетъ, то первыя пары разд$ляютъ другъ друга. Это опредфленше тЪмъ 
болфе искусственно, что оно примфнимо только въ непрерывной системф. 
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7. Изъ изслБдованй Гильберта о непрерывиости въ 58 12 его 
„Основан“ вытекаетъ, что двумъ парамъ точекъ 4, Ви М, №, другъ 
друга не раздъляющимъ, по силЪ введенныхь нами до сихъ поръ аксюмъ, 
не всегда отвЪчаеть третья пара (7, Г’, дфлящая гармонически обЪ данныя 
пары. Если мы попытаемся, сообразно предложенйо 6, построить полный 
четырехугольникь РОК5, который имфеть двЪ противоположныя сто- 
роны РО и К5, соотвфтственно проходящя черезъ точки М и М, 
а также двЪ друМя противоположныя стороны РК и (5, проходящя 
черезъ точки „4 и В, такимъ образомъ, чтобы противоположныя стороны 
Р5 и ОК третьей пары пересЪкали прямую 12, содержащую точки 
Л, В, М, М (фиг. 57), въ одной точкЪ (У, то мы, вообще говоря, получимъ 
дв различныя точ- 
ки пересфченя лу, 
1: Соотвфтствующя 
имъ точки Ри О на 
отрЪзкахъ АК и В5, 
которыя мы сохра- 
няемъ неизмЪнными, 
мы помМБтили от- 
дфльно черезъь Р, и 
(),. Сохраняя вмЪстЪ 
съ данными точками 
р Л, В, М, М неиз- 
: < з : м$5нными еще точки 
К и би повторяя 
Фиг. 57. то же построеше при 
другихъположеняхъь 
Р,, В,...точки Р на отрфзкь АА, мы получаемъ четверныя группы 
точекъ Р,(О,х.у., Р»Озхьу. ..., которыя каждой точкф х„ прямой 
относять н$которую точку у, и, обратно, каждой точкЪ у„ нфкоторую 
точку х„ 21). Пусть С будетъ точка пересфченя прямыхь АК и В$. Мы 
ограничиваемь положеше точки Г, на прямой АВ классомь (4, С)ь, не 
содержащимъ точки К. Такъ какъ точки 4, В не раздЪляютъ пары А, №, 
то прямыя № и Р, М должны перес$кать сторону СВ треугольника {ВС 
въ точкахь („и 5, которыя всегда раздфляють пару точекь В, ($ 22); 


1) Иными словами, если мы произвольную точку прямой чо примемъ за х,„, 
то мы этимъ построешемъ опредлимъ соотвфтствующую ей точку у„. Именно: 
соединяя точку х, съ 5, мы получимъ въ пересфчеи прямыхъ 5х, и АК точку 
Р,; соединяя, далЪе, Р, съ точкой М, мы получаемъ въ пересфчеши съ прямой 


п # 
5В точку О,; наконецъ, прямая КО, опредфляетъ на прямой чи точку у, 
21) Это получается, если примфнимъ аксюму ИП. кь треугольнику АВС и 


сБкущимъ МР, и К\. Точки Р,,К раздфляютъ пару А,С по условю, ибо точка 


ее . О ИР 


рф 
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такимъ образомъ, положене точки ()„ ограничивается классомъ (С, В)-- 
Такь какъ, съ другой стороны, точки Р, и К, раздфляемыя парой 4, (;, 
проектируются изъ 5 въ точки х» и №, то вслфдстые ограничены, приня- 
таго относительно положеня точки Р‚, всЪ точки х„ принадлежатъ классу 
(А, Бук, который мы короче обозначимъ черезъ |4, В]. Но тому же 
классу принадлежать также точки у,„, ибо три пары „4, В,—х„, у» и М, №, 
согласно предложеню 5, другъь друга не раздЪляютъ. Съ другой стороны, 
пользуясь первой ступенью поняМя о величинЪ, какъ это установлено 
вь $ 15, 8, мы можемъ сказать, что всегда будетъ имфть м$сто одио 
изъ неравенствъ 


[4, Х+| = [8 =] или [4 ^,| = ры =], (17) 


въ которыхь знакъ равенства имфетъь мфсто только въ томь случаЪ, когда 
точки Х„ И у» совпадаютъ. На чертежф 57 точки х,, у: удовлетворяютъ 
первому неравенству, точки х., у, удовлетворяетъ второму, точка же И 
претворяетъ ихъ въ равенство, такъ какъ въ ней точка х совпадаеть съ 
соотвфтствующей точкой 5 Однако, существован!е такой точки О] должно 
быть постулировано особой акстомой. 

Обратно, если какъ-либо доказано, что пара точекъ (7 Г 
длить гармонически пары 2, Ви М, №, и 0 есть та точка 
этой пары, которая принадлежитъ классу [1 В], то И пред- 
ставляетъь собой такую точку х, которая совпадаетъ съ соот- 
вЪфтствующей точкой у. 

Въ самомъ дл, при помощи предложеня 6 мы докажемъ, что 
прямая РО, соединяющая точку пересфченя Р прямыхь (5 и АК сь 
точкой пересфченя () прямыхь ОК и В5, проходить черезъ точку АМ. 
Обозначимъ предварительно точку пересфченя прямыхъ РО и АВ черезъ 
М’ въ такомъ случаЪф, согласно предложению 6 23), точкь ( соотвфт- 
ствуетъ такая точка У”, что 

а) точки 4, В раздфляются гармонически точками (7, Г”, 
ви, АР, № ы ь х щ, Ме 
Съ другой стороны, по условно: 

а) точки 1, В раздфляются гармонически парой точекь [Л Г; въ 
силу соотнощеня а) отсюда вытекаетъ, что точка 7 7 совпадаетъ съ 7”. 

8) точки М, М№ раздфляются гармонически точками ПО и Г; вь 
силу соотношенйы Ъ) отсюда вытекаеть, что точка ЛГ’, въ свою очередь, 
совпадаеть съ точкой М, что и требовалось доказать. 


Р, прииадлежить классу (АС) в; далфе, по условйю. же точки А, В не раздБляють 
пары М, №; слБдовательно, точки 5, О„ не раздБляють пары В, С. 

23) Въ данномъ случаЪ теорема 6 примфняется къ полному четырехугольиику 
РОК$, разсфкаемому прямой АВ; стороны Р5 и ОК эта прямая встрЬчаеть въ 
одной и той же точкЪ 0. 
13° 
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8. Неравенство (17) производитъ въ класс [/, В] Дедекиндово 
сфчен!е (7).(”, которымь мы пользовались въ [ томЪф (6 22, 4) для 
опред$леня ирращональныхъ чиселъ; именно: 

Совокупность точекъ класса [., В] разбивается на двЪ ка- 
тегор!и точекъ *) [Ги (" такимъ образомъ, что: 

1) каждая точка класса [/4, В] припадлежитъ одной и 

только одной изъ этихъ категорий; 

2) изъ крайнихъ точекъ класса |1, В, одна должна быть 
отнесена къ категор!и (Л, другая къ категор!и (”; 

3) между любой точкой #’ первой категор!и и любой точ- 
кой и" второй категор!и въ классЪ [/1, В] имЪетъ мЪсто 
соотношен!е [/, 1] < [4, в". 

Чтобы удобнфе описать сфчеше, которое въ нашемъ случаЪф произ- 
водится путемъ установленя соотвЪтстыя точекъ у точкамъ х, мы усло- 
вимся говорить, что точка ш класса [.4, В] „предшествуеть“ точкВ » 
того же класса, если въ предфлахъ класса [.4, В] иметь мЪ5сто неравен- 
ство [.1, и] < [4, ®. Въ дополнене къ этому мы условимся также 
говорить, что точка .{ предшествуеть точкф В. Слфлуя Энрикесу **), 
мы отнесемъ: 

1) кь категорми [” каждую точку х класса [.21, В], которая пред- 

ществуеть соотвфтствующей точкБ у; этой категор!и принадле- 
житъ, по крайней мЪрЪ, одна точка 1; 

2) кь категорми И" — вс остальныя точки класса [.1, В]; сюда 
принадлежитъ также точка В. 

Каждая точка класса [.1, В], включая и крайня точки 1, В, можеть 
быть разсматриваема, какь точка х, и должна принадлежать одной изъ 
двухь категорй. Если точка х,„ предшествуеть точкф )„, то и каждая 
точка х класса [.1, х„] предшествуетъ точк$ у, такъ какъ классъ [4, х„|, 
какъ совокупность точекъь =, соотвфтствуетъ классу [В, у„], какъ сово- 
купности точекъ у (предл. 2 $ 15). Требованя, которыми характеризуется 
сБчеше, такимъ образомъ, выполнены 2) 


*) Мы преднам$ренно избЪфгаемъ термина „Часть“, которымъ мы пользовались 
въ указанном мфстЪ [ тома, чтобы избЪфгнуть какого-либо намека на то, что точки 
такой „части“ пространственно расположены другъ подлБ друга; такое расположе- 
не можетъ быть установлено только особой акс!омой. 

3*) Е. Еп!аиез$. „УоНезипаеп ЯБег ргодеКнуе Сеотеше“. РешёсВ хоп Н. В+ 
зсНег. Гераю. 1903. 8$ 18, 19. (Оригиналъ итальянскй). 

2*) Замфчане этого послфдняго абзаца, строго говоря, излишне, такъ какъ 
прежн!я соображеня уже даютъ все необходимое для сЪчен1я; доказать же это 
соображене не такъ просто, если восполнить то, что авторомъ выражено въ нем: `©- 
гихъ словахъ. 

Если разсматривать прямую АВ то какъ рядъ точекъ х, то какъ рядъ тс- 
чекъ у, то этимъ устанавливается сопряжене прямой (ряда х) съ самою собой 
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Мы ‘могли бы воспользоваться установленнымъ такимъ образомъ сфче- 
немъ (7/(/", чтобы опредЪфлить точку (/, о которой идетъ р$чь аналогично 
тому, какъ мы разсуждали въ том Г. Но мы придемъ ближе къ цБли, если 
мы постулируемъ эту точку при помощи слБдующей акбЧомы Дедекинда: 

Ш. Каждое сБчен!е (7/(” класса точекъ [.4, В] на прямой 
% всегда производится н$5которой точкой {7 этого класса въ 
томъ смыслЪ, что категор!я (7) совпадаетъ съ классомъ [.1, О, 
категор1я (съ классомъ [(, В|. 

Эта точка (), разсматриваемая какъь точка х, необходимо должна 
совпасть съ соотвфтствующей точкой у, такь какъ она не можеть ни 
предшествовать послфдней, ни слфдовать за ней. Когда точка [7 опредЪ- 
лена, то точку Г мы получаемъ какъ пересфчеше прямой и съ прямой 
ОС, соединяющей тсчку (7 съ точкой пересфчешя (0) прямыхъ 5К и РО. 

Въ класс [.1, Б] не существуетъ другой точки (1, , отличной отъ (/, 
которая совмфстно съ другой точкой Г., построенной по тому же пра- 
вилу, что и Г, дфлить гармонически какъ точки А и В, такъь и точки 
М и №; въ самомъ длЪ, если бы АР.РС было проекшей 1% СВ изъ 
точки 5 на прямую .1С; далфе, если бы ВО’‚ОС было проекщей группы 
точекь АР,РС изъ точки А| на прямую СВ,—то ВИС. было бы 
проекшей послфдней системы точекъ изъ точки К на прямую АВ. 


(съ рядомъ у). Нетрудно видФть, что это сопряжеше представляетъ собой проективнсе 
соотвЪтстве. Рядъ точекъ х мы проектируемъ сначала изъ точки $ на прямую АС; 
получаемъ рядъ точекъ Р (перспектива); этоть рядъ проектируемъ изъ точки М па 
прямую ВС, получаемъ рядъ О (новая перспектива); наконець, рядъ О проектируемъ 
изъ К на прямую АВ, получаемъ рядъ у (третья перспектива). Въ этомъ проектив- 
номъ соотвфтстви точки 4 и В замьщають другъ друга, равно какъ и точки Ми №. 
Подъ классомъ [/, В] мы разумфемъ классъ (А, В); т. е. одинъ изъ двухь клас- 
совъ, на которые точки Л и В дБлятъ прямую А В, а именно классъ, не содержаний 
точки № Но такъ какъ точки М и М не раздьляютъ точекъ 1. В, то тотъ же 
классъ можеть быть обозначень черезъ (41, В). 

Положимъ теперь, что точка х„ принадлежитъ классу [1 В| и предшествуетъ 
точк у,„, которая, какъ мы зиаемъ, тоже принадлежитъ классу [4, В]. Это значитъ, 
что |4, х,| < [А, у. 

Положимъ теперь, что точка х принадлежить классу |А ‘„|, Иначе классу 
(1, ход это значитъ, что точки х и М раздфляютъ точки А, *„. Но наше проектив- 
ное соотвфтстЫе преврашаетъ эти точки въуи М, Ви 7„; эти пары, слБдова- 
тельно, раздфляютъ другЪ друга (предл. 2 8 15), т. е. точка у принадлежитъь классу 


(У„, В)м; значить, точки у, М дБлятъ пару у, В. 
Разсмотримъ теперь пять точекъ у,, у, В, М, М. 
Точки у„, В дБлятъ точки у, М; (а) 
точки у„, В не дБлять точекъ М, М. (8) 


Соотношеше (8) представляеть собой слдстНе аксюмы П,, ибо точки у, при- 
иадлежать классу [4, В] или (4, В), т. е. точки 7, и М дблять пару 4, В Изъ 
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Слфдовательно, двЪ группы А0ОВ и ВО.ТА должны были бы имЪфть 
одинаковое расположене (предл. 2-ое $ 15). Если бы точки 4, ВБ не 
разлЪфляли точекь (, (, и, слЪдовательно, либо пара 1, (, раздфляла бы 
пару И, В, либо пара 1, Ц раздфляла бы пару (№, В, то въ первомъ случаЪ 
пара 2, (% должна была бы раздфлять пару (/, 4, во второмъ случаЪ пара 
В, (пару 4, (%; но то и другое находится въ противорф4и съ аксомой 
Пь, согласно которой точкЪ (7 отвфчаеть только одна изъ трехъ точекь 
(, 4, В, которая вмЪст съ ней раздфляеть двЪ друг точки. 


Но такъ какь изъ двухъ точекъ, которыя гармонически дфлятъ пару 
А, В, одна необходимо должна принадлежать классу |[.1, В], то отсюда 
слЪдуеть 73): 


Предложен 7-ое: двумъ парамъ точекъ .41, Би Л, \, не раз- 
дфляющимъ другъ друга, всегда отвфчаетъ одна и 
только одна пара точекъ ([/, Г, которая раздЪляетъ 
гармонически какъ пару „1, В, такъ и пару М, \. 


Это доказательство существованя, являющееся сл5дстыемъ требо- 
ван!я, выраженнаго аксюмой Ш, само по себЪ не даетъ точнаго построе- 
ня точекь (и Г; напротивъ, для этого необходимо еще присоединить 
кривую второго порядка,—-образъ, самое воспроизведене котораго можно 
себ представить только при посредств5 безпредфльнаго повтореня 
нфкотораго построения. 


9. Аксомы Т, П, Ш образуютъ основу проективной геометрии. Уже 
здфсь мы можемъ, такъ сказать, удвоить продуктивность труда, затрачи- 
ваемаго на построене этой геометрии; для этого достаточно замтить, 
что изъ акстомъ 1, П, Ш и ихъ сл5дствейЙ вытекаютъ правильныя 
предложения, если мы будемъ зам нять слова „точка“, „плоскость“ 
словами „плоскость“, „точка“. НапримЪръ: 


соотиошен!й (<) и (В, въ силу предложеня 1 $ 16-го, вытекаетъ, что точки Во 2 
дБлять пару у, №; т. е. точка у принадлежитъ классу (у. В|. Итакъ, 


и’ В)\ или В 
если точка х принадлежитъ классу М, а то точка у принадлежитъклассу о В|. 


и? 
Какъ выяснено было въ $ 15, п.п. Ти 8, точка х„ дБлить классъ |4. В] на 


классы |4, х/] и [х 


„» В}- Если точка х„ предшествуеть точкЪ у,, то |4, „| < [А у„] 


весь классъ [у„, В] принадлежитъь классу [х 


; 
В] въ томъ числ и точка у: точка у 


и’ 


дьлить классъ [х„, В] на [х„, у] и |у, В такъ что [4, х] < [4, |. Такъ какъ 
4, \ < 14, х}, то [Л, х] < [4, у. 


2") Въ предыдущемъ абзацф было обнаружено, что точка 0, не можеть ле- 
жать вмЪстЬ съ ( въ классЪ |1, В]; но если бы существовала другая пара точекъ, 
которая дфлила бы гармонически какъ пару [4, В|, такь и пару [М, М, то одна 
изъ этихъ точекъ лежала бы необхолимо внутри класса [А, В]. Если бы мы ее при- 
няли за точку Ч, то мы пришли бы такимъ образомъ къ противорЪч!ю. 
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ДвЪ точки инцидентны съ ДвЪ плоскости инцидентны 
одной и только одной прямой | съ одной и только одной пря- 
(съ прямой, ихъ соединяющей). мой (сь прямой ихъ пересфченйя). 

Три точки, не инцидент- | Три плоскости, которыя не 
ныя съ одной и той же прямой, инцидентны съ одной и той же 
инцидентны съ одной пло- | прямой, инцидентны съ одной 
КОСТЬЮ. и той же точкой (съ точкой ихъ 

пересфчен я). 

Но и въ геометри на плоскости, которой мы въ дальнфйшемъ 
нам5рены ограничиться, вс предложеня ризбиваются на пары и пере- 
холятъ одно въ другое, когда мы замфняемъ слова „прямая“ и „точка“ 
другь другомъ и соотвфтственно мфняемъ остальные термины. Треуголь- 
нику, какъ систем прямыхъ, соединяющихь три точки, соотвЪтствуетъ 
трехсторонникъ, какъ система трехъ точекъ перес5ченя трехъ прямыхъ на 
плоскости. Предложеше Дезарга даетъ, напримЪръ: 


Если два сопряженныхъ тре- Если два сопряженныхъ трех- 
угольника на плоскости располо- сторонника, лежаше въ одной пло- 
жены такимъ образомъ, что пря- скости, расположены такимъ обра- 
мыя, соединяющя соотвЪтствующя зомъ, что точки перес5ченя соот- 
вершины, проходятъ черезъ одну вфтственныхъ сторонъ лежатъ на 
точку, то точки пересЪченя соот- одной прямой, то прямыя, соеди- 
в.тствующихъ сторонъ лежать на няющя соотв5тственныя вершины, 
одной прямой. проходять черзъ одну точку. 


Ньть надобности проводить эту идею черезъ всЪ аксюмы сопряженя 
въ отдфльности. Поняте о расположени легко перенести на лучи пучка 
$5 (а, Ь, с, -..); именно, мы будемъ присваивать лучамъ 4, р, с,..., прохо- 
дящимъ черезъ точку 5, т же свойства расположен, которыя принадлежать 
точкамъ ихъ пересфченя 4, В, С, ..., сь какой-либо прямой и, не про- 
холящей черезь точку 5. Такъ какъ, согласно предл. 2 $ 15, располо- 
жене точекъ на прямой есть свойство проективное, т. е. принадлежитъ также 
проекщямъ этихъ точекь на любую прямую изъ точки 5$, то расположе- 
не лучей пучка не зависить отъ вспомогательной прямой # и удовлетво- 
ряетъ аксомамъ 2, если мы замфняемъ слова „точка“ И „прямая“ другъ 
другомъ. Изъ прелложешй, которыя такимъ образомъ получаются, мы 
приведемъ здЪсь акбому расположешя въ плоскости П, и ея обращене. 


ДвЪ прямыя &%, © въ пло- ДвЪ точки (7, Г въ пло- 
скости треугольника либо не скости трехсторонника либо 
раздфляютъ ни одной пары не раздЪфляютъ ни одной пары 
вершинъ, либо раздфляютЪ его сторонъ, либо раздфляютъь 
дв пары. | дв пары. 


Новое обозначене, здфсь введенное, не нуждается, конечно, въ 
пояснени; для доказательства предложеня, написаннаго справа, досла- 
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точно провести прямую, соединяюшую точки И и УХ, и примбнить 
предл. 1 $ 15-го къ точкамъ ея пересфченя со сторонами трехсторонника. 
Такъ какъ предложене о лучахъ пучка, которое такимъ образомъ полу- 
чается изъ аксюмы Ш, также оказывается справедливымъ, то точки пло- 
скости находятся въ такомь же отношенм къ ея прямымь, въ какомъ 
прямыя находятся къ ея точкамъ. Этимъ установлень законъ двой- 
ственности, согласно которому всЪ предложен!я строго проектив- 
ной геометр!и даютъ правильныя предложен!я, если мы въ нихъ 
слова „точка“ и „прямая“ зам5нимъ другъ другомъи соотв тственно 
видоизмфнимъ остальные термины. Поэтому впредь изъ двухъ „двой- 
ственныхь“ въ указанномъ смыслЪ слова предложенй мы должны будемъ 
доказывать только одно; это сбережене труда даетъь уже здБсь возмож- 
ность оцфнить достоинство строго логическаго развитя проективной гео- 
метри изъ аксюмъ. Чтобы вполнф провести принципь Маха объ эконо- 
номи мышленя, мы будемъ впредь выражать всЪ опредЪленйя въ ихъ двой- 
ственной формулировкЪ. Такъ, напримЪфръ, мы будемъ называть четыре 
луча пучка гармоническими, если имъ отвфчаетъ полный четырехсторонникь, 
въ которомъ черезъ двЪ пары противоположныхъ вершинъ проходить по 
одному изь названныхъ лучей, а трет! и четвертый лучи проходятъ каждый 
черезъ одну изъ двухъ другихъ противоположныхъ вершинъ. Эти лучи 
всегда проходятъ черезъ четыре гармоническя точки одного изъ полныхъ че- 
тырехугольниковъ, которые опредфляеть полный четырехсторонникъ; вм5стЪ 
съ тмъ легко усмотрЪть, что четыре луча пучка, проходяще черезъ че- 
тыре гармоническая точки, всегла представляютъ собой гармоническе лучи. 
10. Пучку лучей, который мы уже опредфлили выше въ $5 15, по 
принципу двойственности въ плоскости отвфчаеть „рядъ точекъ“, т. е. 
совокупность точекъ прямой лини. Рядъ точекь и пучекъ лучей суть 
основные образы (первой ступени) проективной геометрии на плоскости. 
При ихъ посредств5 можно образовать наиболЪе интересныя плосюя кри- 
выя, коническя сфченя, какъ по точкамъ, такъ и по касательнымъ. Чтобы 
уже здЪсь выдвинуть цфль нащего изслЪдоваНя, мы предпошлемъ вспомо- 
гательное зам$чане въ предположени, что мы оперируемъ въ Евклидовой 
геометрии. Если мы проектируемъ точки окружности Р., Р,, Р., ... изь 
двухь точекь на ея перифери 5 и Т, то углы Р,5Р, и Р, ГВ» 
(р, =1,2, 3, ...) равны между собою при всевозможныхъ комбинащяхь 
индексовъ р и}. Если мы отнесемъ каждому лучу пучка 5 тотъ лучъ пучка Т, 
который проходить черезъ ту же точку окружности Р,, то четыремь 
гармоническимъ лучамъ одного пучка 5 отвфчиютъ четыре гармоническихь 
же луча другого пучка Т, ибо соотвфтствующше лучи одного и другого 
пучка, въ силу теоремы о вписанныхъ углахъь, образуютъ одинаковые 
углы. Съ другой стороны, это соотвфтстые между двумя пучками не на- 
рушается при проектировани послфдпихъ. Если поэтому мы попутно 
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будемъ считать извфстнымъ, что центральная проекщя окружности есть 
коническое счеше, то мы можемъ сказать, что точки коническаго сЪче- 
ны Р,Р,, Р,, ... проектируются изъ двухь его точекъь 5 и Т двумя 
пучками, которые находятся въ такомъ соотвфтстви, что любымъ четы- 
ремъ гармоническимъ лучамъ одного пучка отвфчають четыре гармони- 
ческихъ же луча другого пучка. Отсюда естественно можно придти къ 
мысли, что и обратно точки любого коническаго сфченя могуть быть полу- 
чены, какъ точки пересфченя соотвфтствующихъ лучей двухъ пучковъ 5, 7’ 
находящихся въ такомъ соотвфтстви, что четыремъ гармоническимъ лучамъ 
одного пучка отвфчаютъ четыре гармоническихъ же луча другого. 


Это соображене, которымъ мы ниже, конечно, вовсе не будемъ 
пользоваться, приводить къ мысли устанавливать обратимо-однозначныя 
„сопряженя“ между лучами двухъ пучковъ (или рядовъ точекъ), т. е. 
устанавливать и изслЪдовать законы, которые относятъ каждому элементу 
(точкф — въ случаъ ряда точекъ, лучу — въ случа пучка лучей) одного 
образа одинъ и только одинъ элементь другого образа и обратно. Пу- 
чекь лучей 5 (а, 6, с, ...) сь вершиной 5 и лучами а, р, с, ... можно 
проще всего привести въ сопряжеше съ рядомъ точекъ и (.4, В, С... .), 
если каждому лучу пучка 5 отнести ту точку прямой и, черезъ которую 
онъ проходить; такое соотвфтсте называють перспективнымъ. Если 
лва ряда точекъ И и у на плоскости находятся въ перспективномъ соот- 
вБтстыи съ однимъ и тЬмъ же пучкомъ 5 той же плоскости, то между 
ними т6мъ самымъ устанавливается однозначное соотвфтстве 26), которое 
также называется перспективнымъ. Прямыя, соединяюция соотвЪтствующя 
точки лвухъ нерспективныхъ рядовъ на плоскости, проходятъ, слЪдова- 
тельно, черезъь одну точку 5. Два пучка, нахолящеся въ нерспективномъ 
соотвБтсти съ однимь и тёмь же рядомь точекъ, мы также будемъ 
называть перспективными 77). 


Представимъ себЪф теперь, что рядъ точекь и при помощи пучка 
лучей 5, приведенъ въ перспективное соотв тстве съ рядомъ точекъ 1; 
что рядъ точекь #:, въ свою очередь, при помощи пучка 5. приведенъ 
въ перспективное соотвфтстые съ рядомъ точекъ и,; далфе, этоть рядъ при- 
веденъ при помощи пучка 5. въ соотвфтстие съ рядомъ из ит. д.; въ 
такомъ случав и послёднй рядъ этой системы и„ будеть однозначно 


2) Т. е. такое соотвЪтстве будеть дЪйствительно установлено, если мы при- 
мемъ, что каждой точк$ одного ряда отвфчаетъ та точка другого ряда, которая 
лежить съ первой на одномъ луч пучка. 


27) Иначе говоря, перспективными называются два пучка, приведсиные въ 
такое соотвЪтств!е другъ съ другомъ, что точки пересъчейя соотвфтствующихь 
лучей лежатъ на одной прямой. 
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сопряжень съ первымъ рядомъ нц 78); однако, прямыя, соединяюнуя 
соотвфтствующя точки рядовъ ии и», вообще говоря, не будутъ про- 
ходить черезъ одну точку,—иными словами, эти два ряда не будутъ пер- 
спективными. Но соотвфтстве рядовъ ци и, сохраняетъ то общее съ пер- 
спективой свойство, что четыремь гармоническимъ точкамъ ряда и всегда 
отвф$чають четыре гармоническя же точки ряда и». Однозначное со- 
отвфтств!е между двумя основными образами первой ступени 
называется проективнымъ, если четыремъ гармоническимъ эле- 
ментамъ одного образа всегда соотвфтствуютъ четыре гар- 
моническихъ же элемента другого. Два основныхъ образа, про- 
ективные съ третьимъ, проективны между собой. Осповной об- 
разъ можетъ быть сопряженъ проективнымь соотвЪтстыемъ и съ самимъ 
собой, если, напримфръ, мы совмфстимъ рядь и», съ рядомъ ин. Каждое 
перспективное соотвЪфтсте является также проективнымъ; но мы пока- 
жемъ, что и обратно—_каждое проективное соотвфтстые можеть быть 
осушествлено при помощи ряда перспективныхъ сопряженйй. 


11. Сь этою цфлью мы прежде всего замфтимъ слБдующее: 


Предложен1е 8. Проективное соотвфтств!е двухъ основныхъ 
образовъ сохраняетъ расположен!е элементовъ; это 
значить, что двумъ парамъ элементовъ одного образа, раздЪ- 
ляющимъ другъ друга, всегда отв$чаютъ двф пары элементовъ 
другого образа, также раздфляющия другъ друга. 

Въ самомъ дфль, допустимъ что двумъ парамъ „1, Ви (., И, раз- 
дЪляющимЪ другъ друга, отвфчаютъ двЪ пары 1’, В’и С’, 0’, не раздБ- 
ляюшия другъ друга. Пусть (7, Г’ будуть элементы, которые, согласно 
предложеню 7, дБлятъ гармонически какъ элементы „Ги В’, такъ и 
элементы С’и ДО’. Въ такомь случаЪ элементы (), Г, соотвЪтствуюнге 
элементамь (7, [’, согласно опредфленю проективнаго соотвЪфтстыя, 
должны также дфлить гармонически какъ элементы „4, В, такъ и эле- 
менты С, О; но это противорфчитъ послфднему предложенпо пупкта 6. 
Слфдовательно, предложене 8 правильно; отсюда вытекаеть, что цикли- 
ческому ряду классовъ [1, 2], [2, 3], ..., о которыхъ была рфчь въ 
$ 15, 7, также отвфчаеть циклическй рядъ [1', 2}, [2’, 3... 2). 


28) Конечно, при надлежащемъ о томъ соглашен!и. 

Если точкв А ряда и соотвфтстуетъь точка А ряда и‚, точкЪ 4, соотвЪт- 
ствуетъ точка -, ряда и, ... точкЪ /„,_, ряда и‚_, отвФчаеть точка „1, ряда и, то 
мы должны условиться относить каждой точк$ 4 ряда и, точку А, ряда и. 

23) Согласно прелл. 3 $ 15,7, п точекъ прямой всегда могутъь быть перену- 
мерованы такимъ образомъ, чтобы изъ двухъ классовъ, на которые дв послЪЬлдо- 
вательныя точки (+ и »--1) дБлятъ прямую, одинъ вовсе не содержалъ ни одной 
изъ остальныхъ п — 2 точекъ, а другой содержалъ бы, слБдовательно, всЪ осталь- 
ныя: первый изъ двухъ классовъ и обозначается символомъ [, 3-2 1]; каждая 
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Теперь возникаеть вопросъ, сколькимъ элементамъ одного основ- 
ного образа можно произвольно отнести элементы другого образа, чтобы 
установить проективное соотвфтстые, въ которомъ названные элементы 
отвфчаютъ другъ другу. Двухъ элементовъ, во всякомъ случаЪ, мало. Въ 
самомъ дЪлЪ, если бы мы имЪфли дБло, скажемъ, съ двумя рядами точекъ 
ни и отнесли бы двумъ точкамъ „4, В одного ряда произвольныя 
двЪ точки „41, [' другого ряда, то оба ряда можно было бы привести 
въ перспективное соотвЪтстве съ пучкомъ, вершиной котораго служила 
бы точка пересфченя 5 прямыхъ 1.4 и ВВ’; этимъ было бы устано- 
влено даже перспективное соотвфтстые между рядами И и 1, въ кото- 
ромъ точки 4, и В, В’ соотвфтствовали бы другъ другу. Но мы 
могли бы также сначала привести рядъ и въ перспективное соотвфтствие 
съ рядомъ и", отнеся точкамь „1 и В совершенно произвольныя лвъЪ 
точки „и В" ряда и"; далЪе, рядъ н” мы могли бы привести въ пер- 
спективное соотвфтстве съ рядомъ и’ такъ, чтобы точки [", Ри В", В’ 
соотвфтствовали другь другу. Этимъ будеть установлено также соотвЪл- 
стве между рядами ци и’ 3°); простое испыташе показываетъ, однако, 
что соотвЪтствёе между рядами и и и’ мБняется, когла мы мЪняемъ точки 
„и В"; иными словами, двухъ точекъ недостаточно для опредБленя 
проективнаго соотвфтствя. Мы посмотримъ поэтому, что дадутъ намъ три 
точки; для большей наглядности мы при этомъ сначала предположимъ 
что рядъ точекъь и приведенъ въ проективное соотвфтстье съ самимъ 
собой такимъ образомъ, что изъ трехъ точекъ .4, В, С каждая соот- 
вЪтствуетъ себЪ самой. 

12. Можеть быть, впрочемъ, будетъ яснфе представлять себф дБло 
такимъ образомъ, что на одной прямой два ряда точекъь 1, и’ приве- 
дены другъ съ другомь въ проективное соотвфстые такимъ образомъ, 
что три точки /4, В, С перваго ряда № совиадаютъ съ соотвфтствующими . 
точками .4’, В’, С’ другого ряда и’. Въ такомъ случаЪ точка Ш), которая 
совмфстно съ В дЪлить гармонически пару „4, В, также полжна со- 


точка прямой, отличная отъ этихъ и точекъ принадлежитъ одному и только одному 
изъ этихъ и классовъ: (1, 2], [2, 3}, [3,4 ...№ — 1, м|, [в Ц. 

Пусть теперь 1’, 2’, 3'...я’ будуть точки, отвфчающЁё этимъ и точкамъ при 
данномъ проективномъ соотвЪтстви. Пусть, далФе, [1', 2”), |2”, 3]... |", 1'] будуть 
п классовъ на которые эти послфдня я точекъ, согласно тому же предл. 3 $ 15, дБ- 
лять свою прямую. 

Пусть А булстъ одна изъ перваго ряда точекъ, отличная оть ти в-|- 1; она, 
такимь образомъ, не принадлежитъ классу [т, »-|-1]; пусть х будетъ точка, при- 
надлежащая этому классу; въ такомъ случа точки х и А раздляютъ пару точекъ 
з, «|-1; сльдовательно, точки х’и А’ раздфляютъ пару *", „Г. Но точка 
# не принадлежитъ классу |», »+-- 1/]; сльдовательно, точка х’ему принадлежитъ. 
Итакъ каждая точка класса [", +-- 1] переходить въ точку класса [" т и, 
какъ очень легко уже усмотрЪть, обратно. 

3) См. примфчане 28. 
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впасть съ соотвфтствующей ей точкой [), ибо послфдняя совмстно съ В’ 
должна дЪлить гармонически пару точекь А’ и В’. 

Если два ряда точекъ, расположенные на олной прямой, или два 
пучка съ общей вершиной приведены въ проективное соотвфтств!е другъ 
съ другомъ, то подъ двойнымъ элементомъ въ этомъ соотв$тстэм ра- 
зумфють такой элементь, который отвфчаетъ самому себЪ; 4, В, СП 
представляотъ собой, такимъ образомъ, двойные элементы въ томъ соот- 
вбтстви, о которомъ идетъ рЬчь. Двойными элементами являются также 
точка Ё, которая совмфстно съ (С дьлитъ гармонически пару В, 0), далъье, 
точка РЁ, которая совмЪстно съ [) дфлить гармонически точки С, Ё ит. д. 
Мы получаемъ, такимъ образомъ, неограниченный рядъ двойныхъ элемен- 
товъ, ибо можно безъ труда обнаружить, что всЪ точки 24, В, С, 1, 
Е, Е,... различны между собой. Но здЪЬсь это не имфеть значеня. 
Однако, естественно возникаеть предположеше, что въ этомъ соотвфтстыи 
вс вообще точки оказываются двойными элементами, т. е. соотвЪт- 
ствуютъ каждая себЪ самой. Чтобы изслЬдовать этотъ вопросъ, мы до- 
пустимъ, что нфкоторой точкь Р ряда и отвфчаеть точка Р’ ряда и’, 

отличная отъ Р. Согласно 


в ом предложеню 1 5 15-го, пара 
Е г точекъ Р,Р’либо раздфляеть 
БВ те №. дв изъ трехъ паръ ., В; 
ре ’ ` ` 
; м т ыы В, С; С, 4; либо не раз- 
р А дЪляетъ ни одной изъ нихъ. 
#е.* 4” 1” о „В 
` / ` ; Примемъ сначала пер- 
к. й а в 
— в АЕ вое; пусть, такимъ образомъ, 


пара точекъ Р, Р’раздфляеть 
пары С, Чи С, В (см. 
фиг. 58). Такъ какъ пара 1, (, такимъ образомъ, дЪлить пару Р, Р’, то 
она должна еще раздфлять либо пару Р, В либо пару Р’, В (8 15, 1. 
Но въ такомь случаЪ, въ силу предложешя 8, точки ./1, С должны также 
раздфлять соотвфтственно пару Р’, В или Р, В; иными словами, точки 
Л, С раздъляютъ всЪф три пары, составленныя изъ точекь Р, Р’ В, что 
противор$чить предложеню 1 $ 15-го. СдБланное допущеше, такимъ 
образомъ, невозможно. 

Обращаясь теперь ко второму случаю, примемъ, какъ это всегда 
возможно сдфлать, что точки 1, В, С, помфчены черезъ Х, У, И такимь 
образомъ, что точки РиР” принадлежатъ классу [Х, У], не содержащему Х, 
а точка Р’, лежащая внутри класса [Х, У], падаетъ внутрь класса [Р, У]; 
классы, содержашеся внутри [Х, 7], обозначаются однозначно, когда мы ва- 
мыкаемъ опредБляющя ихъ буквы въ прямоугольныя скобки (см. фиг. 59)31). 


Фиг. 58. 


*!) Какъ было выяснено въ $ 15, 7, классъ [Х, У| дьлится однозначно на 
классы [ХР] и [РУ]; точка Р’принадлежить одному изъ этихъ классовъ; если бы 


оон = 
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Внутри класса [Р, Р'] не лежитъ ни одна изъ точекъ Х, 7, /. Проективное 
соотвЪтстве рядовъ и и и’ относитъ, согласно предложенйо 8, точкамъ нко- 
тораго класса ряда и точки класса ряда и’, въ частности, точкамъ класса [Х, У], 
не содержащаго точки Х, — точки класса [Х, У], не содержащаго точки /”. 
Но такъ какь точки А”, У’, 7 

совпадають съ точками Х, }'’, О араыьыылы — ПОТЕ 

то это означаетъ, что каждой Вир. о 2’ 

точкЪ класса [Х, !] соотвфтству- аа 

етъ точка того же класса [Х, У]. 

Каждой точкЪ класса [Р, }'] отвфчаеть точка класса [Р’, У]. При помоши 
этого сопряжен!я мы произведемъ, какъ въ п. 7, Дедекиндово сБчене 
0/0, класса [Р, У]; именно, мы отнесемъ къ категор!и (/; каждую точку (9 
класса [Р, У], которая, вмЬстБ со всъми предшествующими ей точками 
класса [Р, У], предшествуеть соотвфтствующей ей точкЪ ()”; всЪ остальныя 
точки мы отнесемъ къ категор:и (7,. Категори (, принадлежать всЪ точки 
класса [Р, Р'], включая и точку Р, но, быть можеть, не включая точки Р'; 
категори (7, во всякомъ случаЪ, принадлежить точка У. Такъ какъ всЪ 
услоя сфченя здфсь выполнены, то, въ силу акбомы Ш, существуетъ въ 
классЪ [Р, У] точка (У, которая производитъ это сфчеше, такъ что катего- 
ры (И), сводится къ классу [Р, (|, а категоря Ц, — къ классу [(, У]. Но 
точка (”’, соотвЪтствующая точкф (Л не можеть лежать ни въ классъ 
[Р, 0] ни въ классь [(0, У]. Если бы она лежала въ классЪ [Р, 0], то 
точка (] должна была бы ей предшествовать, что составляетъ противо- 
рЪьче; если бы она лежала въ классЪ |7, У], то, въ силу предложения 8, 
каждой точкЪ класса [[7, У] отвЪчала бы точка класса [[”, У], а по- 
тому каждая точка класса [[Л 0’ предшествовала бы соотвфтствующей 
ей точкЪ и, сл6довательно, принадлежала бы категор!и {),, иначе говоря, 
классу [Р, 0]; мы вновь получаемь противорфче 32). Слфдовательно, 
точка [7 совпадаетъ съ точкой (Л т. е.  какь и точки А, У, И, есть 


оказалось, что точка Р’ принадлежитъ классу [РХ], то мы обозначеня Хи * 
при соотвфтствующихъ трехъ классахъ транспонируемъ: тогда точка Р’ будеть 
принадлежать классу [РУ] и однозначно раздфлить его на классы [РГ] и [Г У. 
Въ смыслЬ обозначен, принятыхъ въ 6 15, 7, 


[Х, У] = 1х, ВНР, Р-Н [, У]. 

3) Авторъ разбираетъ два случая: когда точка С’, соотвЪтствующая точкЪ 
С, падаеть внутрь класса [Р, И] и когда она падаетъ внутрь класса [0, У]. Второй 
случай разобранъ вполнф правильно, но н5сколько словъ, которыми авторъ огра- 
ничивается относительно перваго случая, содержатъ погрЪшность- „Если бы точка 
С’ принадлежала классу [Р, 0]“, говоритъ авторъ, „то точка Ц должна была 
бы ей предшествовать“. Точка Ц должна была бы предшествовать точкЪ 0’, если бы 
она сама, т. е. точка И, принадлежала категори Ц, (т. е. классу [Р, 0]; изъ того 
же, что точка 0” принадлежитъ классу [Р, 0], такого вывода сдфлать нельзя. 

Первый случай необходимо разобрать такъ же, какъ и второй. Допустимъ, 
что точка С’ падаеть внутрь класса [Р, 0]; тогда она принадлежить необходимо 
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лвойная точка въ проективномъ соотвфтстыи рядовъ # и #’. Въ класс 
[Р, 0] двойныхъ элементовъ вовсе нЪтъ, такъ какъ каждая точка 
этого класса предшествуеть соотвфтствующей точкЪ. Этотъ предвари- 
тельный результать мы примфнимъ прежде всего къ другому проективному 
соотвфтствйю рядовъ и’ и и, которое относитъ обратно точкамъ У’, Р’, Х' 
точки У, Р, Х и, слфдовательно, каждой точкЪ класса [У’, Х'] опять- 
таки относитъ точку класса [У, А]. Каждой точкЪ класса [Р’, А'] отв\ 
чаетъ точка класса [Р, А]. СлБдовательно, въ классЪ [Р, Х] имЪется точка 
Г’, которая совпадаетъь съ соотвфтствующей ей точкой Ги опредфляетъ 
классъ [Р’, /] внутри класса [Р”, Х'], который не содержить ни 
одного двойного элемента въ соотв$тств!и, связывающемъ рядъ 
' съ рядомъ и. Но каждый двойной элементъ этого соотвЪтствя 
является также двойнымъ элементомъ въ соотвфтстыи, связывающемъ 
рядъ и съ рядомъ И’; вслфдстЫе этого мы приходимь къ заключению, 
что въ класс [1 Г], принадлежашемъ классу [Х, У|р, нёть 
двойныхъ элементовъ, между тЪмъ какъ крайн!я точки класса 
Пи Г представляютъ собой двойные элементы. Но, съ другой 
стороны, точка Й”, которая совмфстно съ точкой 7 дФфлитъ гармонически 
точки (Л Г, принадлежить классу [(, РГ] и въ то же время совпадаеть 
съ соотвфтствующей ей точкой И”; ибо точки (Л Г и / совпадають съ 
соотвфтствующими имъ точками. Такимъ образомъ, классъ [(1 Г] все- 
таки имфетъ двойной элементъ. Такъ какъ это находится въ противор5чн 
съ полученнымъ выше выводомъ, то и второе наше допущене также 
оказывается неправильнымъ. Въ виду же того, что одинъ изъ двухь 
разсмотрфнныхь случаевь необходимо долженъь наступить, коль скоро 
точка Р’ не совпадаетъь съ точкой Р, то точка Р’ совпадаеть съ Р. 
Чтобы это разсужденве отъ противнаго дЪйствительно имфло доказа- 
тельную силу, нужно быть увфреннымъ, что логическая область нашей 
геометрии, т. е. система акчюмъ 1, П, Ш, не содержитъ внутренняго 
противорфчя. Это можно было бы легко доказать при помощи ариеме- 
тической геометри $ $ 12-го (п. 10), но мы, въ видахъ сбереженя мфста, 
не станемъ этого дфлать. 


13. Предварительный результатъ этого изслЬдованя сводится къ слЪ- 
дующему: если на прямой установлено проективное соотвт- 
ств!е, которое относитъ три точки каждую самой себЪ, то оно 
относитъ и любую другую точку прямой самой себЪ. 


классу [Р’, (|, ибо весь классъ [Р, У] превращается въ |Р”,У], и ни одна его точка не 
переходить въ точку класса [Р, Р]. Съ другой стороны, каждая точка @ класса 
[0’, 0] также принадлежить въ этомъ случаф категори 0, а потому предшествуетъ 
соотвфтствующей точкЪ И’; между тфмъ весь классъ [Р,И] превращается въ [Г”, ('], 


а потому точка С” лежить внутри класса [Р’, ('] и, слЬдовательно, предшествуеть 
точк$ 0, 
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Ясно, что справедливо также предложеше, соотвфтствующее этому 
въ силу прииципа двойственности: проективное соотвфтств1е, кото- 
рое относитъ каждый изъ нфкоторыхъ трехъ лучей пучка са- 
мому себЪ, относитъ также и любой лучъ пучка самому себЪ; въ 
самомъ дЬлЪ, если мы разсфчемъ пучекъ прямой линей, то этимъ самымъ 
па послЪдней будеть установлено проективное соотвфтствые; три точки, 
представляющия собой сфченше этой прямой съ тремя лучами, которые въ 
пучкв отв$чали самимъ себЪ, соотв$тствуютъ каждая самой себЪ. Далфе, 
отсюда можно также непосредственно усмотрфть: если рядъ точекъ 
сопряженъ съ пучкомъ такимъ образомъ, что три точки лежатъ 
каждая на соотвЪътствующемъ лучЪ, то каждая точка прямой 
лежитъ на соотв5тствующемъ ей лучф. 33) Эти три предложеня въ 
совокупности образуютъ слБдующую основную теорему проектив- 
ной геометр!и: 

Если установлено проективное соотв$тств!е между двумя 
основными образами первой ступени, и при этомъ три элемента 
одного образа инцидентны каждый съ соотвфтствующимъ эле- 
ментомъ другого образа, то и каждый элементъ перваго образа 
инцидентенъ съ соотвфтствующимъ элементомъ второго образа. 

При этомъ мы разумфемъ, что двЪ точки или дв прямыя инци- 
дентны другъ съ другомъ, если они совпадаютъ; точка же инцидентна 
съ прямой, если она на послфдней лежитъ. Теперь мы утверждаемъ: 


Если два ряда точекъ Ни 
связаны проективнымъ соотвЪтств{- 
смъ такимъ образомъ, что точка 
А пересфченя прямыхь ии № 
отвфчаетъь самой себЪ, то это со- 
отв$тсте представляеть собой 
перспективу. 


Если два пучка (Ли (7 свя- 
заны проективнымъ соотвфтстемъ 
такимъ образомъ, что прямая, со- 
единяющая ихъ вершины, отв$ча- 
еть самой себЪ, то эти пучки 
перспективны другъ съ другомъ 
(или, если угодно, съ однимъ и 


тьмь же рядомъ точекъ). 


Въ самомъ дЬлЪ, остановимся на первомъ предложени: пусть Вн 
С будуть дв точки прямой #, отличныя отъ А, а Ви С’— соотвфтству- 
ющя имъ точки прямой . Пучекъ 5, которому принадлежать прямыя 
ВВ и СС’, будеть приведень въ проективное соотвфтстйе съ самимь 


33) Положимъ, что въ н5которомъ проективномъ соотвфтстви пучка 5 съ 
рядомъ # лучамъ а, 6, с пучка соотвфтствують точки А, В, С пересфченя этихъ 
лучей съ прямой и. Допустимъ далЪе, что лучъ 4 пересЪкаеть и въ точкБ Д, но 
что лучу 4 въ нашемъ соотвфтстви отвфчаеть не точка р прямой и, а другая 
точка 0’. Если, однако, мы каждому лучу отнесемъ точку его пересфченя съ пря- 
мой и, то этимъ будетъ установлено перспективное, а, слдовательно, и проективное 
соотвфтстве. Мы получимъ, слБловательно, проективное соотвЪтств!е, если отнесемъ 
точкамъ А, В, С, О точки А, В, С, 0’; это противорфчить доказаиному предложен ю. 
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собой, если мы каждому лучу, проходящему черезъь н$которую точку 
прямой 1, отнесемъ лучъ, проходяцший черезъ соотв$тствующую точку 
прямой #'. Но въ такомъ случаЪ каждый изъ трехъ лучей 5.1, 5В, 5С 
отв5чаеть самому себЪ, а слфдовательно, отвфчаетъ самому себЪ и каждый 
изъ остальныхъ лучей 34). Отсюда вмфсть съ тЬмъ вытекаеть, что пер- 
спективное соотв тств{е двухъ рядовъ точекъ или двухъ пучковъ 
вполн$ опредЪляется, если мы, помимо общаго элемента, отне- 
семъ произвольнымъ двумъ элементамъ одного образа произ- 
вольные же два элемента другого. 

14. Этимъ предложенемъ мы теперь воспользуемся, чтобы изслЪ- 
довать наиболЪе общее проективное соотвфтсте двухъ основныхъ обра- 
зовъ первой ступенн. 


Пусть 4, В, Си /', В, © 
будуть три пары соотвЪтствую- 
щихъ точекъь двухъ проективныхЪ 
рядовъ # и #'’; пусть и” будетъ 
вспомогательная прямая, проходя- 
щая черезъ точку 4 (см. фиг. 60). 


Фиг. 60. 


На прямой АМ’ мы выбе- 
ремъ произвольно точку 5 и от- 
несемь перспективно прямую #’ 
къ пучку 5, а послфдн!й, въ свою 


Пусть а, у сиа’ с бу- 
дутъ три пары соотвфтствующихь 
лучей двухъ проективныхъ пуч- 
ковъ [Ли [Х; пусть С" будеть 
вспомогательная точка, лежащая 
на прямой а (см. фиг. 61). 


> 


9 > 


Фиг. 61. 


Черезь точку пересфченя 
прямыхь 4 и 4’ мы проведемъ 
произвольную прямую уи отне- 
семъ перспективно пучекъ (7 кь 


3*\ Замбтимъ, что обратныя предложен!я справедливы по самому опредфленйю 
перспективы. Если, напримЪфръ, два ряда точекъ ши и’ расположены (или связаны) 
перспективно, то это значитъ, что оба они расположены перспективно относительно 
одного н того же пучка 5; иначе говоря, прямая, соединяющая точку 5 съ точкой А 
прямой и, встрЬчаеть прямую и’ въ соотвфтствующей точкЪ А’; поэтому точка 
пересфченя обфихъ прямыхъ соотвЪтствуеть самой себЪ. 
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очередь свяжемъ перспективой съ ряду точекъ $, а этоть послЬдн 
прямой #1”; этимъ будеть уста- свяжемъ перспективой съ пучкомъ 
новлено проективное соотвфтстве [('"; этимъ будеть установлено 
между прямой м” (и прямой #', а также перспективное соотвфтств!е 
также) и прямой и, при чемь между пучкомь ([” и (Пучкомъ 
точка пересфченя „1 прямыхъ и С’, а также) пучкомъ (, при 
и И" отвфчаеть самой себЪ. Со- чемъ прямая а, соединяющая точки 
гласно заклюочительному предло- Ги", отвчаеть себф самой. 
женио пункта 13, прямыя # и И" Согласно заключительному пред- 
расположены также перспективно ложеню п. 13, пучки [Ги [" рас- 
относительно пучка Т, которому положены перспективно относи- 
принадлежать прямыя ВВ” и СС”. тельно ряда точекь Ь которому 
Проективное соотв$тствие рядовъ принадлежать точки пересБченя 
ци и’ осуществляется, такимъ об- прямыхъ р, В" ис, с". Проективное 
разомъ, при помощи перспектив- соотвфтстые пучковъ (Ти @/' осу- 
ныхъ соотвЪтствй, связывающихъ цествляется, такимъ образомъ, при 
ряды # и И" и ряды "и. посредствЪ перспективныхъ соот- 
Каждой точкБ Х прямой # вЪтстый, связывающихь пучки (’ 
прямая ГХ опредфляеть соотвЪт- и ("и пучки ("и [. 
ствующую точку А" на прямой #", Каждому лучу х пучка [7 
а прямая 5.Х” устанавливаетъ на точка пересфченя прямыхъ [и х, 
прямой и’, точку Х’ которая въ будучи соединена съ точкой (”, 
этомъ проективномъ соотвфтстви относить лучь х" вь пучк6 [": 
отвфчаеть точкв Х 35). точка же пересфченя прямыхь у 


их", будучи соединена съ точкой 
(”’, опредфляеть лучъ лх’, соот- 
| вЪтствующий лучу х въ пучкв [#Р 

Такимъ образомъ, проективное соотв тств!1е между двумя 
основными образами первой ступени установлено, если тремь 
элементамъ одного образа отнесены произвольные три эле- 
мента другого образа. 

Если рфчь идеть о ряд точекъ и пучкЪ, то можно взять вспомога- 
тельный рядъ точекъ, расположенныхъ перспективно относительно даннаго 
пучка или же вспомогательный пучекъ связать перспективно съ даннымъ 
рядомъ точекъ и примфнить указанное сейчасъ построене; оно дастъ воз- 
можность найти элементъ, соотвфтствующй любому данному элементу. 
Проективное соотвфтств1е, не представляю щее собой перспек- 
тивы, какъ мы видимъ, можетъ быть всегда осуществлено по- 
средствомъ небольшого числа перспективныхъ сопряжений. 


35) ЗдЬсь существенноважно то,что мы получаемъ построен, которое непосред- 
ственно даеть точку Х’, отвфчающую любой точкВ Х, коль скоро даны точки 4", В', С’, 
соотв5тствующя тремъ точкамъ А, В, С. Этимъ и обусловливается слфлующий выводъ. 


Веберъ, Энцивлоп. элемент. геомотри. 14 
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15. ПреодолЪвъ наиболЪе глубокя трудности проективной геометрии, 
мы можемъ перейти теперь къ осуществлению идеи, высказанной въ п. 10; 
кь тому же попутно мы уяснили себЪ, что мы не должны брать двухъь 
пучковъ, связанныхъ перспективно другъ съ другомъ. Сообразно этому 
мы установимъ, согласно п. 14, проективное соотвфтстве 


между двумя пучками (Г и (7” ' между двумя рядами точекь ний’ 
такъ, чтобы лучь (ДЛ не отв- такимъ образомъ, чтобы точка пе- 
чалъ самому себЪ, и возьмемъ пере- ресфченя прямыхъ # и и’ не со- 
счене каждаго луча х пучка (Г отвфтствовала самой себЪ; затфмъ 
съ соотвфтствующимь лучемъ д’ кажлую точку А прямой и соеди- 
пучка 0’. Совокупность # точекъ | нимь прямой ливей х сь точкой 
пересфченя называется рядомъ | А’ прямой и’. Совокупность лучей 
точекъ (кривой) второго по- | & называется пучкомъ второго 
рядка, такъ какъ на прямой о | класса, такъ какъ черезъь одну 
можеть быть не больше двухь , точку Р можеть проходить не 
точекъ ряда Я. ‚ больше двухъ лучей 5, 


Чтобы доказать послфднее утверждене въ первомъ изъ этихъ по- 
ложенй, мы возьмемъ сфчешя прямой с съ двумя пучками Ги 0’; мы 
получимъ, такимъ образомъ, на прямой © два проективныхъ ряда точекъ; 
согласно основной теоремф, на нашей прямой можеть быть не болфе 
двухъ точекъ, которыя въ этомъ соотвфтстЫи отвфчаютъ каждая самой 
себЪ, иначе пучки (И и [/’, вопреки условю, были бы перспективны. 

Въ отлище оть рядовъ точекъ и пучковъ второго порядка мы будемъ 
называть образы, которые мы до сихъ поръ именовали этими терми- 
нами, рядами перваго порядка и пучками перваго класса. Замфтимъ уже 
здфсь, что рядъ точекъ второго порядка представляеть собой коническое 
сфчеше, а пучекь второго класса—— совокупность его касательныхъ. Въ 
ближайшихъ параграфахъ мы займемся этими образами подробно. 


$ 17. ВажнЪйшя проективныя свойства коническихъ сфченй. 


1. ВажнЪйшия проективныя свойства рядовъ П пор. (второго по- 
рядка) и пучковъ П кл. (второго класса) съ необычайной простотой вы- 
текаютъ изъ закона ихъ образованя; а именно, по существу, они выво- 
дятся изъ двухь фигуръ, соотвфтствующихъ другъ другу по принципу 
двойственности. Чтобы отчетливо выдфлить законъ двойственности, мы 
будемъ отмфчать соотвЪтствуюция точки и прямыя одними и тфми же 
буквами, точки — прописными, а прямыя — строчными. 

Два пучка би Т (фи. 62) | Два ряда точекъь у и [Г (см. 
мы приведемъ въ проективное со- | фиг. 63) мы приведемъ въ проек- 
отвфтстые, отнеся произвольнымъ | тивное соотвфтстые, отнеся произ- 
тремь лучамь а’, И, с’ перваго вольнымЪ тремъ точкамъ /4', В’, (' 


пучка произвольные же три луча 
а", В", с' второго въ качествЪ со- 
отвЪтствующихъ имъ. Точки пере- 
сфченя 1, Ви С трехь паръ 
соотвфтственныхъь лучей принад- 
лежать въ такомъ случаЪ рялу 
Н пор., образуемому пучками 5, 1`. 
Черезь точку (’ проведемъ двЪ 
прямыя ф и и каждую точку пря- 


Ф 


Фиг. 62. 


мой 0. отнесемъ, въ качествЪ со- 
отв6тствующей, тому лучу пучка 
5, который черезъ нее проходитъ; 
точно такъ же отнесемъ точки 
прямой чр соотвфтственно прохоля- 
щимъ черезъ нихъ лучамъ пучка Г. 
Лучамъ а’, В’, с’отвфчаютъ, такимъ 
образомъ, на прямой ф точки 
А’, В’, С’, — лучамь же а", В’, с' 
отвфчаютъ на прямой чр точки 
А", В", С". Такъ какъ рядъ 9 
расположенъ перспективно относи- 
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перваго ряда произвольныя три 
точки 4", В", С" второго въ ка- 
чествь  соотвфтствующихь имъ. 
Прямыя а, р, с, соединяющия три 
пары соотвЪтственныхь  точекъ, 
принадлежать въ такомъ случаЪ 
пучку И кл., образуемому двумя 
рялами 5 и [. На прямой с выбе- 
ремъ произвольно двЪ точки Фи 


Фиг. 63. 


и каждый лучъ пучка Ф отнесемьъ, 
въ качествЪ соотвЪтствующаго, той 
точкЪ рядя у, черезъ которую онъ 
проходитъ; точно такъ же каждый 
лучъ пучка # отнесемъ той точк$ 
прямой {, черезъ которую онъ 
проходитъ. Точкамъ 7’, В, С’ отвф- 
чаютъ тогда въ пучкЪ Ф лучи а’, В’, 
с’,—точкамъ же 2", В", С" отвЪ- 
чаютъ въ пучкЪ Ф лучи а", В", с". 
Такъ какъ пучекь Ф расположенъ 
перспективно относительно ряда то- 
14° 
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тельно пучка 5, а рядъ р — пер- 
спективно отаосительно Т, такъ 
какъ, сверхъ того, пучки би Т 
связаны проективнымъ  соотвфт- 
стыемъ, то и рядъ ф связанъ 
проективнымъ соотвЪтстшемь съ 
рядомъ 1). Но такъ какъ соот- 
вЪтствующя точки (и С" ря- 
довъ ф и р совпадаютъ въ одной 
точкф С, то ряды ф и чр перспек- 
тивны, т. е. прямыя /4’/", В’В’... 
и Т. д., соединяющя соотвЪтствен- 
ныя точки, проходятъ черезъ одну 
точку 0. Поэтому, чтобы найти 
лучъ х” пучка Т’, соотвфтствующий 
произвольному лучу х’ пучка 5, 
достаточно соединить точку пере- 
сфченя А’ прямыхь хиф сь 
точкой ©, а затБмъь точку пере- 
сфченя Х" этой прямой съ прямою 
{ соединить съ точкой ТГ. Прямыя 
хи ^” пересфкаются тогда въ 
нфкоторой точкь Х, принадле- 
жащей ряду ИП пор. Аналогичнымъ 
образомь мы можемъ получить 
лучъ х’, если данъ лучъ х". Этимь 
путемь мы можемъ построить 
сколько угодно точекъ Х’ нашего 
ряда И пор. Лучу Т5 или 5’ пучка 
Т отвфчаеть на прямой \ точка 
5", въ которой лучъ пересЪкаетъ 
эту прямую; точкЪ же 5" отвЪчаетъ 
на прямой ф точка пересфченя 5’ 
прямыхь фи 5"О; лучиуи у 
пересфкаются въ точкЪ 5, которая, 
слфдовательно, принадле- 
жить нашему рялу ПН пор.; точно 
такъ же и точка ``. Указанное выше 
построеше точки А содержить 
также рфшене задачи: найти на 
прямой х', проходящей черезъ точку 
ряда 5, вторую точку Х этого ряда. 


также 
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чекъ $, а пучекь #-— перспективно 
относительно ряда [; такъ какъ, 
сверхъ того, ряды у 
проективнымъ соотвфтствемъ, то 
пучекь Ф связань проективно съ 
пучкомъ 2. Но въ виду того что со- 
отвфтствующЕ лучи с’ и с" пучковъ 
Ф и Ф сливаются въ одну прямую 
с, пучки Ф и { перспективны, 
т. е. точка пересБченя соотвЪт- 
ственныхъ лучей 4'иа", Рир",... 
лежать на одной прямой @. По- 
этому, чтобы найти точку ХУ" ряда 
, соотвфтствующую произвольной 
точкЪ А’ ряда 5, нужно разыскать 
точку пересфченя прямой х’, со- 
единяющей точки Х”и “2, съ пря- 
мой © и соединить ее прямой х”" 
съ точкой 4; эта прямая пересф- 
каеть прямую { въ искомой точкЪ 
Х". Прямая, соединяющая точки 
А’, А", принадлежитъ тогда пучку 
П кл. Аналогичнымъ образомъ мы 
можемъ получить точку А”, если 
дана точка Х”. Этимъ способомъ 
мы можемъ построить сколько 
угодно прямыхъ х нашего пучка 
И кл. ТочкБ пересфченя 5” пря- 
мыхь [и $ въ ряду [ отвфчаеть 
въ пучкЪ  лучъ $", соединяющий 
точку Ш съ $"; лучу же у" отвф- 
чаеть въ пучкЪ Ф прямая $’, со- 
единяющая точку пересфченя пря- 
мыхъ 5'и © съ точкой Ф; прямая, 
соединяющая точки 5’ и 5", есть 
$, а потому послЪдняя также при- 
П кл.; точно 
такъ же и прямая Г. Указанное вы- 
ше построее луча х содержитъ 
также рфшене задачи — провести 
черезъ точку \”, лежащую на лучЪ 
5 пучка, второй лучъ х, также при- 


и {[ связаны 


надлежитъ пучку 


— Чтобы точка А совпала съ 5, 
т. е. чтобы прямая х’. помимо 
$, не содержала ни одной точки 
нашего ряда, прямая х” должна 
также проходить черезъ точку 5, 
иначе говоря, прямая х’должна со- 
впасть съ 55', т. е. съ $'36). Такая 
прямая, какъ у’, которая имЪеть съ 
рядомъ одну, а не двЪ обийя точки, 
называется касательной къ ряду. 
Черезъ точку 5 проходитъ, слЪдо- 
вательно, только одна касательная 
5'. Точно такъ же Ё' представляетъ 
собой касательную въ точкф Т’. 
Легко усмотрЪть, что прямая ГО 
встрфчаеть прямую ф въ тачкв [Л 
принадлежащей ряду П пор.; точно 
такъ же и прямая 5 встрЪчаетъ 
прямую | въ точкЪ Г’ принадле- 
жащей ряду. 


Точками ЛД, В, С вполнЪ 
опредЪфляется проективное соотвЪт- 
стйе пучковъ 5, Г; лучамъ 5.4, 
5Ви 5С должны быть отнесены 
лучи ГА, ТВ, ТС. Рядь второго 
порядка, такимъ образомъ, вполнЪ 
опредфляется пятью точками 5, Т’ 
А, В, С. Можеть, однако, пока- 
заться, что при этомъ точки би Г 
должны быть выдфлены въ виду 
ихъ особаго значе я по сравненйо 
съ точками /, В, С: но это не 
такъ. Въ самомъ дфлЪ, фи { суть 
произвольныя прямыя, проходящя 
черезъ точку (, а, слфдовательно, 
[Ги Г дв совершенно произ- 
вольныя точки нашего ряда П пор., 
которыя, если угодно, могутъ со- 


38) Прямая х" должна совпадать 
вЪтствуеть лучу 5’ или 55’ пучка 5. 
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надлежащий пучку.—Чтобы лучь х 
совпадалъ съ $, т. е. чтобы черезъ 
точку А’ не проходилъ ни одинъ 
лучъ пучка, помимо $, точка Х" 
также должна лежать на прямой $, 
т. е. точка Х”’ должна совпадать съ 


точкой пересфченя 5’ прямыхь 
ух и $. Точка, черезъ которую 
проходить только одинъ лучъ 


пучка П кл., называется точкой 
касан!я пучка. На прямой $ ле- 
жить, такимъ образомъ, только 
одна точка касанйя 5'. Точно такъ же 
Т” представляеть собой точку ка- 
самя на прямой [. Легко усмо- 
трфть, что прямая и, соединяющая 
точку (16) пересфченя лучей фи © 
съ точкой 4, принадлежить нашему 
пучку И кл.; точно такъ же и 
прямая, соединяющая точку $6 съ 
точкой Ф. 

Лучами а, В, с вполнЪ опре- 
дфляется проективное соотвфтстые 
двухъ рядовъ $, {; точкамъ са, 56, $с 
должны быть отнесены точки 4, 
1, 16. Пучекь второго класса, 
такимъ образомъ, вполнф опредф- 
ляется пятью лучами $, Ё а, В, с. 
Можетъ, однако, показаться, что 
при этомъ лучи $ и [ должны 
быть выдфлены по ихъ особенному 
значеню по сравненю съ лучами 
а, 6, с; но это не такъ. Въ самомъ 
ДЪЛЬ, Ф и Ш суть произвольныя 
точки на прямой с, а, слБдова- 
тельно, # и © суть два совершенно 
произвольныхъ луча въ нашемъ 
пучкБ П кл., которые, если угодно, 
могутъ также совпадать съ лучами 


15, а послЪдняя, какъ мы видфли, соот- 


$ 17 214 


впадать также съ точками Ди В. 
Если мы, сохраняя точки /4, В, С, 
Г, $, Т будемъ замфнять точку (7 
другими точками (., С, ... на- 
шего ряда И пор. 37), то точка № 
на прямой д’ будеть занимать 


положешя Лу’, Х,,..., точка \" 
на прямой д” будетъ занимать по- 
ложеня А", Х„,..., при чемъ 


В", ХХ, А. 
будуть по прежнему проходить 
черезъ точку © 33). Мы получаемъ, 
такимъ образомъ, два ряда точекъ 
на прямыхь х’и х", именно, А’, 
и Аи Х,,..., рас- 
положенныхъ перспективно другъ 
относительно друга. Но пучки (Л 
и Г расположены перспективно 
относительно этихъ двухъ рядовъ. 
Слфдовательно, они связаны другъ 
съ другомъ проективнымъ соот- 
вЪътстыемъ. Такъ какъ, далфе, (.„ 
есть точка пересфчейя соотвЪт- 
ственныхь лучей (ПХ, и (СХ, 
(п=0, 1, 2...), то нашъ рядъ 
И пор. образуется также проектив- 
ными пучками (, Г. 


а и 6. Если мы, сохраняя лучи 
а, Би, 9, би Ъ будемъ замфнять 
лучъ с другими лучами су, С», Сз ... 
нашего пучка П кл., то лучъ л’ 
будетъ занимать въ пучкЪ \Х” по- 
ложеня х:, д, ...; лучь ^" въ 
въ пучкЪ А” будетъ занимать по- 
ложешя хх’, х„..., при чемъ 
Е о нев 0 
дуть по-прежнему лежать на пря- 
мой 6). Мы получаемъ, такимъ обра- 
зомъ, два пучка лучей х’,х,’, х.... 
и ©" д. м, которые вари 
посредствЪ прямой ©› приведены 
другь съ другомъ въ перспектив- 
ное соотвфтстве; но ряды И и ©, 
въ свою очередь, расположены 
перспективно относительно этихъ 
двухъ пучковъ; слЪдовательно, они 
связаны другъ съ другомъ проек- 
тивнымъ соотвфтствемъ. Такъ какъ, 
далЪе, лучъ с„ соединяетъ точки 
НИ (2...) 
то нашъ пучекъ И кл. образуется 
гакже проективными рядами 1 и 9. 


") Сохраняя при этомъ точки Си ТУ, такъ что, когда точка занимаетъ иоло- 
жеше С;, то прямыя 9 и фр замЪняются прямыми С; и С,Г- 


зз) То, что доказано выше относительно точки ©, можеть быть формулиро- 


вано слфдующимь образомъ: Пусть 5 и Т суть два проективныхь (но не пер- 
спективиыхь) пучка, а С произвольная третья точка пучка, принадлежащая обра- 
зуемому этими двумя пучками ряду И пор.; черезъ точку С проведемъ произ- 
вольныя прямыя СО и СГ, и на нихъ возьмемъ соотвфтственно точки Си И, 
принадлежания ряду П пор. Если точка Х есть любая другая точка ряда, а" 
суть точки пересбчешя прямыхъ СИ и СТ соотвфтственно съ прямыми ВС 525 
то прямая Х’Х" проходить черезь точку пересфчейя © прямыхъ 5 и ТО. Если 
точка С замфняется точкой С;, а точки Ц и Г остаются, то вмфсто точекъ ПАР © 


мы подучимь точки Х!и Х/, а прямая Х/Х/ по прежнему будеть проходить 
черезъ точку пересфчешя прямыхъ 57 п ТЕ. 


оонаванния или нь Барри 
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2. Изъ множества фактовъ, вытекающихъ изъ этихь положенй, мы 
приведемъ только важнЪфйния. 


Предложен1е 1. Рядъ точекъ | Предложене 1’. Пучекъ Ц кл. 
| пор. всегда содержитъ всегда содержитъ прямыя, 
вершины пучковъ, кото- представляюшия собой но- 
рыми онъ образованъ. сительницы образующихъ 

ихъ рядовъ точекъ. 

Предложен!е 2. Рядъ точекъ Предложен!е 2’. Пучекъ вто- 
П пор. проектируется изъ рого класса даетъ въ пере- 
любыхъ двухъ принадле- сфчен!и съ любыми двумя 
жащихъ ему точекъ проек- | принадлежащими ему пуч- 
тивными пучками. ками проективные ряды. 


Одинъ и тотъ же рядъ П пор. можетъ, слфдовательно, быть обра- 
зованъ проективно со? способами; точно такъ же и пучекъ И кл. 


Предложен!е 3. Рядъ И пор. Предложен1е 3’. Пучекъ П кл. 
опредЪляется пятью точка- опредфляется пятью луча- 
ми, или четырьмя точками ми, или четырьмя лучами и 
и касательной въ одной изъ точкой касан{я одного изъ 
нихъ, или тремя точками и нихЪ, или тремя лучами и 
касательными въ двухъ изъ точками касан!я двухъ изъ 
НИХЪ. НИХЪ. 

Первый случай  иллюстри- Первый случай  иллюстри- 
руется элементами 5, Г, 2, В, С; руется элементами $, Ь а, В, с, 
второй — 5, $, Г, 4, С гдЪ пучи второй — $, 5, Ь В, с, при чемъ 
$, а’, с’ пучка 5 соотвфтствуютъ точки 5’, М’, С’ ряда у соотв®т- 
лучамъ 5", а", с" пучка Т; трей ствуютъ точкамъ 5", /4", С" ряда & 
случай иллюстрируется элементами наконецъ, трети случай иллюстри- 
5, $, Г, №, С; здЪсь лучи у, Р, с’ | руется элементами 5, 5’, Ь Т", с; 
пучка 5 соотвфтствуютъ лучамъ здЪсь точки 5', Г”, С’ ряда 5 отвф- 
А ‘пучка 35). чаютъ точкамъ 5", 7", С" ряда 1. 


Въ виду предложеня 2, построеше касательныхъ и точекъ 
касан!я, указанное въ п. 1., пробрЪтаеть большее значене: такъ, оно 
оказывается примфнимымъ ко всякой точкф въ рядф ИП пор., а также ко 
всякому лучу въ пучкЪ П кл. 

Такимъ образомъ имфемъ: 


Предложен!е 4. Рядъ И пор. | Предложен1е 4’. Въ пучкЪ П 
иметь касательную въ | кл. каждый лучъ имфетъ 
каждой своей точкЪ. точку касан1я. 


33) Для опредБлешя ряда И пор. должны быть даны образующе его проек- 
тивные пучки; а для этого достаточно знать три луча одного пучка и соотв$т- 
ствующе имъ лучи второго, 
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Но несомнфнно наиболЪфе важный результатъ представляетъ собой: 
Предложен!е Паскаля *) и предложен!е Бр1аншона *) 


Во всякомъ обыкновен- 


номъ шестиугольникЪ, вер- 
шины котораго принадлежатъ 
ряду И пор., три пары про- 


тивоположныхъ сторонъ пе- 
ресфкаются въ трехъ точкахъ, 
лежащихъ на одной прямой 54. 
Это непосредственно видимъ на 
шестиугольникь $5ХТЕСТ: 
Сторона: 5Х, ХТ, ТО 


Противоп. сторона: (С, СГ, Г5 
АО 


Точка пересфченя: Х”, 


эти три точки дЪйствительно ле- 
жатъ на одной прямой 3; на фиг. 
64 шестиугольникъ имфеть другое 
расположен!е; но здфсь сохранены 
обозначеня фиг. 62. 


Во всякомъ обыкновен- 
номъ шестисторонникЪ, 
роны котораго принадлежатъ 


сто- 


пучку П кл., прямыя, соеди- 
няюц!я попарно противопо- 
ложныя вершины, проходятъь 


черезъ одну и ту же точку /’; 
это непосредственно видимъ на 
шестисторонникВ $хиси: 
Вершина: 5х, дЬ #1 
Противоп. верш.: нс, се, 95 


Соедин. прямая: х’, ^", @; 


Фиг. 65. 


въ самомъ дЬлЪ, эти три луча 
прохолять черезъ одну точку. На 
фиг. 65 шестисторонникъ иметь 
другое расположеше; но здЪсь со- 
хранены обозначеня фиг. 63. 


+) Въ книгЬ Рейе (Ть. Беуе, „Ок Сеотее ег Гарс“, 3 Ацй., 1 АБ. 5. 77) 
имЪется указане, что Паскаль (Раса!) открылъ предложеше, названное его име- 
немъ, когда ему было 16 лЪть (въ 1639 г.). Бр!аншонъ (ВнапзсНой) опубликоваль 


открытое имъ предложеше въ 1806 г. 
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Интересно разсмотрть еще тотъ случай, когда пучки би ] имфють 
перспективное расположеше, такъ что, напримфръ, точка (С лежитъ на 
прямой $1’ (см. фиг. 66) 40). Они образуютъ тогда прямую, проходящую 
черезъ точки ([`и Г’ и содержащую точку Х *1). Мы, такимъ образомъ, 


получаемъ: 


Частный случай предложешя 
Паскаля. 

Если посл довательныя вер- 
шины шестиугольника 5Х ГОСТ 
поперемфнно расположены на 
двухъ прямыхь ри 4, то три 
пары противоположныхъ сто- 
ронъ пересфкаются въ трехъ 
точкахъ, лежащихъ на одной 
прямой 5 (фиг. 66). 


Фиг. 66. 

Обращен1е предложен:я Па- 
скаля. 

Если три пары противопо- 


ложныхъ сторонъ плоскаго 
шестиугольника ЗХ”СТ пе- 
ресфкаются въ трехъ точкахъ 
Х’, Х", ©, лежащихъ на одной 
прямой 1, то шесть его вер- 
шинъ либо принадлежатъ ря- 
ду И пор., либо расположены 
по три на двухъ прямыхър и 4. 


Частный случай предложен!я 
Бр!аншона. 

Если послфдовательныя сто- 
роны шестисторонника 5хфисо 
поперем$ ино проходятъ че- 
резъ дв точки Ри О, то 
прямыя, соединяюция три пары 
противоположныхъ вершинъ, 
проходятъ черезъ одну точку 


Й” (фиг. 67). 


Обращен!е предложенйя 
Бр!аншона. 
Если три прямыя, попарно 


соединяюния противополож- 
ныя вершины плоскаго шести- 
сторонника ;х#с9, проходятъ 
черезь одну точку Й” то 
шесть его сторонъ либо при- 
надлежатъ пучку И кл., либо 
проходятъ по три черезъ двЪъ 
точки Ри (). 


40) Если точка С лежитъ на прямой 57’, то лучи с’ и с” оба совиадаютъ съ 
прямой 5; иными словами, прямая, соединяющая вершины соотвфтствующихь 


пучковъ, отвфчаеть самой себЪ. 


““) Ибо точки пересфченя соотвЪтственныхь лучей двухь перспективныхь 


пучковъ лежать на одной прямой. 
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Въ самомъ дЪлЪ, если мы сохранимъ обозначешя, принятыя на 
фигурахь 64 — 67, то при условяхъ перваго предложеня ряды фиф 
будутъ перспективны, если точкамъ [7”, (^^, Г’ отнесемъ точки [/", С", ["; 
эта перспектива воспроизводится пучкомъ (9. Слфдовательно, Х’и \Х" 
также представляютъ собой соотвфтствуюция точки. Вершины шестиуголь- 
ника представляютъ собой, поэтому, точки пересфченя соотвЪтствующихъ 
лучей проективныхь пучковь 5 и Г, т. е. принадлежать рялу ИН пор., 
если только пучки лучей не перспективны “?). Въ этомъ исключительномъ 
случаЪ точка С лежитъ на прямой 5; но тогда и точки (7, Х, Г’ при- 
надлежатъ одной прямой ($ 16, 10). Въ виду принципа двойственности 
этимъ доказано и второе предложенше. Оба предложешя могутъ служить 
для того, чтобы построить рядъ И пор. или пучекь П кл. соотвЪт- 
ственно по пяти точкамъ или по пяти лучамъ. 


3. Какъ мы видфли въ п. 1., общему лучу УТ двухъ проек- 
тивныхъ пучковъ 5 и Т, образующихъь рядъ ИН порядка я, со- 
отвфтствуетъ какъ въ одномъ, такъ и въ другомъ пучкЪ каса- 
тельная ряда #. 

Чтобы использовать этотъ фактъ, мы должны еще разъ обратиться 
къ доказательству предложеня Паскаля (см. фиг. 62 или 64). Проек- 
тивные пучки 5 и Г опредфляютъ на прямыхъ фи { два перспективныхъ 
ряда; эта перспектива осуществляется пучкомъь ©. Но проективное соот- 
вфтстые пучковъь 5 и Т вполнф опредфляется, если мы отнесемъ другъ 
другу лучи 5 и ГЕ, 5Г и ТГ, $5$Си ТС. Это остается въ силЪ и 
въ томъ случаф, если точка (7 сольется съ точкой Т, а подъ лучемь ГГ, 
въ виду привеленнаго выше предложешя о касательныхъ, будемъ разумЪфть 
касательную въ точкф ТГ, такъ какъ этой послфдней, дЪйствительно, 
отвфчаетъ лучъь 5Т, тождественный при этихъ условяхъ съ 5[7. ВмЪстЪ 
съ тЬмъ можно принять, что точка Г’ совпадаетъь съ 5, при чемъ подъ 
прямой $7 нужно разумфть касательную въ точкф 5. Мы получаемъ, 
такимъ образомъ, предложен 5. и 6. *) 

Предложен!е 5. Предло- Предложеше 5’. Предло- 
жен!е Паскаля остается въ жен!е Бр!аншона остается въ 


4?) Пучекъ О, какъ указано въ текст, осуществляеть перспективное соот- 
вътстве рядовъ ф и у’; въ этомъ соотвЪтств!и точкамъ (7’, С’, Г’, Х’ ряда ф отвф- 
чаютъ точки С", С", И", Х" ряда ф. Если мы теперь каждому лучу пучка Г, про- 
ходящему черезь нёкоторую точку ряда $, отнесемъ тотъ лучь пучка Т, который 
проходить черезъ соотвфтствующую точку ряда р», то между пучками будеть 
установлено проективное соотвфтстве. ВмЪстЪ сь тЬмь лучамъ 57, 5С'’, 51', 5%’ 
будутъ отвЪчать лучи ТС”, ТС", ТИ", ТХ", которые въ пересфчени съ первыми 
послБдовательно даютъ остальныя вершины И, С, Г, Х шестиугольника. 

*) Мы формулируемъь предложене о пятиугольникь и пятисторонникЪ въ 
томъ видф, въ какомь его обыкновенно выводятъ, какь предфльный случай пред- 
ложешя Паскаля и Бр!аншона. 


сил, если двЪ 
тельныя вершины 
въ одну точку, а соединяю- 
щая ихъ прямая замЪняется 
касательной въ этой точкЪ 
{см. фиг. 68). Иными словами, если 


посл дова- 
сливаются 
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сил, если двЪ послфдователь- 
ныя стороны сливаются въ од- 
ну прямую, а точка ихъ пере- 
сЪчен!я замфняется точкой ка- 
санйя этой прямой (см. фиг. 69). 
Иными словами, если дачы пять 


фиг. 63. 


даны пять точекъ ряда ИП пор., и 
мы желаемъ опредфлить касатель- 
ную въ одной изъ нихь, то слф- 
дуеть обозначить эту точку циф- 
рами 5 и 6, а четыре остальныя 
точки въ той или другой послф- 
довательности— (цифрами 1, 2, 3, 4; 
затЪмъь нужно построить прямую 
Паскаля р по схемЪ: 

Сторона: 12, 23, 34 
Противоп. стор.: 45, 56, 61 
Точка пересфч.: Х, ТУ, И 

Точки Х и / опредФляютъ 
прямую р, которая въ пересфчени 
съ прямою 23 даеть точку У; 
прямая УБ и есть искомая каса- 
тельная. 

Предложен:е 6. Если вер- 
шины полнаго четырехуголь- 
ника принадлежать ряду П 
пор.-, то любыя двЪ дополни- 


Фиг. 63. 


лучей пучка П кл., и мы желаемъ 
опредфлить точку касаня одного 
изъ нихъ, то сллуеть обозначить 
этоть лучъ цифрами 5, 6, а че- 
тыре остальные въ той или другой 
послфдовательности — цифрами 1, 
2, 3, 4; зат6мъ нужно построить 
точку Бр!аншона Р по схемф: 
Вершина: 12, 23, 34 
Противоп. верш.: 45, 56, 61 


Соединяющ. прямая: х, 7, {. 

Пересфчешемъ прямыхъ хи { 
опредфляется точка Р; черезъ точки 
Ри 23 проводимъ прямую \; тогда 
уб есть точка касанЯ. 


Предложен!е 6’. Если сто- 
роны полнаго четырехсторон- 
ника принадлежатъ пучку И 
кл. то любыя двЪ дополни- 


ВИ 


тельныя вершины лежатъ на 
одной прямой съ точкой пе- 
ресЪчен!я касательныхъ въ 
двухъ противоположныхъ вер- 
шинахъ. 

Сюда относится фиг. 70, въ 
которой сохранены обозначеня 
фигуры 68; на прямой р, со- 
гласно нашему предложению, 
лежитъ также точка пересф- 
чен!я касательныхь въ двухъ 
другихъ противоположныхъ 
вершинахъ; 
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тельныя стороны и прямая, 
соединяющая точки касан!я 
двухъ противоположныхъ сто- 
ронъ, проходятъ черезъ одну 
точку. 

Сюда относится фиг. 71, въ 
которой сохранены обозначеня 
фигуры 69; черезъ точку Р, со- 
гласно нашему предложен1ю, 
проходитъ прямая, соединяю- 
щая точки касан!я („хорда со- 
прикосновен!я“) двухъ другихъ 
противоположныхъ сторонъ; 


Фиг. 70. 


Фиг. 71. 


это обнаруживается непосредственно, если замфнимъ обозначешя 1; 2, 3; 


4; 5, 6 черезъ 1, 2; 3; 4, 5; 6. 


4. Четыре точки „1, В, С, /) ряда П пор. опредфляютъ въ общемъ 
три четырехугольника АВС, АСВП, АЮБС, къ каждому изъ кото- 
рыхъ можно примфнить предложене 6; аналогично обстоитъ дЪло и съ 
четырьмя лучами а, 6, с, @ пучка И кл. Отсюда вытекають два особенно 


плодотворныхъ предложения. 

Предложен!е 7. Четыре 
точки 21, Б, С, 1 ряда И пор. 
опред$ляютъ полный четырех- 
угольникъ, касательныя же д, В, 
с, въ этихъточкахъ образуютъ 
полный четырехсторонникъ;до- 
полнительныя стороны четы- 
рехсторонника х, у, Хи до- 
полнительныя вершины Х, У, Х 
четырехугольника образуютъ 


Предложен!е 7’. Четыре 
луча а, В, с, Ц пучка П кл. 
опредфляютъ полный четырех- 
сторонникъ, ихъ точки сопри- 
косновен!я опредфляютъ пол- 
ный  четырехугольникъ; до- 
полнительныя вершины четы- 
рехугольника ХЛ, У, { и до- 
полнительныя стороны х, у, 1 


з 
четырехсторонника образуютъ 
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одинъ и тотъ же треуголь- одинъ и тотъ же треуголь- 
НИКЪ 43). НИКЪ. 

Представимь себЪ, что рядъ Н пор. заданъ точками В, С, ) и 
касательными р, 1, въ точкахъь Ви /); чтобы построить рядъ, достаточно 
отнести лучамъ р, ВС, ВО пучка В лучи РВ, РС, 4 пучка Г); этимъ 
рядъ вполнф опредфленъ, а вмфстБ съ тмъ опред$лена и касательная с 
въ точкВ (). Пусть теперь „М будеть произвольная точка ряда. Чтобы 
найти касательную а, надо, согласно предложеню 7, точку пересфченя 
Х прямыхь С и ВЛ спроектировать изъ точки [с на прямую { и изъ 
точки с на прямую р, а затфмъ соединить полученныя точки да и 246 
(см. фиг. 72). Если мы вмЪсто 1 возьмемъ друпя точки ряда „1, „4, Ч. ...”) 


= а 


Фиг. 72. 


то лучи С.4, СА, СА,, СА.,... опредфлятъ на прямой В/) рядъ точекъ 
Х, Х,, А,, Х.,..., перспективный съ пучкомъ С; точки этого ряда проек- 
тируются изъ точекь [с и с двумя проективными пучками. Послфдне, 
въ свою очередь, опредБляють на прямыхъ {и р два взаимно проектив- 


3) На прямой ХУ, соединяющей двЪ дополнительныя вершины Хи У 
четырехугольника, согласно предыдущему предложеню, лежатъ точки пересфченшя 
касательныхъ а и В, си 4; иначе говоря, дополнительная сторона х полнаго четырех- 
сторонника совпадаеть съ прямой ХУ; точно такъ же дополнительныя стороны 
четырехсторонника у и х совпадаютъ съ прямыми АЁи УХ. 

#) См. подробный рисунокъ 73, на которомъ для облегченйя самаго черченя 
рядъ П пор. изображенъ окружностью, какъ это, впрочемъ, дЬлалось уже и 
раньше въ другихъ чертежахъ. 
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ныхъ ряда, при чемъ касательныя 4, 41, 45, @з, ... въ точкахь 1, „1. 4, 
А... постоянно соединяютъ двЪ соотвфтственныя точки этихь рядовъ. 
ПримЪняя еще сюда законъ двойственности, мы получаемъ: 

Предложен!е 8. Касатель- Предложен!я 8’ Точки ка- 
ныя ряда И пор. образуютъ сан!я пучка П кл. образуютъ 
пучекь П кл. рядъ И пор. 

Теперь ясно, почему мы имфли возможность демонстрировать пред- 
ложеня 7 и 7’ одной и той же фигурой. Нужно обратить внимаШше на 
построеня рядовъ И пор. по точкамъ и касательнымъ, вытекаюция изъ 
фиг. 73. Предыдуция соображеня наволять также на мысль установить 
проективное соотвфтстые между двумя рядами И пор. Съ этой цБлью мы 
введемъ слБдующее опредфлене: 

Четыре точки ряда П пор- 
называются гармоническими, 
если он изъ какой-либо 
точки ряда проектируются че- 
тырьмя гармоническими луча- 
ми; согласно предложен1ю 2, 


Четыре луча въ пучкЪ ИП 
кл. называются гармонически- 
ми, если какой-либо лучъ пучка 
пересЪкаетъ ихъ въ четырехь 
гармоническихъ точкахъ; со- 
гласно предложен!ю 2’, любой 


они въ такомъ случа проек- 
тируются и изъ любой другой 
точки ряда гармоническими 
лучами. 


другой лучъ пучка въ этомъ 
случа также пересЪкаетъ ихъ 
въ четырехъ гармоническихъ 
точкахъ. 


Помощью этихъ предложенй можно безъ труда распространить на 
точки и лучи образовъ второго порядка свойства расположены, устана- 
вливаемыя акс1омами группы И. 
Если теперь будемъ вообще назы- 
вать проективнымъ соотвЪт- 
ствемъ любыхъ двухъ обра- 
зовъ такое сопряжеше ихъ, при 
которомь четыремъ  гармониче- 
скимъ элементамъ всегда отв$чаютъ 
четыре гармоническихь же эле- 
мента, то мы по фиг. 73 можемъ 
установить слфдующее: четыремъ 
гармоническимъ точкамъ „4, 4., 
Л,, Ч., отвфчають четыре гармо- 
ническихь луча, соединяющихъь 
ихъ съ точкою (7; эти лучи опре- 
дфляютъ на прямой [)В четыре 
гармоническя точки А, А\, А», Аз; этимъ послфднимъ, въ свою очередь, 
отвфчаютъ на ри Д по четыре гармоническихъ точки на каждой ар, а1в, 
а, азЬи да, Чаи, 4а., аз, какъ проекщи изъ точекъ (4 и (с; нако- 


Фиг. 73 
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нецъ, посл$днимъ отвфчають четыре гармоническя касательныя а, бр Мар 

Такимъ образомъ, точки ряда второго порядка оказываются проективно 

сопряженными съ лучами пучка касательныхъ П кл. ВмЪстЪ съ тЬмъ мы 

получаемъ: 

Предложене 9. Точки ряда П пор. связаны проективнымъ со- 
отвфтств!емъ съ касательнымъ пучкомъ И кл., если 
каждой точк$ отнесена, въ качеств соотв тствующаго 
луча, касательная въ этой точкЪ$. 

5. Исходя изъ фиг. 72 и относящихся къ ней соображенй, можно 
также съ необычайной простотой развить теоршю поляръ рядовъ Ц пор. 
и пучковъ ПН кл. Мы будемъ при этомъ придерживаться Рейе *), книгой 
котораго мы и вообще руководились въ настоящемъь изложени. Мы 
утверждаемъ, прежде всего, что въ ряду ПИ порядка х и въ соотвфт- 
ствующемъ пучкЪ касательныхъ точка Аи прямая х, а также 


У ит, Г их другъ друга вполнф опредфляютъ. 


Въ самомъ дЪлЬ, по своему 
относительно совершеннаго четы- 
рехугольника, опредЪляемаго точ- 
ками /1, Б, С, О, точки пересф- 
ченя (Ли (/" прямой х съ пря- 
мыми ВРи {С раздЪляются гар- | 
монически точкой Хи точками 


ряда и; | 


этимъ мы хотфли выразить, что 


прямыя (”Хи ["Х имють каж- 
дая по двЪ обийя точки съ рядомъ 
я, которыя дфлятъ гармонически 
соотвфтственно пары Х и {),, 
Хи М. 

Съ другой стороны, прямая 
Хх уже вполн опредфляется точ- 
ками 21, С ряда и, которыя ле- 
жать на одной прямой съ точкой 
Х, ибо это есть прямая, соеди- 
няющая точку пересфченя ас ка- 
сательныхь въ „1 и (; сь точкой 
(", которая совмЪстно съ Х дЪ- 
лить гармонически пару „1, С. 
Мы можемъ поэтому смотрЪть на 
ВО, какь на совершенно произ- 


положеню 


относительно совершеннаго четы- 
рехсторонника, опредфляемаго лу- 
чами а, В, с, 1, лучи и’и т, 
соединяющие точку Х съ точками 
ВА и ас, раздфляются гармонически 
лучомъ х и лучами пучка х; 


черезъ точки н’х, или М] и и"х 
или с проходять двЪ касательныя 
ряда х, которыя раздЪляютъ гар- 
монически соотв$тственно пары 
хин лиш. 

Съ другой стороны, точка Х 
уже вполнЪ опредфляется прямыми 
Я и с, пересъкающимися на пря- 
мой Хх, ибо это есть точка пере- 
сфченя прямой .4С, соединяющей 
точки касаНя лучей ди с съ лу- 
чемъ и", который совмЪстно съ х 
дфлить гармонически пару лучей 
а, с. Мы можемъ поэтому смо- 
трфть на РА, какь на совершенно 
произвольную точку на прямой х, 


") ТН. Веуе .„Сеотеёе 4ег Гаре“, Г АБ, асщег Уогкав. 
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вольную прямую, проходящую 
черезъ точку Х, которая имфеть 
съ рядомъ х дв обиия точки 
Ви); вм$стЪ съ тЬмъ мы только- 
что доказали, что какъ точка (”, 
которая совмфстно съ А дБлить 
гармонически пару В, Г), такь и 
точка пересфченя р касательныхъ 
въ точкахь В и Г, лежать на 
прямой х. 
Этимъ доказано: 


Предложен1е 10. Рядъ вто- 
рого порядка х относитъ 
каждой точкЪ Х, лежащей 
въ плоскости ряда, но ему 
не принадлежащей, прямую 
Хх, „поляру этой точки“, 
обладающую слфдующими 
свойствами : 

а) каждая прямая, прохо- 
дящая черезъ точку Хи 
имфющая съ рядомъ х 
дв общ!я точки, пере- 
сЪфкаетъ прямую х въ 
точкЪ, которая совм стно 
съ А дБлитъ гармониче- 
ски упомянутую пару то- 
чекъ ряда; 

Ь) если точки касан1я двухъ 
касательныхъ ряда х ле- 
жать на одной прямой 
съ точкой Х, то эти ка- 
сательныя пересЪкаются 
на прямой д; 


с) если изъ точки Х про- 
ходятЪ двЪ касательныя 
къ ряду х, то точки ихъ 
соприкосновен1я лежатъ 
на прямой х. 


—24 


| 


т 


изъ которой выходятъ двЪ каса- 
тельныя ри @ къ ряду х: вмЪстЪ 
съ ТЬмъ мы только-что устано- 
вили, что какъь лучъ и’, который 
совместно съ х дфлить гармони- 
чески пару лучей р, 4, такь и 
прямая, соединяющая точки касаншя 
лучей р и (|, проходятъ черезъ 
точку А. 


Предложенте 10’. Пучекъ вто- 
рого класса х относитъ 
каждому лучу, располо- 
женному въ его плоскости, 
но ему не принадлежащему, 
точку А, „полюсъ“ этого 
луча х, обладающую слЪду- 
ющими свойствами: 

а) каждая точка прямой х, 
изъ которой выходятъ 
двЪ касательныя къ ряду 
х, опредфляетъ съ точ- 
кой А прямую, которая 
совместно съ х дБлитъ 
гармонически упомяну- 
тую пару касательныхъ; 


Ь) если касательныя двухь 
точекъ соприкосновен!я 
пучка пересфкаются на 
прямой хх, то прямая, 
соединяющая точки ка- 
саня, проходитъ черезъ 
точку Х; 

с) если на прямой х ле- 
жатъ точки соприкосно- 
вен!я двухъ лучей пучка 
х, то ихъ касательныя про- 
ходятъ черезъ точку А. 


9) Если пучекъ второго класса составленъ изъ касатель- 
ныхЪ ряда второго порядка, то каждая точка служитъ по- 


А ичечерчы. 
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люсомъ своей поляры, каждая прямая — полярой своего 
полюса 44). 


Утвержден я с) еще нуждаются въ доказательствЪ. На фигурЪ 72 
черезъ точку Х не проходятъ касательныя къ ряду и, но изъ точекъь Уи Х 
проходять по двЪ касательныя. Но такъ какъ двЪ пары точекъ У, Г’ и уе: 
разлфляются рядомъ х гармонически, то у есть поляра точки У; точно 
такъ же х есть поляра точки /; такимъ образомъ, въ треугольникь Х УХ 


Фиг. 72. 


кажлая сторона служить полярой противолежащей вершины; онъ назы- 
вается поэтому „полярнымъ треугольникомъ“, или „полярнымъ трехсторон- 
никомъ“. Если бы теперь прямая И", соединяющая точку / съ точкой 
пересфченя И” прямой д и ряда х, имфла бы съ рядомъ х еще одну 
общую точку Р, то точка, которая совмфстно съ И дфлила бы гармони- 
чески пару /”, Р, должна была бы также лежать на прямой д; но въ 
такомъ случаф она должна была бы совпасть съ точкой /”, что возможно 


*') Прямая д есть поляра точки 7; она соединяетъ согласно предложенйю с), 
доказательство котораго помфщено въ текстЬ ниже, точки касаня 7?’ и Г" каса- 
тельныхъ, выходящихъ изь точки 2; мы можемь поэтому смотрЬть на точку #, 
какъ на точку пересёчешя двухъ касательныхъ пучка, а на <, какъ на прямую, 
соединяющую точки касашя; поэтому 7 есть полюсъ прямой д. 


Веберъ. Энцикпоп. элемент. геометри. 15 
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только въ-томъ случа, когда точка Р также совпадаетъь съ /”. Поэтому 
касательныя въ точкахь /’и И" проходять черезъ точку / “). 

Предложенями 10 и 10’ можно многообразно воспользоваться для 
построеня поляры по данному полюсу и полюса по данной полярф; при 
этомъ рядъ х долженъ быть только заданъ достаточнымъ числомъ точекъ 
или касательныхъ, т. е., слБдовательно, либо пятью точками, либо пятью 
касательными, либо четырьмя точками и касательной въ одной изъ нихъ, 
либо четырьмя касательными и точкой касаня одной изъ нихъ, либо 
тремя точками и касательными въ двухъ изъ нихъ, либо тремя касатель- 
ными и точками касаня двухъ изъ нихъ. Во всбхъ этихъ случаяхъ 
проективное построене ряда х непосредственно ясно, а полюсы и поляры 
могуть быть найдены при помоши одной только линейки. 


6. Сохраняя на фигур 72 точки .4, В, /, а вмЪстЬ съ ними и 
прямыя а, 6, Х, мы предположимъ, что точка Х занимаетъ на прямой х 
различныя положеня А,, Х,, Х.,...*). Такь какъ точки Си Ш вь 
ряду х опредфляются прямыми АХ и ВХ, то вмЪстЬ съ измфненями 
положешя точки А’ касательныя си 4 въ точкахь Си Л будуть зани- 
мать друйя положен су, Со, 63, ... и Чи, 4, 4з,... Мы обратимъ теперь 
вниманте на положеня луча с; согласно предложен!ю 2”, лучи с, Су, бо, Сз, ... 
пересфкаютъ прямыя 4 и р въ двухъ взаимно проективныхъ рядахъ точекъ 
ас, ас, ас», ба, ... и бб, бб, 66., Вс, .-. Эти ряды проектируются изъ 
точки Й двумя проективными пучками х, м, Хо, Хз, ... ИУ, Ул» Уз» Уз». 
Но послёднй пучекь расположенъ перспективно относительно ряда 
Х, Х,, Х,, Х.,...; слЪдовательно, этотъ рядъ связанъ проек- 
тивно съ пучкомъ х, х:, Х., х.,... Если точка А, не принадлежитъ 
ряду х, то х, есть поляра этой точки; если прямая х„ не касается ряла х, 
то точка Х„ есть ея полюсъ; но если точка /Х совпадаетъ съ одной изь 
точекъ /’ или //" пересфченя прямой 7х и ряда х, то точки Ви Л, а 
вмЪстЬ съ ними и У также совпадаютъ сь тою же точкой; вмфстЪ сь 
тЪмъь прямая х становится касательной, ибо, какъ мы видфли, ИЙ и ИХ" 
суть касательныя къ ряду ‘и изъ точки И. Если мы поэтому захотимъ 
распространить поняме о полярф и на тая точки, которыя принадлежать 
ряду и, то мы должны будемъ установить такое опредЪфлене: поляра 
точки ряда И пор. есть касательная въ этой точкЪ, полюсъ 
касательной есть ея точка соприкосновен1я. Опираясь на это 


в) Иначе: если прямая, проходящая черезъ точку Х, встрЪчаетъ рядь # въ 
точкахъ 4 и С, то она встрЪчаеть прямую х въ точкЪ 0, которая совмфстно съ Х 
дфлитъ гармонически точки 4 и С; если поэтому точки 4 и С сливаются въ одну 
точку, то съ послЬдней сливается и точка (7; т. е. прямая х проходить черезъ 
точку касаня каждой касательной, выходящей изъ точки Х. 


+) Точки эти на фиг. 72 для упрощеня чертежа опущены. 
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опредЪлеше, мы можемъь уже высказать безъ ограничевя слфдующее 
предложеше : 

Предложен!е 11. Поляры точекъ ряда перваго порядка д обра- 
зуютъ пучекъ перваго класса /, который связанъ про- 
ективно съ этимъ рядомъ, и вершина котораго служить 
полюсомъ прямой 5, и обратно. 

Неразобранный еще случай, когда прямая Х касается ряда х, очень 
легко исчерпать. — На этомъ предложени можно основать новое доказа- 
тельство закона двойственности; это доказательство, быть можеть, не 
имфеть того основного характера, но зато оно относитъ каждой плоской 
фигурЪ вполнф опредфленную двойственную ей фигуру. Для этой цфли 
достаточно построить поляру каждой точки этой фигуры и полюсъ каждой 
ея прямой относительно н$котораго ряда ПИ пор. Тогда четыремъ гармо- 
ническимъ точкамъ прямой соотвфтствуютъ четыре гармоническихъ луча 
пучка *6); двумъ парамъ точекъ, раздляющимъ другь друга, отвЪчаютъ 
двЪ пары лучей пучка, также раздфляюция другъ друга и т. д. По- 
строеше и изслфдоваше фигуры, полярной относительно данной, очень 
поучительно. Для упражненя возьмемъ въ плоскости ряда второго порядка 
х еще другой рядь второго порядка 7 и отнесемъ каждой точкЪ послфдняго 
Р ея поляру ф относительно ряда х. Такимъ образомъ мы получимъ 
безчисленное множество лучей р. Что можно о нихъ сказать? Если мы 
прелставимъ себф рядъ Л образованнымъ при помощи двухъ проектив- 
ныхъ пучковь 5 и |, то имь отвфчають два проективныхь ряда то- 
чекь уи р, при чемъ прямыя р соединяють попарно соотвфтствующя 
другь другу точки. Лучи р образують, слфдовательно, пучекъ второго 
класса, огибаюций нФкоторый рядъ точекъ второго порядка. 


7. Мы видимъ изъ этого примра и изъ всего предыдущаго изслЪлдо- 
ваня, какъ необыкновенно подвижна современная синтетическая геометр/я. 
какъ легко она разматывается въ противоположность древней геометрии, 
съ построешемъ которой мы, по существу, знакомимся уже въ школф. 
Наиболфе существенная разница между обЪими геометр!ями, очевидно, 
заключается въ томъ, что въ геометр!и древнихъ вполнф господствуетъь 
поняе объ измфрени, между тфмъ какъ новая геометрия основывается, 
главнымъ образомъ, на понячЧяхъь о расположени и инцидентности; по- 
этому ее и называютъ геометрйей положен!я. Метрическя свойства 
могуть быть познаваемы только путемъ сравнен!я въ силу законовъ 
измфреня; поэтому они гораздо менъе бросаются въ глаза, нежели свой- 
ства расположеня и инцидентности. Отсюда — особенная наглядность 


“") Это слБдуеть изъ того, что точкамъ, расположеннымъ на одной прямой, 
будуть отвфчать лучи пучка, вершиной котораго служить полюсъ этой прямсй’: 
полному же четырехугольнику будетъ отвфчать полный четырехсторонникъ. 


15° 
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геометр!и положеня. Если часто приходится слышать, что то или другое 
доказательство въ области проективной геометр!и основывается исключи- 
тельно на воззрни, то это можеть и должно означать лишь то, что 
доказательства апеллируютъ только къ такимъ свойствамъ пространствен- 
ныхъ образовъ, которыя можно непосредственно усмотрЪть на чертежЪ, 
не прибфгая къ измЪренйю и сравненю; таковы свойства расположеня и 
инцидентности. Мы узнаемъ, напримЪръ, что двЪ пары точекъ раздфляютъ 
другъ друга гармонически по ихъ положен относительно полнаго 
четырехугольника. Въ прежней геометрии онф опредфляются извфстной 
пропоршей, и гармоническое расположенше двухь точекъ часто по- 
знается только путемь вычисленя. Ряды И пор. греки опредФляли, 
какъ сфченя круговой конической поверхности плоскостью; они пользо- 
вались, такимъ образомъ, метрически выдфленнымъ рядомъ второго 
порядка, окружностью, теоря которой должна была, конечно, быть пред- 
послана; между тмъ, новая геометрия восходить къ источнику, изъ 
котораго проистекаютъ свойства всЪхъ рядовъ второго порядка. 


Что окружность принадлежитъ къ числу рядовъ второго порядка, 
это мы уже видфли въ предыдущемъ параграфЪ. Для округленя нашего 
очерка ученя о коническихъ сфченяхъ намъ остается еще только пока- 
зать, что ряды второго порядка дЪйствительно представляють собой с$- 
ченя круговой кониче- 
ской поверхности пло- 
скостью, или—что сво- 
дится кь тому же--что 
они представляютъ со- 
бой центральныя проек- 
щи окружностей. Поло- 
жимъ, что въ плоскости 
} данъ рядъ точекъ вто- 
рого порядка х (см. 
фиг. 74). Черезъ нЪ- 
которую его касатель- 
ную Ё мы проведемъ 
плоскость 1)’ и въ по- 
слдней построимъ окружность х’, касающуюся прямой Ё въ той же 
точкБ Т, что и рядъ х. Положимъ, далфе, что произвольныя три 
касательныя а, 6, с пучка х встрЪчаютъ прямую [Е въ точкахъ А, У, И. 
Изъ этихъ точекъ мы проводимъ касательныя а’, В’, с’ кь окружности #’. 
Въ такомъ случаф прямыя ди а’, Вий, си С’ опредфляютъ три пло- 
скости а, В, у. Послфлня пересЪкаются въ одной точкЪ 5, такь какъ онф 
не могутъь проходить черезъ одну прямую. Изъ точки 5 проектируемъ 
окружность и’ на плоскость 2). Мы утверждаемъ, что х есть проекщя 


Фиг. 74 
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окружности х’. Въ самомъ дЬлЪ, эта проекщшя во всякомъ случа пред- 
ставляетъ собой образъ, который можетъ быть воспроизведенъ на плоскости 
}] проективными пучками 47); это есть, слфдовательно, рядъ точекь второго 
порядка, который имфетъ съ рядомъ х четыре обищя касательныя а, Ь, с, 
Ги общую точку касашя `']’ на прямой [, онъ совпадаеть поэтому съ 
рядомъ х. Замфтимъ, что мы воспользовались въ этомъ доказательствЪ 
только тЬмъ свойствомъ образа #’, что онъ представляеть собой рядъ 
второго порядка; спешальныя метрическя свойства окружности намъ вовсе 
не были нужны. Если мы поэтому выскажемъ прелложене: 
Предложенйе 12. Ряды второго порядка представляютъ собой 

центральныя проекщши окружностей, 
то этимъ будеть переданъ результать нашего изсльдовашя только въ 
ограниченной форм$. 
Этимъ мы закончимъ учее о коническихь сфченяхь; метричесвя 
свойства этихъ образовъ будуть изложены частью въ планиметрии, частью 
въ аналитической и начертательной геометряхъ. 


$ 18. Проективная метрика. 


1. Развивая въ трехъ предыдущихъ параграфахъ начала проективной 
геометр!и, мы ограничились основными предложевями и притомъ тЪми, 
доказательство которыхъ сопряжено съ дфйствительно принцишальными 
трудностями. Придерживаясь этого принципа, мы должны были бы, соб- 
ственно говоря, изложить еще свойства непрерывности рядовь П пор. 
и пучковъ И кл.; въ частности, слБдовало бы изложить важныя предло- 
женя, которыя Рейэ приводитъ въ восьмой лекши перваго отдЪла своей 
„Геометр!и положеня“ (стр. 100 и 101 [У издан!я). Однако, эти предло- 
женя въ указанномъ мфстБ доказаны при помощи непрерывности прямой 
лини; между тфмЪ, исходя изъ той точки зря теор!и познан!я, которой 
мы придерживаемся, мы должны стараться не пользоваться аксюмой не- 
прерывности Ш, пока мы къ этому не вынуждены необходимостью. Въ 
первую очередь, здфсь рфчь идетъ о слБдующемъ предложенйи: если изъ 
двухъ точекь Ли В н$которой прямой и выходятъ по 2 касательныя къ 
ряду И пор., а изъ двухъ другихъ точекъ этой прямой Си Г не вы- 
холятъ касательныя, то такюя двЪ пары точекъ другъ друга не раздфляютъ. 
Однако, доказательства этого предложеня требуютъ развитя обширныхъ 
подготовительныхъ соображенй, вслфдстые чего мы это оставимъь въ 


сторон *). 

*") Если мы представимь себЪ два проективныхъ пучка М’и №’ въ нло- 
скости 1)", образующихъ окружность я’, то проекщей этой окружности на плоскость 1) 
будетъ рядъ, образованный проективными пучками М и №, представлящими собой 


проекши пучковъ /М?’и № изъ точки 5 на плоскость 2. 
*) См. С. Коешет, АгсН. 4. Маф. ипа Рнуз., 3 Веше, Ва. 6, р. 95. 
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2. Мы обращаемся теперь къ проективной метрикЪ, которая служитъ 
основой всякаго измфреня вь эллиптической, гиперболической и парабо- 
лической геометряхъ, и въ частности, служитъ основой ученя о подобии и 
измфрен!и площадей въ Евклидовой геометр/и. Въ противоположность Евкли- 
довой, проективная метрика плоскости отличается полною двойствен- 
ностью; это значитъ, что каждому предложено, касающемуся соотношеня 
между величинами отр$зковЪ, соотвЪтствуеть предложене, которое уста- 
навливаетъ такое же соотношеве между величинами угловъ и получается 
изъ предыдущаго, по существу, замфною словъ „прямая“, „отръзокъ“, 
„точка“ словами „точка“, „уголь“, „прямая“. Изъ двухъ двойствен- 
ныхь предложенй мы всегда будемъ доказывать только одно; мы 
настойчиво рекомендуемъ, однако, читателю всегда проводить въ видЪ 
упражненйя доказательство и построеня предложеня, соотв5тствующаго 
изложенному по принципу двойственности. 

При доказательствь основной теоремы намъ пришлось уже вос- 
пользоваться развитой выше въ & 15 первой ступенью понятМя о ве- 
личинф отр$зка; впрочемъ, на этой ступени въ синтез упомянутаго 
понямя мы пользуемся лишь тТфмъ основнымъ положенемъ, что цфлое 
должно считаться больше своей части. Сообразно этому, мы получили 
возможность сравнивать между собою 2 отр$зка лишь въ томъ случаЪ, 
когда одинъ изъ нихь составляетъь часть другого; для того же случая, 
когда это не имфетъ м$ста, мы не имфемъ никакого критеря. Въ своемъ 
мЪстЬ мы уже указали, что для полнаго построеня понятя о величинЪ 
необходимо установить построене, которое давало бы критерйй, въ какомъ 
случа два отрфзка на прямой лии должны называться равными или 
неравными. Для этого намъ послужитъ проективное обобщеше према 
Штейнера для „передвижения отр$зка вдоль по прямой лиши“, которымъ 
мы пользовались въ 8 5, 2 для построеня конгруэнтныхъ отрЪзковъ 
АВи Л’В’ (см. фиг. 5). Проводя три прямыя #, 9, фигуры 5, 
черезь произвольную точку (7, мы получимъ правило передвижен!я 
отрфзка „.4В по прямой и, служащей его носительницей, съ выдфлешемъ 
на послЪдней точки (] въ качеств „выключенной“ ея точки 48). Подъ 


8) Прлемъ, посредствомъ котораго Штейнеръ „передвигаетъ“ отрЪзокъ на 
прямой и, т. е. откладываетъ на прямой м отъ точки А отрЪзокъ 1’В’, равный АВ, 
заключается въ томъ (фиг. 5), что онъ проводить прямыя т и *, параллельныя 
прямой и, и изъ произвольной точки 5 прямой чо проектируетъ отр$зокъ АВ на 
прямую ©; получивъ, такимъ образомъ, отр$зокъ ар, онъ изъ точки пересфчешя 5" 
прямой < съ прямою .’а проектируеть отрфзокъ аб на прямую и и получаетъ 
требуемый отрфзокъ /’В’. 

Въ проективной плоскости параллельныхъ ли нть; мы замфняемъ поэтому 
прямыя ти чи, пересвкающя у Штейнера прямую и въ безконечно удаленной 
точкЪ, двумя прямыми, проходящими черезъ произвольную точку Е прямой и, 
и производимъ то же построене. Полученный, такимъ образомъ, отр$зокъ .4’В’ мы 
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отрфзкомъ В ехс1изо С мы разумфемъ тотъ изъ двухъ классовъ, опре- 
дфляемыхъ, согласно аксюмамъ П, на прямой и точками / и В, который 
не содержитъ точки Ц “?). Отрфзки АВ и МВ’, которые могутъ быть 
преобразованы одинъ въ другой при помощи указаннаго построеня 
(„передвиженя“), мы будемь называть равными ехс[и5о И; при этомъ 
будемъ мы считать дозволеннымъ буквы 4’ В” замфнять другь другомъ 5) 
Теперь необходимо перевести это конструктивное опредЪлене равенства на 
языкъ отвлеченныхъ понят и освободить его отъ вспомогательныхъ ли 
и точекъ, которыми мы пользовались при этомъ построени. Пусть Р булетъ 
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точка пересфченя прямыхъ 5.4 и 5’В’, а ()— точка пересфченя прямыхъ 
5В и 5'’/’; примфняя предложене 6 $ 16 къ полному четырехугольнику 


принимаемъ равнымъ отрЪзку АВ ехеЁ[ изо (,, въ виду особаго значен!я выд$- 
ленной точки (/. Это есть опредфлен1е проективнаго равенства двухъ отрзковъ 
на прямой. Остается только доказать, что положене точки В’ ие зависить отъ 
выбора прямыхъ 9, % и точки 5. Съ этой цфлью авторъ показываетъ, что эго 
построеще сводится, собственно, къ тому, что мы строимъ точку М, которая со- 
вм$стно съ (7 дфлить гармонически точки В, 4’, а затЪмъ строимъ точку В’, которая 
совм$стно съ А дБлить гармонически пару Г, 4". 

3) Сльдующая аналойя выясняеть нфсколько эту терминологю. Если мы 
представимъ себф окружность, то каждая пара ея точекъь А и В дБлить ее на двъ 
дуги; каждая изъ этихъ двухъ дугь сь одинаковымъ правомъ могла бы претендо- 
вать на назваше дуги АВ, по каждой изъ этихъь дугь можно непрерывно пройти 
оть точки А къ точкф В. Но если мы выключимъ изъ окружности одну ея точку [”, 
то такой переходъ можно будеть сдфлать уже только по одной дуг$: по той, ко- 
торая не содержить выключенной точки &. Въ этомъ смыслЪ, по выключени 
точки (”, каждой пар точекъ А и В отвфчаеть уже одинъ отрфзокъ АВ; это и 
есть отр5зокъ АВ схс[и5о [. 

0) Иными словами, отрфзки АВ и ВА ехе[изо И мы будемъ считать также 
равными. 
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4655’, мы заключаемъ, что точка пересфченя \[ прямыхь РО ии 
совокупно съ точкой (7 дфлять гармонически какъ пару точекь М, В’, 
такъ и пару В, .1; при этомъ предполагается, что отрфзки АВи А’'В’, 
какъ у насъ на фигурЪ, имфють ехс[изо (” одинаковыя направлен, 
т. е. группы точекъ (7 4, Ви (, И, В’ образуютъ циклы одного на- 
правлемя въ томъ смыслЪ, какъ это установлено въ $ 16. Сообразно 
этому, мы можемъ установить слЪрдующее опредЪлен!е: 

Два отрфзка Ви .1'” прямой и, имвюние ехс[изо (/ оди- 
наковое направлен{е, называются равными ехС]изо (, если су- 
ществуетъ такая точка А\[, которая совм$стно съ (/ дЪлитъ 
гармонически какъ пару .1, В", такъ и пару В, 4’, въ прелположе- 
н1и, что точки каждой пары не сливаются въ одну; два отр%зка 
АВ и Л’В’, имъюшие ехс1и5о (противоположное направлен:е, 
называются равными схс[изо (, если равны сонаправленные 
отрфзки съ тфми же крайними точками. 

Такимъ образомъ, отрзокъ /4’В’ опредфленъ однозначно, если даны 
точки (1 4, Ви 4’ или В’ и, если, сверхъ того, установлено, должны ли от- 
рфзки АВи .ТВ’ имьть одинаковое направлен, или нётъ. Каждый отр%- 
зокъ В равенъ самому себЪ и, кромЪ того, .1В = ВЛ: напро- 
тивъ, отрфзокъ АВ никогда не можетъ быть равенъ своей части 
А’ В’, если только оба отрЪзка не имфютъ точки (7 общей крайней 
точкой. Въ самомъ дЪфлЪ, два отрфзка (ЛА и (7.4’ должны всегда счи- 
таться равными какъ въ силу построены, которымъ осуществляется пере- 
движене отрЪзка по прямой, такъ и въ силу приведеннаго выше опред$- 
лены, равнозначущаго названному построеню ?1); при этомъ совершенно 
безразлично, который изъ двухъ классовъ точекъ, опрелфляемыхъ точками 
Ги Л (а также (Ли 4), мы принимаемь за „отрЪзокъ“ (14 (и соот- 
вЪтственно (7.1’) *); если же, напротивъ, ни одна изъ точекь Д, В, Л’, В’ 
не совпадаетъь съ точкой (/ и отрфзокь 41’, составляя часть отрЪзка 
В, имфеть съ послфднимъ одинаковое направлене, то двЪ пары М, [’ 
и Л, В раздфляютъ другъ друга; поэтому, согласно 5 16, 6 (конецъ), 
не можеть существовать точекъ (” \[, которыя дЪлили бы гармонически 
обЪ упомянутыя пары. Два отрфзка АВи "В" (ехс]иуо (^), равные 
ехсшзо [7 третьему отрЪзку /’В’, равны между собой, ибо наше 
построеше, служащее для сравненя отрфзковъ //В и А"В" съ отрЪзкомъ 
АВ’, можеть быть выполнено при посредствЪ одного и того же отр5зка 


*') Если точки Ч и 4’ совпадають съ (”, то мы можемъ сказать, что точки 
О, С дьлять гармонически какъ пару АВ’, такъ и пару 4’В. Точка М, которая 
вмфств съ С дфлить гармонически иазванные два отр$зка, въ этомъ случаЪ всегда 
существуетъ: она совпадаетъ съ точкой (^ 

+) ДЬло въ томъ, что данное выше опредвлеше отрфзка ехсйизо (., теряеть 
содержаше, когда точка (/ сама становится крайней точкой отр$зка. 
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аф на прямой т (ср. фиг. 75) 5). На основами приведен- 
ныхъ предположенй мы имфемъ возможность относительно 
любыхъ двухъ отрфзковъ прямой и рЬшить, будутъ ли они 
равны или нфть, а въ послфднемь случа, который изъ 
нихъ болыше 53). 

3. Построеше, дающее передвижеше отрЪзка 4 
по прямой, вполнф достаточно также для того, 
чтобы устроить масштабъ, раз- 
двленный на проективно равныя 
части. Прежде всего мы не- 
посредственно имфемъ возмож- 
ность послЪдовательно отложить 2` 
единицу м5ры т произвольное 
число разъ (фиг. 76) *). Такимъ 
образомъ мы получаемъ точки 9, 

8, 4, ... нашей фигуры, если 
отрфзокъ 01 представляеть со- 
бой выбранную нами единицу 
мБры. Согласно опредфленио 
равенства, точка и —- 1 распо- 
ложена относительно предшествующихъ точекъ 
такимъ образомъ, что она совокупно съ точкой 
п — 1 дБлить гармонически пару (”, и“). Такимъ 


) Предыдущее опредфлене проективнаго равен- 
ства двухъ отрфзковъ можеть быть интерпретируемо 
и такъ, что два отрфзка АВ и А’В’ на прямой и равны, 
если они представляютъ собой проекщи одного и того 
же отрЪзка аб на прямой х изъ двухъ точекъ прямой че. 
На фигурЪ 75 мы видимъ, что два отрфзка АВ и "В", 
равные въ этомъ смыслЪ третьему отрфзку 4’В’, пред- 
ставляють собой проекщи одного и того же отрЪзка а 
на прямую и изъ двухъ точекь прямой 1. 

5) Чтобы рфшить, который изъ двухъ неравныхь отрЪзковъ боль- 
ше, иужно ихъ проективно отложить отъ общей точки въ одну и ту же 
сторону и разсмотрЪть, который изъ нихъ составить часть другого. 

*) На фигурЪ проведена прямая ОК, параллельная прямой 1, 
чтобы показать, что та точка прямой м, которая считается безко- 
нечно удаленной въ Евклидовой геометрии, въ проективной скалЪ 
имфеть конечный номеръ; въ нашемъ случа этоть номеръ па- 
даеть межлу 4 и 5, какъ это отчетливо видно на скалЪ прямой 1 
для точки К. 

*) Положимъ, что мы хотимъ на прямой н при выключенной 
точкф Г отложить отрёзокь АВ оть точки В въ ту же сторону; ЕЕ. 
нными словами, мы желаемъ построить отрфзокъ А’В', равный ехсЁизо (7 отрфзку АВ, 
такимъ образомъ, чтобы точка М’ совпала съ В, Найдемъ тогда вспомогательиую 
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же образомъь мы опредфлимь точки —1, —2, —3,... при помощи 
условя, что точки —(п-- 1) и —(#— 10) дфлять гармонически пару 
— нп, (0; построеше для передвиженя отрЪфзка также непосредственно 
даеть этоть рядъ точекъ. Нужно замфтить, что н5тъ необходимости 
всегда пользоваться для осуществленя этого построешя одной и той же 
парой точекъ прямой 9; результать вЪдь не зависить оть выбора этихъ 
вспомогательныхъь точекъ. Поэтому ихъ слфдуеть выбирать такъ, чтобы 
было удобно получить точки дфленя на прямой и. Мы не можемъ вхо- 
дить здЪсь въ разсмотрЬшШе различныхь модификашй, которыя здфсь 
возможны. Точки дфленя постоянно сгущаются по мЪрБ приближеня къ 
точкЪ (/ но онБ никогда ея не достигаютъ; при этомъ по одну сторону 
расположены только точки съ положительными индексами, а по дру- 
гую —сь отрицательными. Изъ какой бы точки прямой # мы ни исхо- 
дили, мы не имфемъ возможности достигнуть точки (7 при помощи ко- 
нечнаго числа шаговъ, равныхь между собой ехс] изо (35). Точка (Л 
является, такимъ образомъ, съ точки зрфн!я проективнаго ра- 
венства, „безконечно удаленной“ точкой прямой #1. 

Если мы выразимь опредфлеше точекъ съ положительными и отри- 
нательными индексами въ одномъ предложени, именно, что три точки, 
изъ которыхъ одна ехс{и50 (7 равноудалена отъ двухъ дру- 
гихъ, образуютъ вмфстЪ съ точкой (/ гармоническую группу, 
то мы сейчась же сумфемъ опредфлить и я-ую часть отрЪзка р, р +1 
нашей скалы; именно, отр$зокъ р, р-- 1 дфлится въ точкахь дфленя 


п—1 
И 


2 
о, ра, РИ, р 


на я равныхъ частей, если любыя три послфдсвательныя точки дфленя 
образуютъ съ точкой (7 гармоническую группу, въ которой точка С 
вмЪсть со средней точкой дфлять гармонически двЪ друг. Если мы 
привелемъ поэтому рядъ точекь и въ проективное соотвЪтстые съ са- 


точку М, которая совмфстио съ @ дБлитъ гармонически какъ пару 4, В', такъ и 
пару 4”. В. Такъ какъ точки посяфдней пары совпадають, то съ ними совпадаеть и 
точка М; иначе говоря, точка В совмфстно съ С дфлить гармонически пару ВР: 
поэтому В’ есть точка, которая совмфстно съ Я дёлить гармонически пару С, В. 

Этоть случай и имфеть мфсто при построеви проективной скалы, когда мы 
откладываемъ отр$зокъ (п, п-|- 1), равный отр$зку (# — 1, я); поэтому точка (и 1) 
совмЬстно съ (п — 1!) дЬлить гармонически отрЪзокъ 0, и. 

55) Точка —(и-Р 1), какъ выяснено выше, совмфстно съ точкой — (п — 1) 
длить гармонически пару (С, №); поэтому точки —@т и —#— 1) раздб- 
ляють эту пару точекъ; иначе говоря, точка — (и -- 1) попадаеть внутрь отрЪзка 
(С, — \, не содержашаго точки — (и — 1); въ этомъ смыслЪ точка — (#1) при- 
ближается кь © въ направлеми — 1, —2, —3..., никогда ея не достигая. Въ 
этомъ же смыслЪ точка (п 1) приближается къ И съ другой стороны. 
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$ 1 
мимь собой такимь образомъ, чтобы точкамъ (7, р, р-- — соотвыт- 
п 


о а 
ствовали точки (1, 0, 1, то точкамъ р -|- ит р =. вх, +", р! 


будуть отнесены точки 2, 3,.. .. И — 1, п. Но то же самое проективное 
соотвфтстые будеть установлено, если мы точкамъ У р, Р--1 отне- 
семь точки (Л 0, и, такъ какь точки р-- Ги, какь мы видфли, 
отвфчаютъ другъ другу въ этомъ соотвтстви 56). Отсюда сл$дуеть, что 
нашимь опредблешемь раздЪлеше отрЪзка р, РЕ! на нп равныхъь 
ехс1и50 ( частей однозначно опредЪлено; вмфстЪ сь тЬмь мы полу- 
чаемъ слфдующее построенше (см. фиг. 77); мы проектируемъ точки 
0, 1,..., п на прямую 5, проходящую черезъ точку (Л въ точки 
Ще. 
соединяемъ точку 
0’ съ точкой р, 
а точку и’ съ точ- 
кой р--1; изъ 
точки пересЪче- 
ня () получен- 
ныхЪ такимъ об- 
разомъ прямыхъ 
мы проектируемъ 
обратно точки 0', 
1',..., м’ на пря- 
мую #8; проекщи и 
представляютъсо- 
бою искомыя точ- 
‘ ки дБленя. Впро- 
чемъ, вся суть 

здЪсь заключается въ томъ, что три послфдовательныя точки 2 
совмЪфстно съ точкой (7 образуютъ гармоническую группу; такой рядъ 
можно построить и непосредственно, выбравъ произвольно точки 0’ и 1". 
Исходя, такимъ образомъ, отъ точекь (7, 0, 1, мы имфемъ воз- 
можность легко отнести каждому рашональному числу нфкоторую точку 
прямой №, и къ каждой изъ этихъ точекъ мы приходимъ рядомъ гармони- 
ческихъ построенй. При обосновани этихь построенй мы не пользова- 
лись основной теоремой проективной геометри °7). Когда мы, поэтому, 


Фиг. 77. 


5‘) Въ силу основной теоремы проективиой геометрии. 


°') Авторъ-то собственно пользуется основной теоремой въ томъ пункть, 
къ которому относится предыдущее примфчане; но справедливо то, что въ этомъ 
н$ть необходимости: можно было непосредственно указать построеше 77, которое 
даеть дЪлеше отрфзка на и проективно равныхъ частей. 
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въ доказательств5 основной теоремы относимъ три точки 1, В, С самимъ 
себъ и имфемъ въ виду доказать, что въ такомъ случа при проектив- 
номъ соотв$тстыи и любая другая точка ряда должна отвфчать самой 
себЪ, то мы можемъ обозначить эти три точки въ любой послБдова- 
тельности черезъ (7, 0, 1, а затБмъ изъ опредфленя проективнаго соот- 
вфтстыя мы можемъ непосредственно заключить, что каждая точка, имф- 
ющая рашональный номеръ, отвфчаегь самой себф °*); дЪйствительная 
трудносгь въ доказательствь основной теоремы заключается, слФдова- 
тельно, въ томъ, чтобы обнаружить, что и всф остальныя точки должны 
отв$чать каждая самой себЪ. 


4. Совершенно ясно. что проективной скалой можно воспользо- 
ваться для измреня отрЪзковъ совершенно такъ же, какъ и обыкновен- 
ной метрической скалой. Если мы на какой-либо прямой развернемъ про- 
ективную скалу, то любая точка послБдней либо совпадаетъь съ какой- 
либо точкой дфлешя скалы, либо можетъ быть точкой, расположен- 
ной сколь угодно близко отъ нея. Сл5ловательно, каждый отрЪфзокъ 
можеть быть съ любымъ приближешемъ, рашонально выраженъ въ 
частяхъ единицы скалы 57), и о числ5, которое мы такимъ обра- 
зомъ получаемъ, можно сказать, что оно изм$ряетъ ращ!ональный 
отрфзокъ въ принятой единиц мЪры. Строгаго доказательства этого 
предложеня мы здфсь дать не можемъ. 

Подобно тому, какъ изъ чиселъ а и В, измЪряющихъ два отрЪзка а, в, 
можно ариеметически составить новое число «-Г 3, ихъ сумму, такъ и изъ 
соотвфтствующихъ отрфзковь а и В можно геометрически построить новый 
отр$зокъ, который измЪфряется числомъ а В и поэтому называется 
суммой отрЪзковь 4 и р. Естественно возникаеть вопросъ, нельзя ли 
указать также отрфзокъ, представляющйй собой чисто геометрическую 
аналогио произведеня ар. Если бы это оказалось возможнымъ, то мы 
могли бы чисто геометрически, не пользуясь изм5ряющими числами, произ- 
водить по двумъ различнымъ законамъ тая сопряжен!я отрЪзковъ, ко- 
торыя вполнф соотвфтствовали бы сложеню и умноженйо чиселъ. Эти 
два построеня должны были бы поэтому удовлетворять тБмъ же зако- 
намъ, которымъ слфдуютъ сложенше и умножеше чиселъ. Таковыми, въ 
первую очередь, являются слБдующй: 


58) Прямую и мы представляемъ себЪ, слфдовательно, то какь рядъ точекъ У, 
то какъ рядъ точекъь Х'; точки (©, 0, 1 совпадають каждая съ самою собой—и 
какъ точка Х, и какъ точка Х’. Точка 2 дфлить совм$стно съ точкой 0 гармони- 
чески пару С, 1; если поэтому точкф 2 отвфчаетъ въ ряду А’ точка 2, то и она 
должна совмфстно съ 0 дБлить гармонически пару 0, 1; а потому точка 2’ совпа- 
даетъ съ точкой 2 ит. д. 


53) По числу дБленйй проективной скалы, которыя онъ охватываетъ. 


Ф-- 
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А) при сложени: 

а) законъ перемфстительный: а -|- В = Ва, 

Б) законъ сочетательный: (а -- р) | е=а- (6-0; 
В) при умножени: 

а) законъ перемфстительный: ар — ра, 

Ь) законъ сочетательный: (26) с = а(№о; 


С) при соединени обЪихь операшй: 
законъ распредфлительный: (а -- В) с —= ас К. 


Мы дадимъ злЬсь одну систему построенй, удовлетворяющую этимъ 
требованямъ, олинъ видъ такого „исчисленя отрЪзковъ“, по выражению 
Гильберта. 

Равенство отрФзковъ прямой при выдфленной на ней точкЪ [7 мы будемъ 
считать установленнымъ, какъ въ п. 2. КромЪ точки (7 мы выберемъ еще 
на прямой и совершенно произвольно дв друпя: „точку нуля“ № и „точку 
единицы“ [:. Весь отрЪзки на прямой и, которые мы захотимъ сравнивать, 
мы будемъ представлять себф передвинутыми построешемъ, осуществля- 
ющимъ передвиженше отрфзка по прямой, такимъ образомъ, чтобы всЪ 
они имфли точку А общей конечной точкой. Въ направлени ИУМ№Ё мы 
булемъ откладывать положительные отр%зки, въ направлени Е№И-— отри- 
цательные, совершенно такъ же, какъ въ проективной скалЪ, которую 
мы также будемъ считать нанесенной. Ту точку скалы, которая имфетъ 
ращональный номеръ у, мы будемъ обозначать черезъ ,, такь что 
точки [) №, Е придется обозначить черезъ Оль 6, 9 ВМБСЕЕЕ 
тьмъ отрфзокъ /,.4; мы также будемъ обозначать короче черезъ г. 
Если точка Р не принадлежить къ числу тЪхъ, которыя имЪють ращо- 
нальный номеръ, и если вмЪстЪ съ тбмъ отрфзокъ А.Р, какъ таковой, 
будемъ отмфчать буквой х, то мы точку Р будемъ обозначать соотвЪт- 
ственно черезъ 4,; точку „1, мы будемъ называть начальной а точку , 
конечной точкой этого отрЪзка. 


5- Прежде всего мы опредфлимъ сложене. Чтобы получить ко- 
нечную точку 4.+, отрЪзка, представляющаго собой сумму 
двухъ отрЬзковъ АЛЬ и А, И,, мы должны отъ конечной точки 
одного отрфзка отложить посредствомъ построен{я, служащаго 
для передвижен!я отрЪзковъ, второй отрЪзокъ, сохраняя напра- 
влен!е послЪдняго. Для этого проводимъ черезъ точку А, еще двъ 
вспомогательныя прямыя © и % и изъ произвольной точки (С. прямой 10 
проектируемъ точки „4, /1,, 4, на прямую 9; получаемъ точки В», В, В: 
затЬмъ для прибавлешя отрфзка ‚А, къ отрЪзку ,.1., мы изъ точки 
пересфченя (С, прямыхь В... и & проектируемъ точку В, на прямую и 
(см. фиг. 78). Чтобы прибавить къ отрфзку 4.4, отрфзокь А, Д., мы 
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проектируемъ изъ точки пересфченя (С, прямыхъ Ву, и 1 точку В» на 
прямую и. ОбЪ проекщи, согласно перем$стительному закону 
сложен!я отрЪзковъ, должны опредфлять ту же точку „+, 
на прямой и. Въ самомъ дфлЪ, В.С,В,СоВьС, есть частный случай 
шестиугольника Паскаля 6°); если мы поэтому точку пересфченя прямыхъ 
(С.В и С.Вь, о которой идетъ рЪчь, обозначимъ черезъ 5, то схема: 


Сор оса, (2, Вы 


противоположная сторона: (С.В,, ВС, С,Вь, 


точка пересфченя: — ., 5, Я, 


обнаруживаетъ, что точка 5 лежитъ, какъ и требовалось, на прямой #. 
Такимъ образомъ, равенство х —- м = у-[Р- х остается въ силЪ какъ для 


Фиг. 75. 


положительныхъ, такъ и для отрицательныхъ отрфзковъ. Наше построене 
даеть 1. А, -- Ч, А, == 40 .; иными словами, отрфзокъ 1..4 при сло- 
жени отрфзковъ играетъ ту же роль, что и число 0 въ ариеметикЪ. 
Относительно сложешя отрфзковъ имфетъ мЬсто сл5дующее важное 
предложене. 
Вспомогательное предложен]е 1. ИмЪетъ м$сто соотношене: 


н (А А.А, А, ыы .) их нА АА, ка 5 


гдЪ знакъ /\, происходяний оть греческой буквы л, служитъ для обо- 
значення проективнаго соотвфтствия. Въ самомъ дфлф, для построеня 
точки 4.1: нужно изъ точки (С, предылущей фигуры спроектировать 
точку /, на прямую 9, а затЬмъ полученную точку В. спроектировать 
на прямую № изъ точки (.. Произведя это построеше для точекъ 
х = со, 0,1, х, 7,4, ... (см. фиг. 79), мы получимъ на прямой и’ рядъ 


) Это шестиугольникъ Паскаля, вписанный въ рядъ И пор., который пред- 
ставляютъ собой двЪ прямыя ги в. 


а 


_239 $ 18 


точекь %#(С.С,С,С.С,С, ..), который, съ одной стороны, при по- 
средствЪ пучка В, приведенъ въ перспективное соотвФтстые съ рядомъ 
М м, №), 
а, съ другой стороны, при посредствЪ пучка В,, — съ рядомъ 
[а СЛ, 4, Я.А, 8) 


СлЪдовательно, послЬдне два ряда связаны другь съ другомъ проективно. 
Изъ предложеня | вытекаеть, съ одной стороны, что 
м.) р ТУ 
АНА, +. 4 а =Чефичь++.), 
а сь другой стороны, что 
пы. дд м ИЯ да, ,.) 
от". И А 


5” 


ия 


и 


Фиг. 7. 
Въ виду же доказаннаго только -что закона перемЪстительнаго 
и Ая Чо Че ЭЛ вре, М езудеу ...). 


Пусть В, В,, В, (см. фиг. 80) будуть проекщи точекъ 4, 4,, А, 
изъ нфкоторой точки Р плоскости на вспомогательную прямую 9, про- 
холящую черезъ точку /4„. Пусть () будеть точка пересфченя пря- 
мыхъ В; и 0. Прямыя ОВ и ОВ, пересфкаютъ прямую и въ точкахь 
Аи Л +9). Если прямая 12 встрфчаеть прямую ре А 


5') Если мы обозначимъ точку переефчешя прямой ОВ, съ прямой и черезъ 
А, то легко убЪдимся, что точка 2 &+. Совпадаеть съ 4,, такъ что & должно 
быть равно 0. Такимъ же образомъ докажемъ, что точка пересёченя прямой ЭВ, 
съ прямой и есть точка {_ Фару: 
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точкь КЮ, то прямая КВ. пересЪкаетъ прямую и въ точкь 4 -„ду-:. 
Эта точка совпадаетъ съ точкой „4, какъ это обнаруживаетъ шести- 
угольникъ Паскаля .юР.1,К.1.+,О. Изъ сказаннаго слФфдуетъ, что 
въ двухь проективныхь рядахь И (-[, у ь. ое АеучЕ.:.) и 
и (1. 1-+- 4 Лефэ-ь--:) каждый изъ первыхъ трехъ элементовъ отвф- 
: чаеть самому себЪ; по- 
этому, въ силу основ- 
ной теоремы проектив- 
ной геометр!и, каждая 
точка перваго ряда со- 
впадаеть съ соотв5т- 
ствующей точкой вто- 
рого ряда; сл$дова- 
тельно, точка {24 
совпадаетъ съ точкой 
„Аефэу; такимъ об- 
А я, а р у А. разомъ, мы доказали, 


=2 Е зи и 2 


Фиг. 80. что при сложен и 


отрфзковъ имфетъ мЪсто также законъ сочетательный: 


их =С-О х. 
Сообразно этому, сумма трехь отрфзковъ ^х, у, 4 можеть быть 
однозначно обозначена черезъ х |--у--х. 
6. Отьточекъ .4,, 4, 1, мы переходимъ къ точкамъ .4,, 43, .. > Мы 
при помощи гармоническихъ группъ: 


А..Ч А, Ч,, А, А, А, А., А.А, ,, р ь А. Чь-э Ч. 4. 


Точно такь же посредствомъ передвиженя отрфзковъ мы можемъ полу- 


чить по точкамъ .4„, 4, „1, точки о. Аз... „Чи; Для этого нужно 
только строить гармоническя группы 2,.4,.1..4., „ЧА ь, 
4 о» Аве ци, ..., А, Чи-эх Чы о, Ах. Въ каждой изъ этихь 


групиъ первая и третья точка раздфляютъ гарионически двЪ друпЯ. Точка 
А„„ строится по точкамъь .1,.4,., при помощи такого же ряда гар- 
моническихь группъ, какъ точка „4, по точкамъ ,.4,.4,; если мы 
поэтому установимъ проективное соотвЪтстье, относящее точкамъ 4, 
А, А, точки А, Чо, Ч», то точкЪ 4» отвфчаетъ точка „„„; поэтому 5*) 


АА, А) нА, АА, А, .). 


*) Точка А» вмЪстБ съ точкой 4, дфлить гармонически пару 4,.4,; если мы 
поэтому установимъ проективное соотвфтств!е, въ которомъ точкамъ А.., 44ъ, 4, 
отвфчають точки А„, 4, А,, то точкЪ А, будеть отвфчать такая точка, которая 


вмЪств съ 4, дфлить гармонически пару А. /4,; а это и есть точка /4,,; ит, д. 


ыы 


НИ 
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Это соотношеше покам$стъ установлено лишь для цфлыхъ положи- 
тельныхъ значенй числа и; мы воспользуемся имъ лишь, какъ наведещемъ Для 
слфдующаго опред лен]я того сопряжен отрфзковъ, которое мы будемъ 
называть ихъ умножен1емъ: отрфзокъ ху однозначно опред ляется 
по отр$зкамъ х и у требованемъ (А. ЧА, Аи) и (А, МА, Л. 
Если х и усуть рашональныя числа, то это опредфлеше выражаетъ, что отр%- 
зокъ ху получается изъ отрЪзка у такъ, какъ х получается изъ 1. 

Въ этой форм часто выражаютъ правило умноженя дробей; во- 
обще проективное исчислене отрфзковъ даеть интересное освшене 
основъ ариеметики. ВмЪстЪ съ тмь легко усмотрфть преимущество, 
которое геометря представляеть въ этомъ отношени по сравненйо съ 
ариеметикой: если отрфзокь х не представляеть собой рашюнальнаго 


Фиг. 81. 


кратнаго отрЪзка, принятаго за |, то исходя отъ точекъ р * 
невозможно придти къ точкЪ „4, при помощи конечнаго числа гармони- 
ческихъ построенй, и ариеметическое опредфлене произведеня ху въ 
этомъ случа ничего бы не дало. Наше же опредфлене произведеня ху 
оперируеть надъ самыми отрфзками х и у, а не надъ числами, ихъ из- 
мфряющими; поэтому оно обходить указанныя выше затруднен. 

Самое построеше произвеленя ху по отрЪзкамъ х и у вытекаетъ 
непосредственно изъ опредфленя умножены. Изъ произвольной точки 
плоскости (›, (фиг. 81) проектируемъ точки р ВИ - 
извольную прямую г, проходящую черезъ точку А,, и получаемъ такимъ 
образомъ точки В„, Ву, В,, В,. Прямая В, А, опредфляетъ на прямой 
С, А, точку У, а прямая УВ, встрфчаеть прямую м въ точкЪ 4,,, ибо 
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н(А 1-4, л °(В,ВьБ, В,); проектируя же эти послфдня гочки изъ 
У на прямую и, получаемъ: о(В,В.В,6,) и СА Ч, Аь,); слфдова- 
тельно, и#(.4,.4 4, 4») Л и(А, АА, Ар, какъ это требуется опредфле- 
немъ. Теперь замфстимъ исходные элементы |, и 1, другь другомъ; 
именно, проектируя точки 1,, 4%, 4,, Ч, изъ точки (5 на прямую г, 
мы построимъ точки В,, В», В,, В,, опредфлимъ затфмъ точку перес$- 
ченя Л прямыхъ В,./4, и (‚Му и найдемъ точку перес5ченя прямой 
ХВ, съ прямой и; эта точка пересфчен!я, которую нужно 0бо- 
значить черезъ .4[,., совпадаетъ съ точкой 24,,, такъ какъ вь 
шестиугольникф Паскаля ВБ, -{.В»„Ч,,В,.Ч, точки пересфченшя проти- 
воположныхъ сторонъ В,.4, и 4,„Б,, 4.Вь и В,/,, В. Луи АБ, 
должны лежать на одной прямой; такъ какъ двумя послфдними точками 
пересфченя служать (%и У, то первой должна служить точка Х. 
Этимъ доказанъ законъ перемфстительный при умноженйи: 
ух = ху. Изъ опредфленшя умноженя вытекаетъ: 

Вспомогательное предложен1е 1. Такъ какъ, въ силу опредф- 
леня умноженйЯ, 


Е Е Же. 
то, съ одной стороны, 
24 24.) дис ле, 
а съ другой стороны, 
#04...) д и(А, АА, Л.) нА, А, Алу 


поэтому 


(А. АЛ) Л ЧА „ЧМ. Лизу) 


вмЪстЬ съ тёмъ, вь силу основной теоремы, точка „ии. совпадаетъ съ 
точкой „/ы,. Законъ сочетательный, такимъ образомъ, также вы- 
полняется. 


Согласно вспомогательнымь предложенямъь Ги П мы имфемъ. съ 
одной стороны, 


КАТА у.) ее ее 
а съ другой стороны, 


и( А, Чь Ч „9 АА, А Чьи. Ч Ао Ле), 


гакъ что 


(А, Ч Чо Чи) и, Чо Ч ну: 


вмфстЬ съ тЬмъ, вь силу основной теоремы, точка -4,„---у- совпадаетъ 
съ точкой „Чифи-. Такимъ образомъ доказано также, что и законъ 
распрел$лительный остается въ силф. 
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7. Если на фиг. 81 точка „4, совпадаетъ съ Чо, сь А или съ 4,, 
то точка А на прямой .4,(`.. какъ точка пересфченя послфдней съ пря- 
мой В, 4, приходить въ совмёщеше соотвЪтственно съ точками И. 
точка же „4„, на прямой 1, какъ точка пересфченя послфдней съ пря- 
мой ЛХВ,, соотвфтственно совпадаетъ съ точками Л, Ч,, Л. Поэтому 


О =0, 1 =, ©®.у=ы, 


если только точка 1, сама не совпадаетъ съ точкой {,. Если мы при- 
соединимъ еще сюда факть, доказанный выше, что въ нашемъ исчислени 


Фиг. 82. 


отрЪзковъ х--0=л, то выборъ индексовъ точекь 2,, .4,, 4, найдеть 
себЪ полное оправдане. 

Подобно тому, какь вычитане возможно было опредЪлить, какъ 
прибавлене отрицательнаго отрфзка, мы опредфлимъ теперь дфлен{е 
на отрфзокъ х, какъ умножен!е на обратный отрЪзокъ 1/х. 
Такъ какъ при у = 1/х точка .4,, должна совпадать съ точкой а 5 
мы получимь на фиг. 81 точку „,, если найдемъ пересфчене Ви» 
прямыхь Х., иг и спроектируемъ его изь точки С, на прямую и. 
На фиг. 82 воспроизведено это простое построеше отр%зковъ, обратныхъ 
отрфзкамъ х, у, {; для построеня точки :„ мы находимъ пересфчен!е 
Х прямой В, Ч, съ прямой С.А, которую мы будемъ обозначать че- 
резъ 5$, и проектируемъ точку пересфченя Ву» прямыхь ХА, и 9 изъ 


точки (5 на прямую н. Легко усмотрфть, что по смыслу нашего исчисленя 
163 
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отрфзковъ 1/0 — с‹, 1/1 =1, 1/ж =0. Пучки лучей В, и 1, проек- 
тируютъ точки 4, 4. 1, 4.4, А, и Чик Чо у Ч а ВЪ ТЪ же 
точки В.С, Х УХ прямой 5; отсюда вытекаеть: 

Вспомогательное предложен{!е 11. Имфетъ м$фсто соотношене: 


А ША А, ,..) ААА, Ау. Аи, Миь.. а. 


Изъ этихъ трехъ вспомогательныхъ прелложенй мы вскорЪф выве- 
демъ важныя слфдстыя. Но прежде всего мы подчеркнемъ важный ре- 
зультатъь нашего изслфдованя, что наше исчислеше отрЪзковь сл$луетъ 
всфмъ законамъ четырехъ дЪйствй. Вс построеня, необходимыя для 
полученя отр$фзковъ х -|- у, х — у, ху, х/х, выполняются исключительно 
при помощи прямыхъ линй. Но результатъ эгихъ построен, какъ ‘ока- 
залось, не зависитъ отъ вспомогательныхъ прямыхъ; онъ зависитъ исклю- 
чительно отъ выбора трехъ точекъ „4,, 4, 1, и оть конечныхъ точекъ 
тЪхь отрфзковъ, надъ которыми мы производимъ наши построен. Если 
мы теперь представимъ себЪ, что плоскость 7, въ которой производятся 
всБ эти построеня, вмфстЪ съ прямой #, спроектированы на н$ёкоторую 
другую плоскость чу’, а 0,, Ш, 0, О», О» суть проекши точекъ 
А, Ч, А, А», Ч4,, то фигурЪ, при посредствЪ которой мы на плоскости 
1 по точкамъ 1», 4, строимъ точки Л. у, „Чи у, Лау, Чар, отвфчаетъ на 
плоскости ” фигура, опредфляющая по точкамь ПД)» и Пу’ соотвфтственно 
точку Ору, Ог-ь, Они, Оври; если мы спроектируемъ плоскость 1’ 
на другую вспомогательную плоскость 1", то ТЪ же выводы останутся въ 
силЪ. Такъ какъ, однако, мы показали, примфнительно къ фиг. 60, что 
любое проективное соотвЪ5тстые между двумя прямыми Ш и И* можеть 
быть осуществлено двукратнымъ проектированемъ, то этимъь доказано: 
Предложен1е 1. Если двЪ прямыя Ш и #*, снабженныя проектив- 

ными скалами, приведены въ проективное соотв тств{е, 

и основнымъ точкамъ .„4,, .1,, .4, прямой и отвчають 

основныя точки (;,, Су, () прямой и”, отрфзкамъ же 

х, у... (@ех6[. 4.) прямой и отвфчаютъ отр$зки 
2... ОС) ПРО, 30 


Хх, 
о и-ру" = еу, 


гдЪ -, —, *, / суть знаки четырехъ операщИ при основных 
точкахъ .„4,, 1,, 4,, межлу тфмъ какъ знаки |, —,*, / выра- 
жаютъ т же дфйств!я при основныхъ точкахъ („, (4%, (1. 
Иными словами: основныя четыре дЪйствя суть операщи проектив- 
ныя; такъ, напримЪръ, .4,.у и С„ь. уз суть соотвфтствующя точки. Такъ 
какъ 12 —1, тои 1"? —=1*; слБдовательно, 1* == 1 63), а потому, въ виду 
$3) Если мы тремъ точкамъ „4, .4., .4, прямой и огнесемъ точки С„, С,, С, на 
прямой и", то этимъ булетъ установлено проективное соотвБтстве между рядами нии", 


2. 
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равенства 1): 2* =2, 3* = 3, ...; поэтому, вь силу соотпошенй 1), 
2), 3), 4), г* = к, если т есть ращональное число; это вытекаетъ, ко- 
нечно, и изъ того обстоятельства, что мы оть точекъ (7., С, С, при- 
ходимь кь точкЪ (> совершенно тфмъ же рядомъ гармоническихъ по- 


д 


строенй, который оть точекъь „{,, -1,, „4, приводитъ къ точкф 4. 
Такъ какь каждый отрфзокъ можеть быть съ любымъ приближешемъ 
выраженъ ращональнымъ кратнымъ отрфзка, принятаго за единицу, то и 
всегда вообще х = х, если мы подъ х* и х разумфемъ числа, изм$- 
ряюция отр$зки. При всемъ томъ предложене 1 отнюдь не является из- 
лишнимъ *). Помимо того значеня этого прелложеня, которое выяснено 


каждой точк$ 1, ряда н будеть отвЪчать нкоторая точка С „ ряда и’. Если, однако, 
А», 4,, А, суть основныя точки проективной скалы на прямой и, то индексъ х 
точки -!, есть опредБленное число; такимъ же образомъ х* есть также опредБлен- 
ное число. Нужно доказать, что х®—=х Прежде всего 1% = 1, ибо мы точк$ Л, 
отнесли точку С, (нить никакихъ основанй выводить это, какъ въ лекстЬ, изъ 
того, что 1*? — 1+). Но тогда соотношене 1) дасть (1-Ё 1)* = 1 -{ 1%, т.е. 2*=2 
ит. д.; этимъ доказано соотношене и” = и для всякаго цблаго п; а тогда при по- 
мощи соотношеня 4) докажемъ его для всБхъ ращональныхъ чиселъ. 
+) Предложеше 1 устанавливаеть внутреннюю связь между основами проек- 
тнвной геометр?и и основами ученя о числахъ, въ. частности, теорей алгебраиче- 
скихь числовыхъ корпусовъ. Такъ какъ въ текстЪ мы не имфли возможности вхо- 
дить въ эти соображеня, то мы дадимъ здБсь н5фкоторыя указашя по этому вопросу. 
Формулами 1) --4) Дедекиндъ въ четвертомъ издаши лекшй Дирихле по теорм 
чиселъ (Г. ОнеШеь „Уоцезипрей вфег ХаШМетнеоне“, Зирретепт Х!) совершенно 
абстрактно опредьляеть „перестановки“ корпуса -4, которыя преобразують его въ 
„сопряженный“ корпусь .4*. ЗатБмь въ юбилейной статьЪ „о перестановкахъ 
корпуса всЪхъ алгебраическихъ чисель“ Дедекиндъ распространилъь это опре- 
дьлене и вытекаюния изъ него сяБдстя на корпусъ всфхъ алгебраическихъь 
чиселъ, на корпусъ вс5хь вешественныхъ, а также на корпусъ всфхъ ком- 
лексныхъ чиселъ. Согласно предложенйо 1, эти перестановки представляють 
собой не что иное, какъ проективныя сопряжешя корпуса .4 съ самимъ собой, 
если только онъ совпадаестъ съ сопряженнымъ корпусомъ 4”. Въ 
противномъ случаЪ четыремъ гармоническимь точкамь числового ряда -4 все же 
отвчають четыре гармоиическя точки ряда -{*, но это соотвфтств1те также 
не будетъ проективнымъ, ибо свойства расположен я ряда 1 не совпадаютъ 
съ соотвфтствующими свойствами ряда -4*. Наши формулы 1^=1, 2*=2,... 
ноказываюзь, правда, что рашональиыя точки съ одиимъ и тмъ же номеромъ 
всегда соотвфтствуютлъ другъ другу, но для ирращюнальныхъ точекъ это не всегда 
иметь мъсто. Въ качествЪ примБра разсмотримъ числовой корпусъ (область) всфхъ 


чиселъь вида и |- 67 2, гдБа н Ё суть ращональныя числа. Если мы положимъ 


м —а-Ь] 2, то четыремъ гармоническимъ точкамъ х отвф$чаютъ всегда 
четыре гармоническЕя точки =”; вмЪстЪЬ съ т6мъ ращональныя числа 
(р — 0) соотв тствують каждое самому себЪ; но числу х — 72 отвъчаеть 
число х* — — "2. Свойства расположеня, такимь образомъ, не сохранились. 
Иначе обстоитъ дЬло въ геометрйг. Это обусловливается тЪмъ, что основная тео- 
рема покоится на томъ аксюматически введенномъ факт, согласио которому лю- 
бымъ двумъ парамъ точекъ, которыя другъ друга не раздЪляютъ, 
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въ подстрочномъ примфчани, оно даеть такое доказательство формулы 
Хх = х*, которое лишь косвеннымъ образомъ зависитъ отъ аксюмы о 
непрерывности; вфрнЪфе, зависить отъ посл$дней лишь въ той мЪрЪ, въ 
какой отъ нея зависитъ основная теорема проективной геометрш. Если х* 
удовлетворяетъ алгебраическому уравненю съ рашональными коэффи- 
щентами, то тому же уравненю, въ силу предложеня 1, удовлетворяегъ 
также х; съ другой стороны, такъ какъ точка „4,., всл6дстые проектив- 
ности свойствъ расположеня схсизо (, всегда лежитъ между точками съ 
т5ми же нумерами, какъ и точка (д., то число х* не можетъ быть кор- 
немъ этого уравненя, отличнымъ отъ Хх; поэтому число х* = х. 


8. Сь помощью вспомогательныхъ предложеншй мы теперь докажемъ 
предложене, играющее основную роль во всей метрикфЪ. 


Предложен1е 2. Проективное ангармоническое отношен1е четы- 
рехъ элементовъ ряда перваго или второго порядка, а 
также пучка перваго или второго класса, не зависитъ 
отъ выбора трехъ основныхъ точекъ со, 0, 1. 


Поняе объ ангармоническомъ отношени было нами установлено 
въ $ 11, 8. Здфсь мы называемъ ангармоническое отношенше проектив- 
нымъ потому, что оно должно быть составлено по проективной скалЪ. 
Будетъ достаточно доказать предложене для прямолинейнаго ряда точекъ, 
такъ какъ вслфдстые закона двойственности оно уже будетъ тфмь самымъ 
доказано для пучка перваго класса; отъ пучка же перваго класса оно мо- 
жетъ быть перенесено на рядъ второго порядка и отсюда на пучекъ его 


всегда отвЪчаетъ третья пара точекъ (и, $), которая раздфляетъ гармо- 
нически какъ точки одной пары, такъ и точки другой пары. По ланнымъ 
четыремъ точкамъ и и хх опредфляются посредствомъ извлечен!я квадратнаго корня. 
За исключещемъ того случая, когда въ области „4 какъ разъ окажется этотъ корень, 
основная теорема въ области „4 несправеллива. Чтобы исключить возможность 
всякихь перестановокъ, отличныхъ отъ полнаго тождества, было бы необходимо 
ввести въ область .4 всЪ вещественные квадратные радикалы, равно какъ и всь 
вообще вещественныя числа, которыя можно получить, послфдовательно расширяя 
числовую область путемъ производства ращональныхъ дфйствЙ надъ квадратными 
корнями и извлеченя корня изъ чиселъ, уже полученныхъ тБмъ же путемъ ране. 
Однако, такой корпусъ не совпадаеть съ своими сопряженными корпусами, такт, 
какъ посл5дыя содержать также комплексныя числа; поэтому н5Фтъ никакого прэ- 
тиворфч!я съ основной теоремой въ томъ, что Дедекиндъ для корпуса всЬхъ 
алгебраическихь чисель обнаруживаеть существоване перестановокъ, которыя 
отличны отъ тождества. Кь тому же эти корпусы не вещественные. Что касается 
основныхъ двухъ вопросовъ, поставленныхь въ названной юбилейной статьЪ, то 
на нихь мы можемъ отвБтить, что корпусъ всхъ вещественныхъ чиселъ, въ силу 
основной теоремы, допускаеть только тождественную перестановку, корпусъ же 
всфхь комплексныхъ чисель допускаеть еще перестановку, которая воспроизво- 


дится путемъ взаимнаго замфщеня чисель И—1н — ИТ. 
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касательныхъ совершенно такь же, какъ мы перенесли свойства располо- 
женя съ пучка перваго класса на рядь точекъ второго порядка. 

Мы примемъ теперь, что гармоническе ряды И и И*, о которыхь 
идеть рфчь въ предложении 1, лежать на одной прямой. Положимъ, что 
точкамъ „.1., „1, Ш, г ряда и отнесены точки С., Сь, С, же. ряла 
И" (п = 1, 2, ...); положимъ, что координашя х исходитъ отъ основ- 
ныхъ точекъ ,, -1, 4, а коорлинашя х* отъ точекъ (., (5%, (5. 
Въ такомъ случаЪ, какъь мы показали въ п. 7, 


и (1) 


Положимъ, что отрЪзки (5..4, Со, Сь-4,, СЧ, при основныхъ 
точкахъ (,, С,, С, выражаются черезъ а’, [,, С’, хь, такъ что ихь ко- 
нечныя точки суть С’, Сы, Со, С»,. Постараемся установить зави- 

р 
симость между х их.. 

Согласно вспомогательнымъ предложенямъ 1, П, Ш, мы, исходя отъ 
ряда точекъ и(С„,, С,, С:, С; =), всегда получимъ проективный съ нимъ 
рядъ, если мы къ индексамъ всфхъ точекъ (; прибавимъ одно и то же 
число, положительное или отрицательное, или если мы вс эти индексы 
помножимъ на одно и то же число, или, наконець, если замфнимъ ихъ 
вс обратными значенями. Этимъ путемъ мы послфдовательно получимъ 
слфлующйя соотношеня (вмфсто точекъ мы вездф для краткости пишемъ 
только ихъ индексы): 


(2е, 0. 1, хи) Л (5%, 0, к, тли) Л (©, у гру 


= 1 ) 1 ь. р р р 
во г--5’ =) (6 у’ и- у’ а) 


ооо 
ныне 


$ 


отсюда, опуская промежуточные члены, получимъ: 


7 7 р ’, р . р р Я 
л (=, ор м. а а). (2) 


Точка, отв5чающая въ этомъ проективномъ соотвфтстЫи точкЪ (>, 
булеть (.„. Если мы желаемъ, чтобы точкамъ (% и (С, такимъ же обра- 
зомъ отвфчали точки Сы и (С.., то нужно положить 


р Ват р И АЛ 
- а Ей. И РЫ 


(52, 0, 1, д 


= | = 


такъ что 


р (в) ((— Фо гео, уе -—а)о, 
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гдф @ есть коэффищенть пропорщюональности. Въ вилу соотношеня (2) 
н 6; о ее Са. =. (С. *, 5 .) д (С, о (о, о а 99 .), (3) 


глЪ 
Ай. ежи Не — а). 
5з р -- 5 ыы о (6 и с’) РЕ НР (-— РЭ) , 


наконецъ, отсюда, принимая во вниманНе соотношене (1), получаемъ: 


Е ао) же — а) 
"бое 
Мы видимъ, что формула (4} и при х* == с®, 0, 1 даетъ правильно соот- 


вфтствуюцщя значеня а’, с’, такъ что всЪ безъ исключен!я индексы съ 
правой стороны равенства (3) получаются изъ соотвфтствующихъ индексовЪ 


—_ р 4 


лЪвой по тому же закону (4). Если мы положимъ хи’ = те В 
Ся К) 


р=а(’— бо, ч= Ве — в), т= фо, 5 = ( —Ф а) 


(4) 


Хя 


гдЪ 


то эти четыре величины не могуть быть выбраны совершенно произ- 
вольно, ибо количества а’, &’, с’, очевидно, должны быть различны, что 
эквивалентно тому, что произведене 


(а — В) (и—се— а) = ф— ша" 


должно быть отлично оть нуля. Обозначая теперь точки, о которыхъ 
идетъ рЪчь, не черезъ С, а черезъ „4, мы получаемъ: 


Предложен!е 3. Если мы подвергнемъ индексы ряда точекъ # 
въ проективной скал линейному преобразован!1ю 


Хх ( 
И 9+ о 
гх -- $ 
и точкамъ „4, отнесемъ точки », то этимь будетъ 
установлено проективное соотв тствте. 
Формула (5) раскрываетъь искомую зависимость между д и хи: 


Предложен1е 4. Переходъ къ новымъ основнымЪъ точкамъ всегла 
осуществляется при помощи одного и того же линей- 
наго преобразован!я индексовь. Если 4, 4%, 1, суть 
первоначальныя основныя точки, а (7., С,, (, — новыя, 
и если въ посл5дней координащи 


СЧ === а’, 2 = Ь", С, ЕЕ * 


то между индексомъ х любой точки Р, соотв$тствую- 
щимъ первой систем$ основныхъ точекъ, и индексомъ д” 


+— 
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той же точки, соотв5тствующимъ второй системф, 
имфетъ мЪсто соотношенЕе 


о (ох — а) Е сора БИ тей 


(Коха ава И о 


(6) 


Е — 
Если мы теперь составимъ ангармоническое отпошене о 
Жи р 
четырехъ точекъ 


] 
рн ее 98 +2) 
хх 
то простое вычислеше обнаруживаетъ, что послднее равно ^* 2.3 2. 
о 
Этимъ предложене 2 доказано *). Какъ показываеть прим$ръ двухъ паръ 
точекъ со, Ти, 2, дфлящихъ другъ друга гармонически, ангармониче- 
ское отношен!е четырехъ гармоническихъ элементовъ равно — 1; 
этими элементами могуть служить какъ пучки ряда перваго или второго 
порядка, такъ и лучи пучка перваго или второго класса. Формула (6) 
выражаетъ самый индексъ х въ видЪ гармоническаго отношения. 
При 4’ — со имфемъ х == (х’ — |): ('— М), а потому 
а — м) аа: хр; 

это значить, что отношен!е двухъ отрфзковъ на прямой зависить 
только отъ выключенной точки, но не зависить отъ точекъ, 
помф$ченныхъ въ проективномъ м5роопред$лен!и индексами 


О и 1; индексы х и х’ здфсь относятся къ одной и той же выключенной 
точкЪ Л... 


9. Развитое здфсь исчислеше отр$зковъ даетъ возможность сравни- 
вать только отрЪфзки одной и той же прямой; точно такъ же соотвфтству- 
ющее по принципу двойственности измфрене угловъ даетъ только воз- 
можность сравнивать углы, образуемые лучами одного и того же пучка. 
Остаюшийся здЬсь пробфль можно было бы восполнить введещемъ 
проективной окружности, но мы не имЪемь возможности зДЪсь въ это 
входить. Изложенное измЪрене отр$зковъ и угловь вполнф достаточно 
дла обоснованя метрики въ двухь неевклидовыхъ геометряхь; но мы 
вынуждены ограничиться гиперболической геометрей, такь какъ въ на- 
стоящемъ сочинени мы не имфли возможности изложить теоршо мнимыхь 
элементовъ въ проективной геометри; въ гиперболической же геометрии 
мы по той же причин вынуждены ограничиться только измфренемъ 
отрфзковъ. Если развивать гиперболическую геометрио совершенно эле- 
ментарно по образцу нашей школьной (Евклидовой) геометри, то она 


`) Другое доказательство даль Пашъ въ свонхь „Лекщяхъ о новой гео- 
метр!и“, въ 5 21. 
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приводить къ доказательству существования ряда второго порядка ‹о, на 
которомъ лежать обф безконечно удаленныя точки любой прямой пло- 
скости. Чисто геометрически этоть рядъь 62 ничБмъ не отличается отъ 
другихъ рядовъ; это различе устанавливается только метрикой, и именно 
поэтому возможно любой рядъ второго порядка « принять за „абсо- 
лютный“ рядъ второго порядка, т.е. сдЪлать его геометрическимь мЪстомъ 
безконечно удаленныхъ точекъ плоскости. Это мы и намфрены теперь 
выполнить. Мы ограничимся „внутренней стороной“ ряда в, т, е. сово- 
купностью т5хъ точекъ, изъ которыхъ нельзя провести къ ряду @ каса- 
тельныхъ. Каждая прямая и этой области встрфчаеть рядъ © въ двухъ 
точкахъ (Л, (,; мы опредфлимъ теперь, согласно $ 11, (17), длину 
отр$зка АРВ на прямой и, конечныя точки котораго 1, В расположены 
внутри ряда @, равенствомъ 


(АВ) = Е юв ( 


ы 


АЦ. ВИ, 
во ВАУ, 

за „отрфзокъ“ ,1В мы принимаемъ здЪсь, тотъ изъ двухъ классовъ, опре- 
дфляемыхъ на прямой # точками 4 и В, всЪ точки котораго располо- 
жены внутри ряда ©. Ангармоническое отношене здфсь нужно составлять 
въ смыслБ проективной метрики, которая, съ нашей точки зрЪнЯ, 
представляеть собой, такъ сказать, первичную метрику и лежитъ въ 
основЪ такъ называемой абсолютной метрики гиперболической геометруи. 
Впрочемъ, не мЬшаетъ сравнить 
эти соображеня съ тфмъ изложе- 
шемъ гиперболической метрики, 
которое приведено въ $ 11 и ста- 
витъ ее въ зависимость отъ Евкли- 
довой метрики 8%). Изъ построен 
абсолютной системы измфреня от- 
рЪзковъ мы приведемъ только са- 
мыя необходимыя, именно — по- 
строеня, служащйя для передвиже- 
н отрЪзковъ по прямой лини, — 
главнымъ образомъ, съ тою цфлью, 
чтобы вновь показать, что длима отрЪфзка представляеть собой величину, 
зависящую только оть масштаба и отъ опредфленйя равенства. Согласно 


“*) Въ $ Ш, при изложеши гиперболической геометрии въ сфти сферъ, было 
указано, какъ въ этой геометрии должно выражаться разстояще между двумя 
точками; мы пришли тогда къ тому же выраженйо, которое приведено здфсь въ 
текстВ. Но самая сфть была взята вь Евклидовомъ пространств$, и все из- 
слБдоваше предполагало, такимъ образомъ, Евклидову геометрию. ЗдЬсь вопросъ 
стоить иначе: установивъ проективную координащю, мы выбираемь произ- 
вольно ряль второго порядка, на которомъ сосредоточиваемъ безконечно удалеи- 


251 $ 18 


опредфленйю длины (.4В), отръзокъ (.41В) равенъ другому отрЬзку (РВ 
на прямой и, если точки „1, В имБють относительно точекь (7, (7, то же 
ангармоническое отношеше, что и точки .{, В’, такь что 
РЗ АРА. 

Если мы спроектируемъ отрЪзокъ АВ изъ точки 5 ряда @› на этотъ самый 
рядъ (см. фиг. 83), а полученныя точки .{”В" вновь спроектируемъ изъ 
какой-либо точки ряда ]`на прямую #, то (АВ) = (РВ, такъ какъ точки 
С,, 4, В, 0, расположены перспективно относительно пучка 5; этоть по- 
слфдый связанъ проективно съ пучкомъ '` 65), который, въ свою очередь, 
расположенъ перспективно относительно точекъ (1, .4’В’С.. Можно безъ 
труда убфдиться, что къ точкамь (/ и [., нельзя придти конечнымъ 
числомъ равныхъ шаговъ въ смыслЪ этого м6роопредфленя. Два отрЪзка 
(АВ) и (М’В’) на двухъ различныхъ прямыхъ # и съ недоступными 
точками [7,, (№ и (/’, С.’ равны, если (Л, АВ, М И’ А’В’И,, (см. фиг. 84). 
Чтобы получить точку В’, когда 
даны точки .1, Ви 1’, мы про- 
ектируемъ точку 24’ изъ точки 
пересфченя 5 прямыхъ (1, 
и 0.05 на прямую (7. въ 
гочку А"; затЪмь находимъ 
точку пересфченя 'Г прямыхъ 
С. ОУ и мА и точку пересф- 
ченя В” прямыхь ТВи (0,0%; 
прямая 5В” сфчеть прямую 1’ 
въ искомой точкЪ В’. Ясно, что 


(АВ) Е ({”В") а (9 В’). 
Легко убЪфдиться, что геометри- 
ческое мБсто точекъ В, имЪ- 
ющихь оть неподвижной точки в 
4 опредфленное разстояше а, 


воспроизводится пересфчешемъ двухъ проективныхъ пучковъ; гиперболиче- 
ская окружность представляетъ собой, слфдовательно, рядъ второго порядка. 


ныя точки прямыхъ; вмЪстЪ съ тфмъ мы изучаемъ лишь то многообразе (если 
угодно, то пространство}, которое составлено изъ точекъ, расположенныхъ 
внутри выбраннаго ряда; разстояше между двумя точками этого пространства мы 
опред$ляемъ приведениой въ тексть формулой. Мы должны, однако, сказать, 
что этоть вопросъ изложенъ авторомъ, на нашъ взглядъ, слишкомъ сжато; мы не 
имБемъ возможности развить всЪ соображешя, которыя необходимы, чтобы эту 
теорю пополнить, а потому ограничиваемся этимъ зам5чашемъ. 

“5) Ибо мы можемъ смотр5ть на нашъ рядъ, которому принадлежать точки 
С,, д", В", Г, какъ на образованный проективными пучками 5 и Т. 
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Подробное изложене важнЪйшихь элементарныхъ построешй двухъ 
неевклидовыхъ геометр съ точки зрЪня проективной геометр!и далъ 
М. Гроссманъ *); авторъ пользуется, правда, координатами, но боль- 
шинство построешй ясно и безь всякихъ вычисленй. 

Мы не хотфли бы опустить случая указать на интересное разлище 
этой системы гиперболической геометри по сравненю съ нашимь осу- 
ществленемъ послфдней въ сферической сфти: именно, двЪф прямыя, ко- 
торыя не пересфкаютъ со внутренней стороны ряда 6, всегда имфютъ 
съ внЪшней стороны ряда точку пересЪченя, къ которой нельзя придти, 
исходя отъ внутренней точки ряда конечнымъ числомъ шаговьъ, равныхъ 
между собой сь точки зря проективной метрики. Итакъ, здЪсь идеаль- 
ными точками пересфченя служатъ дЪйствительныя точки. между тЪмъ какъ 
въ сферическомъ тинЪф гиперболической геометрии он были мнимыми. 


10. Метрика въ параболической геометрии несравненно проще, 
нежели въ гиперболической. Параболическая (Евклидова) скала на прямой # 
есть скала проективная, соотвЪтствующая такому (воображаемому) выбору 
недоступной точки @’ прямой и, которое устанавливается средствами чисто 
эмпирическаго характера. Именно, мы утверждаемъь прежде всего слЪ- 
дующее: если на прямой # даны двЪ пары точекъ „1, Ви Г, В’, то 
на ней всегда можно установить проективное мБроопредЪлен1е 
такь, что отрфзки /4Ви В’, сь точки зр$5н!я этой метрики, 
будуть равны. Въ самомъ дДлЪ, прежде всего мы можемъь распоря- 
диться обозначешями двухъ точекъ 4 и }’ такимь образомъ, чтобы лвЪ 
пары 4, Ви 4’, В другь друга не раздфляли; пусть далфе АГи ^ бу- 
дуть двЪ точки, которыя, въ этомъ предположени дфлять гармонически 
какъ пару „1, В’, такь и пару В, „1; каждая изъ этихь двухъ точекь 
можеть быть принята за основную безконечно удаленчую точку. Для 
построеня точекь ЛГи \ необходимо располагать рядомь второго 
порядка =, находящимся въ какой-либо плоскости, проходящей черезъ 
прямую н. Пусть а, «', В, 5’ будуть проекщи точекъ 21, -Г, В, В’ изъ 
какой-либо точки 5 ряда & на этотъ самый рядъ; тогла Аи № суть 
точки пересфченя прямой и съ прямыми Зи и 5», соединяющими точку 5 
съ тЬми двумя точками и т ряда &, которыя дфлять гармонически какъ 
пару «а, В’, такъ и пару @’, В (фиг. 85). Самыя точки м и и лежать въ 
пересфчени ряда & сь прямой ХХ, соединяющей точку пересфченя № 
прямыхь ча’ и 835’ сь точкой пересЪченя Х прямыхь аби 5’. Въ 
самомъ ДЬлЛЪ, согласно предложеню 6 $ 17-го, касательныя къ ряду въ 
точкахь и В пересфкаются на прямой ХХ въ точкЪ у; эта точка 
прелставляеть собой полюсъ прямой а’В и потому вмЪфстЪ съ точкой пе- 


‚ М. Огоззшапи. „Ге Итдатетаепт Копзикбопеп аег №МещеинкНа1<спеи 
Сеотеше“, ВеЙаре 2ши Ргортапип 4ег Тпиграшеспеп КапюпззспшШе, 1903/04. 
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ресфчешя с прямыхь ЛИ и «В дБлить гармонически пару м, т. ДвЪ 
пары точекъ а’, Ви и, х проектируются изъ точки @’ двумя парами лу- 
чей а’, “Ви а'ь, @а’ь, которыя, слфдовательно, проходятъ черезъ точки 
руси, м, а потому дфлять другь друга гармонически. Такимъ образомъ, 
точки ши № дЬйствительно дЪлять гармонически какъ пару а’, В, такъ и 
пару р’, «.—Если теперь двЪ пары точекъ 1, Ви /’, В’ другъ друга также не 
раздЪляютъ, то существуеть и такая пара точекь Ки [., которая дЪлитъ 
гармонически эти послфдня пары точекъ. Проектируя эту пару изъ 
точки 5.на рядъ второго р в ‚ 
порядка, мы вновь ПОЛУу- “ими ежи ини тнт 
чаемъ двБ точки хи {, с мт 
которыя дфлятъ гармони- 
чески какъ пару <, 8, такь -_ 
и пару а’, 2’ и лежатъ на 
прямой Х’]’, соединяющей 
точку А съ точкой пере- 
сфченя У прямыхъ ©’ и 
«’В. Если бы прямая УХ 
имфла съ рядомъ двЪ об- 
шия точки л, ото посльднЯ 
раздЪляли бы гармониче- 
ски какъ пару а, а’, такьи 
пару 0, В’; вмфетЪ съ тёмъ 
на прямой и существовали 
бы двЪ точки ДР, К, кото- 
рыя дБлили бы гармони- 
чески какъ пару 4, /’, 
такъ и пару В, В’. Но это 
невозможно, ибо точкЪ 
отв$чаетъ только одна изъ 
точекъ 1, В, В’ (скажемь, 4’), которая вмфстЪ сь нею лБлитъ остальныя 
дв точки; и эти двБ пары не могуть лЪлиться гармонически одной и 
той же третьей парой; напротивъ, на лв пары, которыя другъ друга 
не раздфляють, четыре точки „|, В, „!, В’ распадаются двояко, чему 
соотвфтствуютт, двЪ пары, прозводяния гармоническое дЪлене, Такимъ 
образомъ, на двухъ изь числа трехъ прямыхь ХЛ)’, УХ, ИХ должны 
лежать точки ряда &, третья же не пересфкаетъ ряда # вовсе. Такъ какъ 
АТИ есть полярный треугольникъ, то мы попутно получили слфдующй 
результать: изъ сторонъ полярнаго треугольника н%котораго 
ряда второго порядка всегда имфется одна, которая не встрф- 
чаетъ ряла. Возвращаясь теперь къ отр5зкамь {В и .4’В’, допустимъ, 
что они были при помощи циркуля взяты „равными“ въ эмпирическомт, 


Фиг. 85. 
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смысл слова. Если мы теперь станемь искать ту пару точекь \[, №, 
которая дЪлить гармонически какъ пару 1, В’, такъ и пару 2’, В, то 
лучи Эн и $, направленныя къ точкамь Л, № будуть существовать и 
вь этомъ случаф, но одинъ изъ этихъ лучей не встрфтить прямой и на 
доступномъ разстоянши. Эта покамфсть только эмпирически недоступная 
точка есть „безконечно удаленная“ точка прямой въ параболической 
геометр!и; если мы примемъ ее за точку 1, проективной скалы, то она 
будеть безконечно удаленной точкой также съ точки зрфны этого мЪро- 
опредфленй *). При этомъ нужно обратить внимане на то, что для на- 
шихъ построен въ области проективной скалы всегда достаточно имЪть 
двЪ прямыя 9 и 20, относительно которыхъ извЪстно, что онф проходятъ 
черезъ точку „4; самая же точка 21, можетъ лежать внф площади на- 
шего чертежа, ибо при производств сложены и перемноженя отрфзковъ 
мы пользовались точкой ‚|, только чрезъ посредство прямыхъь диз. Но 
одинъ лучъ, идуш къ точкЪ ,, представляеть собой $; выбирая же 
иначе точку 5 на рядЪ & мы легко получимъ второй такой же лучъ. 
Такимъь образомъ, всБ услоыя, необходимыя для практическаго произ- 
водства построен, на лицо. 


11. Параболическое измфреше отрзковъ, какъ проективное, отли- 
чается простотой, пока рЪчь идеть только объ измфреняхъ на одной и 
той же прямой. Напротивъ, перенесеше единицы мЪры съ одной прямой 
на другую, какъ мы видфли въ 6 5, дБло довольно затЪфиливое. Какъ 
мы уже не разъ указывали, любой рядъ второго порядка = можеть быть 
абстрактно принятъ за окружность; пусть это будеть тотъ рядъ, о ко- 
торомь шла рЪчь въ предыдущемъ пункт%. Произвольную точку въ 
плоскости окружности, изъ которой къ ней нельзя провести касатель- 
ныхъ, нужно принять за центръ: „ращусы“, выходяце изъ точки О), мы 
принимаемъ за равные, опредфливъ предварительно „отрЪзки“, выходяние 
изъ точки () путемъ выключеня той точки, которая совокупно съ () 
дфлить гармонически рядъ =. 

Эти выключенныя точки лежатъ, слфдовательно, на одной прямой — 
поляр5 @ точки () относительно ряда &; она называется „безымо- 
нечно удаленной“ прямой плоскости. Она опредфляеть на каждой прямой 
ту точку, которая на ней должна играть роль безконечно удаленной 
основной точки (проективнаго) измфреня отрЪзковъ. Прямыя, имющЯя 
одну и ту же безконечно удаленную точку, называются параллельными. 
Строго сохраняя понятя и посылки параболической геометрии, можно уста- 


*) Сообразно этому, проективная точка зрЬшя на параллелизмъ можеть быть 
формулирована такъ: параллельныя прямыя также имфютъ точку пересфченя, но 
послфдней нельзя достичь конечнымъ числомъ равныхъ (сь точки зрЫшя парабо- 
лической метрики) шаговъ. 


ых > - 
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новить метрику такимъ образомъ, чтобы произвольно выбранныя двЪ 
прямыя оказались параллельными. При другомъ выборЪ трехь основныхъ 
точекъ „обыкновенная“ безконечно удаленная точка прямой Евклидовой 
геометр!и естественно имфеть конечное разстояе отъ нулевой точки. 
Пока мы не вводимъ метрики, нЪтъ „близкихъ“ и „далекихъ“ разстоянййЙ, 
ибо — это суть понят метрическя, не содержаця въ себЪ ничего абсо- 
лютнаго; они имфютъ только относительное содержане, зависящее отъ 
принятой единицы мфры и оть законовь той метрики, которой мы въ 
тоть или въ другой моменть пользуемся. Въ геометрическомъ предста- 
влеши наивнаго человЪка практической жизни вмЪстЬ съ отрфзкомъ 
фиксируется и его длина. Но что и въ научной разработкЪ геометрии 
эмпиризмъ играеть гораздо большую роль, чфмъ мы склонны это при- 
знавать, въ этомъ мы убЪждаемся повседневно. — На двухъ параллеляхъ 
и, 9 двЪ друйя параллели той же плоскости, которыя не параллельны 
первымъ, отсБкають равные отрфзки. Это должно служить опред$ле- 
нтемъ 65). Если два параллельныхъ отрфзка равны третьему параллельному 
имъ отрЪзку, то они равны между собой; въ этомъ легко убЪдиться, 
основываясь на теорем$ Дезарга о перспективныхъ треугольникахъ. Къ 
построешямъ, служащимъ для передвиженй отр$зка вдоль прямой и 
для перенесеня отрЪзка на параллельную прямую, присоединяется, въ 
качеств третьяго основного построен я, вращене отрЪзка при помощи 
окружности г. И здЪсь теорема Дезарга обнаруживаетъ, что два отрЪзка, 
равные третьему, равны между собой, когда эти три отрЪзка лежатъ на 
трехъ различныхъ прямыхъ, проходящихъ черезъ центръ () окружности в, 
а вращенше опредфлено пр1емомъ, указаннымъ на фиг. 6. 


12. Если измфренше отрфзковъ въ параболической геометр!и, пе 
сушеству своему, представляеть проективное мфроопредфлене, устанавли- 
вающее разъ на всегда выключенныя точки, то измьреше угловъ въ Евкли- 
довой геометр!и покоится на совершенно иныхъ основныхъ положен яхь, 
которыя только и объясняются живымъ учаспемъ непосредственнаго воз- 
зрёня въ ходф развит геометрии. Что отрфзки могуть быть больше 
вежкаго разстояня, какое только можегъ охватить нашъ ВЗГЛЯДЬ, -— ЭТО 
одно изъ наиболфе древнихъ, наиболфе естественныхъ прюбрЪтенй на- 
шего опыта; земля представляется наивному человЪку неизм$римо большой; 


““) При помощи предыдущихь соглашенй установлены условия равенства 
отрфзковъ, если таковые расположены на прямыхъ, проходящихъ черезъ центръ О 
основной „окружности“; для того, чтобы было возможно сравнивать отрФзки, лежа- 
ще на произвольно выбранныхъ прямыхъ, нужно еще установить услов!я равенства 
отрЪзковЪ на параллельныхъ прямыхъ, нужно установить „правило параллельнаго 
перенесеня“. Это и достигается соглашенемъ, приведеннымъ въ текстЪ, считать 
отрЪзки, расположенные на параллельныхь прямыхъ равными, если они располо- 
жены въ то же время между параллельными прямыми. 
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единица же мфры составляетъ, примЪфрно, одинъ его шагъ. Иначе об- 
стоить дЪло съ угломъ. Все угловое пространство, окружающее точку (), 
мы охватываемь однимъ взглядомъ; его величина должна, „слфдовательно“, 
быть конечной; и подобно тому, какъ наивный умъ вфрить въ абсолют- 
ную длину, онъ вЪритъь также въ абсолютную величину угла. Естественное 
подраздЪлене углового пространства, окружающаго данную точку () на 
четыре равныя части, образуютъ двЪ взаимно перпендикулярныя (въ эмпи- 
рическомъ смыслЪ слова) прямыя; глазъ не обнаруживаетъ никакого пре- 
имущества какой-либо одной изъ этихъ частей передъ другой. Но подобно 
тому, какъ угловое пространство подходящей системой измфреня угловъ 
было сдфлано конечной величиной, можно было бы и длину прямой ли- 
ни сдфлать конечной при соотвЪтственномъ выборф системы измфренй. 
Равенство угловъ мы опредЪфлили въ $ 5 при помощи према, который 
ясно виденъ на фиг. 8. Если, въ смыслЪ этого опредфленя, при замфнЪ 
угловъ дугами В == "В" и В’ = "БВ', т.е. АВ" || В" и В" ВА" 
(фиг. 86), то въ шестиугольникЪ Паскаля 1В’4"В.'В” точки пересф- 
ченя противоположныхъ сторонъ „1В” и 
ВА", а также 2’В” и В’А", лежать на 
безконечно удаленной прямой; на той же 
прямой лежитъ, слЪдовательно, точка пе- 
ресЪченмя сторонъ третьей пары; поэтому 
и уголь АВ == 4В’; иными словами: если 
изъ трехъ угловъ, иибющихъ общую 
вершину, два равны третьему, то они 
равны между собой. 

Чтобы остаться при фигурЪ 6$ 5-го. 
мы пользовались дЪйствительной окруж- 
ностью и дБйствительнымъ центромъ. Но 
уже самое то обстоятельство, что доказа- 
тельство дала намъ теорема Паскаля, об- 
наруживаетъ, что и при иомощи любого ряла вгорого порядка можно 
было бы установить систему измфреня угловъ, по принципамъ Евклидо- 
вой системы, свободную отъ всякаго противорфчя, но съ той разницей, 
что углы, „равные“ въ смыслЪ этой метрики, не были бы равны въ эмпи- 
рическомъ смыслЪ слова. 


Фиг. 86. 


Какъ мы видимъ, научно обосновать Евклидову метрику не такъ 
просто, какъ гиперболическую (и эллиптическую). Но недостатокъ сим- 
метри этой системы, обусловливаемый тЪмъ, что она отказывается отъ 
принципа двойственности, щедро возмфщается ея большимъ практи- 
ческимъ значеемъ. ДФлене отрЪфзка на произвольное число равныхъ 
частей въ Евклидовой геометр!и, благодаря проективному характеру си- 
стемы измфрешя отрёзковъ одной и той же прямой, съ точностью вы- 
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полняется циркулемъ и линейкой; между тмъ въ обфихъ неевклидовыхь 
геометрияхъ эта задача столь же сложна, какъь дЪлеше на произвольное 
число равныхъ частей угла въ Евклидовой геометри. Но зато въ Евкли- 
довой геометр!и исчислеше угловъ представляеть собой предметъ особой 
дисциплины, тригонометр!и, между т5мъ какъ въ чисто проективной ме- 
трикЪ отрЪзки и углы измфряются по совершенно одинаковымъ законамъ. 

Этимъ мы должны закончить настоящее изслфдоване и относительно 
другихь напрашивающихся здфсь вопросовъ ограничиться указанемъ 
литературы. 


$ 19. Приложеше: литературныя указан!я. 


Такъ какъ статья большой „Энциклопеди Математическихь наукь“ 
объ основаняхь геометри еще не появилась, то нижесл$дуоция литера- 
турныя указая, полагаемъ, будуть небезполезны 87). Впрочемь, эти ука- 
заня, отнюдь не претендують на полноту. Сочинений, цитированныхъ въ 
текстЪ, мы здЪсь уже не называемъ. 
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ГЛАВА 1\. 
Планиметрия. 


$ 20. Основныя предложения. 


1. Геометр, по Платону *), есть „познаше вфчно сущаго“, т. е., въ 
противоположность механикЪ, астрономи и физикЪ, это есть познане 
того пространственнаго распорядка, который сохраняется при вс5хъ 
происходящихъ перемБнахъ. Это познаше мы почерпаемъ работой чистой 
мысли изъ немногихъь основныхъ законовь и аксюмъ, при посредствЪ 
которыхъ между основными пространственными образами, —именно, между 
точками, прямыми и плоскостями, — устанавливаются основныя регулирующя 
соотношеня. Этихъ основныхъ образовъ достаточно, чтобы при ихъ по- 
средствЪ, помощью чисто отвлеченныхъ опредфленйй, однозначно описывать 
формы чувственно воспринимаемыхъ нами образовъ и надфлять ихъ зако- 
номЪфрностью такъ, чтобы каждый, кому эти формы не были извЪстны, 
имфлъ возможность ихъ воспроизвести, исходя только изъ опредфленйй, 
совершенно независимо оть опыта; но чувственно воспринимаемая нами 
форма самихъ основныхъ образовъ не поддается опредфленйо средствами 
чистаго мышленя. Представлеше о точкЪ, прямой и о плоскости можетъ 
быть вызвано и передано намъ только при помощи подходящихъ моделей 
и осуществляетъь эти идеи лишь весьма несовершенно. — ВоззрЪ не, по 
Платону, есть параклетъ, возбуждающий мышлене, его подвижной, наво- 
дящ помощникъ, часто предвосхищаюцщий результатъ. Оно находится въ 
такомъ же отношении къ чистому мышлению, какъ, напримфръ, искусство 
къ наукЪ; подобно задаткамъ къ искусству, оно поллается разви йю и 
усовершенствованйю и уже именно поэтому не представляеть собой по- 
слфдней инстанщи въ дёлустановленя геометрической истины. Воззрше 
не мсжеть замфнить мышленя посредствомъ понят; напротивъ, такое 
мышлеШе должно регулировать возз`ЬШе, дфлать его боле точнымъ. 
Постсяннымъ упражнешемъ можно развить въ себЪ способность къ воз- 
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зрфню не только въ области геометрии, но и въ области ариеметики, гра- 
фической статики, и физики; безъ него мышлене было бы безпомошнымь 
и безплоднымъ. 

2. Построеше учебной системы Евклидовой геометри существенно 
зависить оть того, какую позиШю мы займемъ относительно понямя о 
параллелизмЪ. Античному опредфлению, согласно которому параллельными 
просто называются тая прямыя на плоскости, которыя вовсе не нересф- 
каются, въ настоящее время все настойчивфе противоставляется проек- 
тивная точка зрЪня, согласно которой всф безъ исключеня прямыя, 
расположенныя въ одной плоскости, ‘другъ друга пересфкаютъ, но что въ 
случаЪ$ параллельныхъ лишЙ точка пересфченя не можетъ быть достиг- 
нута конечнымъ числомъ шаговъ, имфющихъ комечную длину и равныхъ 
между собой съ точки зрфня Евклидовой метрики. Эти двф точки зрЪ- 
ня старается примирить третья, номиналистическая, которая приписываетъ 
параллельнымь прямымъ „несобственную“ точку пересфченя и этимъ 
оборотомъ р$чи достигаетъ законченной закономфрности проективной 
точки зрьны, не принимая собственно существован!я (въ понят) 
точки пересфченя. Къ этому нужно прибавить, что признавать абсолют- 
ное отсутстые пересфчешя параллельныхь лин въ геометри н5тъ 
необходимости, и нигдф мы этимъ не пользуемся; всюду мы опираемся 
только на недоступность точки перес5чен1я въ смыслЪ метрики !). Съ чисто 
научной стороны проективная точка зря на параллелизмъь имфетгъ не- 
сомнфнное преимущество, ибо она проще античной и дфлаетъ законъ, 
по которому двЪ прямыя на плоскости всегда пересфкаются, справедли- 
вымъ безъ всякихъ исключен!й. Законы же, не допускающе исклю- 
ченй, должны, конечно, всегда составлять идеалъ науки, основанной на 
чистыхъ поняйяхъ. Съ проективной точки зрЪня, параллелизмъ теряетъ 
всякую ТЪнь таинственнаго и непонятнаго, онъ становится одной изъ 
внутреннихъ составныхъ частей метрики, противъ которой критика теори 
познаня не въ состоя ничего возразить; акбома о параллельности 
спускается на степень правила — установить метрику такимъ образомъ, 
чтобы нфкоторой опредфленной плоскости невозможно было достичь, 
слЪдуя прямолинейному пути и исходя изъ какой бы то ни было точки, 
не принадлежащей этой плоскости, конечнымъ числомъ шаговъ, имбющихь 
при этой метрикЪ равныя длины. Абстрактно такое исключительное поло- 
жене можеть быть присвоено любой плоскости; въ частности, на каждой 
прямой за „безконечно удаленную“ можеть быть принята любая точка, 
которая съ точки зрфня метрики, согласованной съ тфмъ, что доступно 
нашему зрфню и нашему осязанйо, лежить на конечномъ отъ насъ раз- 


*) Мы рЬшительно не можемъ съ этимъ согласиться; во всякомъ случа, 
нужна совершенно иная постановка всей дисциплины, чтобы эта точка зрьшя была 
премлема. 
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стоянНйи (ср. фиг. 76 въ гл. Ш). Метрику можно всегда установить такъ, 
чтобы любое тфло, ограниченное шестью плоскостями, въ понями пред- 
ставляло собой „кубъ“; если заданъ такой „кубъ“, то этимъ констру- 
ктивно уже установлена метрика, такъ что мы абстрактно можемъ выпол- 
нять совершенно точныя построен я метрическаго характера. Если мы по- 
ложимъ въ основу послднихь „дЪйствительный“ кубъ, то мы получимъ 
дЪиствительное Евклидово мфроопредфлене. 

3. Съ изложенной точки зрфня, аксюма о параллельности пред- 
ставляеть собой какъ бы вторжеше въ своболу проективной геометрии, 
отдающее параболической метрикф предпочтене передъ гиперболической 
и эллиптической. Какъ было уже выяснено выше въ глав5 Ш, проективная 
геометр!я имфеть возможность собственными средствами воспроизвести 
вс три мфроопредЪфленя. Такимъ образомъ, съ чисто научной точки 
зр5ня, проективная геометря могла бы считаться единственно истинной 
элементарной геометрией, и ее можно было бы также, пользуясь 
непрерывностью, изложить вполнф элементарно. Но по настоящее 
время всф попытки водворить проективную геометрию на мЪсто тради- 
щонной системы потерпфли крушен!е; мы вынуждены вслБдстве этого 
отказаться отъ строго научной точки зрЪнйя. Въ частности, мы должны 
отказаться отъ того, чтобы смотрфть на конгруэнтность и на парал- 
лелизмъ, какъ на проблемы, которыя геометря должна разрфшить соб- 
ственными средствами, путемъ построенвя собственной метрики; напро- 
тивъ, мы всЪ эти вещи постулируемъ, принимая аксюмы Гильберта; 
строго говоря, требовать при помощи аксюмъ слфдовало бы только то, 
чего нельзя ввести, какь положеня, которыя наша мысль сама ставитъ. 
При помощи аксюмъ конгруэнтности мы требуемъ того, что можно было 
бы дать при помощи акс1юмъ сопряжешя, расположеня (въ проективной 
модификащи) и непрерывности; что особенно важно, въ аксюмахъ конгру- 
энтности, въ частности, коренится основная теорема геометрии положенЯ. 
Это отнюдь не находится въ противорфчи съ тмъ, что Гильбертъ въ 8 11 
своихъ „ОсноваёЙ геометри“ доказаль независимость аксюмъ конгру- 
энтности. Въ указанномъ мБстЪ Гильбертъ показываетъ только, что по 
введенйи его акс1юмъ 1, П, Ми\У, мы еще сохраняемъ почти полную свободу 
въ выборЪ метрики; если бы мы опустили также акаому ГМ, то мы могли бы 
еще выбирать, между прочимъ, между параболической, эллиптической и 
гиперболической метрикой. Именно акбомы Ш и 1\М Гильберта подчи- 
няютъ проективную геометр!ю такимъ требованйямъ, которыя заставляютъ 
изъ многообразныхъь мфроопредЪленй, какя могутъ быть построены при 
помощи остальныхъ акс1омъ, принять одну опредЪфленную. Только въ 
этомъ смысл$ аксюмы конгруэнтности не зависятъ отъ остальныхъ. 


4. Въ аксюмахь конгруэнтности коренится далфе и теорема Де- 
зарга, единственное предложеше плоской проективной геометр!и, которое 
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можетъ быть доказано только при помощи пространственныхъ соо0б- 
раженй. Поэтому планиметр!ю, къ которой мы теперь обращаемся, воз- 
можно обосновать при помощи акс1омъ Гильберта, не покидая плоскости. 
При этомъ выборЪ акбомъ геометр!я оказывается въ такой мЪрЪф подчи 
ненной идеф измфрен!я, что ее часто опредфляютъь, какъ науку о про- 
странственныхъ величинахъ. Въ дфйствительности же, метрическая геоме- 
тря представляетъ собой только частный случай чисто проективной гео- 
метр!и. —Такь, напримфръ, въ „Геометри положеня“ Рейэ предложен 
Евклидовой геометри, опираюнцияся на метрическя соображеня, появляются 
только въ видЪ приложенй, и то въ вид частныхъ случаевъ гораздо 
боле общихъ теоремъ. Синтетическая геометря въ своихъ неметрическихъ 
предложеняхъ пользуется числомъ, только какъ количествомъ предметовъ 
(110111090), а не какъ результатомъ измБрешя (шаопИи@о) *); между 
тБмъ какь проективная метрика приводить къ высшей, наиболЪфе чистой 
точкБ зрЬнйя на „число“, къ точкЪ зрнйя строго качественной, которая 
полчиняеть себЪ, съ одной стороны, обыкновенное число, а, съ другой 
стороны, — величину отрЪзка; проективная метрика воспроизволитъ „сумму“, 
„разность“, „произведен“ и „частное“ отрЪзковъ чисто конструктивно, 
безъ посредства измфряющихъ ихъ чиселъ, какъ это было показано въ 5 18. 


5. Гильбертовы акбомы Евклидовой геометри перечислены и 
подробно разобраны въ двухъ первыхъ главахъ. Было бы слишкомъ 
утомительно, если бы мы попытались развить здфсь для учебныхь цфлей 
систему элементарной геометри, удовлетворяющую болфе строгимъ 
требованйямъ и основанную только на понятяхъ; для этого неизбЪжно 
пришлось бы повторять предложеня, изложенныя въ прелыдущихъ 
параграфахъ, — да и самая система необходимо была бы простраинЪфе 
обыкновенныхъ учебниковъ элементарной геометрии. Къ тому же и са- 
мое изслБдоване основанй геометри еще находится въ полномъ ходу, 
а предложенныя системы еще недостаточно элементарны. ВслЪдстые этого 
мы дадимъ лишь кратюй рефератъ объ основныхъ предложен яхъ и только 
мфстами, гдЪ это неизбЪжно, войдемъ въ большя подробности. 

Наиболфе важнымъ слБдстыемъ акбомъ расположеня является слЪ- 
дующее предложенйе. 

Предложен!е 1. Плоскость раздЪляется кажлой прямой а, въ 
ней расположенной, на двЪ области, которыя назы- 
ваются двумя „сторонами“ прямой и обладаютъ сл$- 
дующими свойствами: каждая точка плоскости, кото- 


*) Это различене ведеть свое начало оть Лейбница и Ньютона. Лейб- 
ниць подошелъ очень близко къ той качественной точкБ зрЪшя на число, какъ 
на систему положенй для выраженя взаимоотношенйЙ, которую мы встрЪтили въ 
$ 18. Ср. Мемюп, Ат. ишу., Зесё. 1, сар. 2 и сочинене Кассирера, цити- 
рованпое въ $ 19. 
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рая не лежитъ на прямой а, принадлежитъ одной и 
только одной изъ этихъ областей; отрЪзокъ, соединя- 
юцший двЪ точки, принадлежация одной и той же области, 
не встрБчаетъ прямой 4; отрЪзокъ же, соединяющий 
любую точку одной области съ любой точкой другой 
области, встр$чаетъ прямую 4 въ одной точкЪ. 

Въ самомъ дфлЪ, пусть Р, булеть произвольная точка плоскости, 
не лежащая на прямой а, и пусть -4 будетъ точка этой прямой; въ такомъ 
случаЪ, согласно аксюмЪ П. Гильберта, отрфзокъ .{Р. солержитъ такую 
точку (О., что точка М не приналлежитъ отрЪфзку Р,О;. Мы утвер- 
ждаемъ, что точки Р; и ()., въ смыслЬ 
предложеня |-го, принадлежатъ од- 
ной и той же области. ДъЪйстви- 
тельно, если К, есть такая точка, что 
отрфзокь Р,К, не встрЪчаетъ пря- 
мой а, то и отрфзокь (), Ю, не мо- 
жетъ встрФтить этой прямой (аксома 
П, въ примфневи къ треугольнику 
Р.О, К). Если теперь В есть произ- 
вольная точка прямой а, хотя бы 
даже и совпадающая съ „|, то на 
прямой Р, В. въ силу акаюмы П,, имфется также такая точка Рь, что 
точка В принадлежитъ отрзку Р.Р,. Такая точка Р, принадлежитъ вто- 
рой области, ибо отрфзокъ Р,К., напримфръ, долженъ встрфчать пря- 
мую а въ нфкоторой точкЪ (., въ силу аксюмы Ш, въ ея примфнени 
къ треугольнику Р.Р,К,; если же точка (), принадлежитъ той же об- 
ласти, что и Р,, а, слЪдовательно, отрфзокъ Р,(), не содержитъ ни одной 
точки прямой 4, то отрфзокъ К. (), долженъ имфть съ прямой а общую 
точку (аксюма П, въ примфнеши къ треугольнику Р,О,К,). Такимъ обра- 
зомъ, точки Ру, (),, К, принадлежатъ одной, Р,, (), ит. д.— другой области. 

Въ эллиптической геометр!и это предложенше уже несправедливо; 
эллиптическая плоскость представляеть собой поверхность, возвраща- 
ющуюся въ себя самое, которая прямой лишей не разлагается на двЪ 
раздфльныя области. 


Фиг. 87. 


` 
6. Какъ изь аксюмъ конгруэнтности вытекаютъ основныя предло- 
женя о конгруэнтности, можно прочитать у Гильберта. Эти предложе- 
ня гласять: 
Два треугольника конгруэнтны, если слфдующ!е элементы 
одного треугольника равны соотвЪтственнымъ элементамъ дру- 
гого треугольника: 


1. либо двЪ стороны и заключенный между нимъ уголъ; 
П. либо сторона и прилежаще два угла; 
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Ш. либо три стороны; 


М. либо дв стороны и уголъ, противолежаций большей 
ИЗЪ НИХЪ. 


Интересное обосноване геометри безъ помощи поняшя объ углЪ 
недавно даль Моллерупъ (МоПегр) *); оно сравнительно просто при- 
водить къ предложешямъ о когруэнтности треугольниковъ. Естественнфе 
всего выводить конгруэнтность изъ симметри, такъ какъ послфдняя 
иметь происхождее болфе первичное, нежели конгруэнтность. Мы 
встрфчаемъ ее, какъ основной принципъ строительства у наибол5е пер- 
вобытныхъ народовъ. На акс1омахъ симметрию обосновалъ, между про- 
чимъ, Пеано **). Лейбницъ вывель теоремы о конгруэнтности тре- 
угольниковъ изъ „аксюмы“, что двЪ фигуры конгруэнтны, если соотвЪт- 
ственно конгруэнтны части, которыми эти фигуры опредфляются ***). 


7. Параллелизмъ можеть быть введенъ слБдующими соображенями. 
Въ двухъ точкахь „и В прямой и возставимъ перпендикуляры ди р. 
Если бы послфде пересфкались въ точкБ (0, которая опредфляла бы 
на прямыхъ 4 и р конечные отрфзки С.А и СВ, то въ Евклидовой и 
гиперболической геометри можно было 
бы подобрать точку (С’ на прямой а 
такимъ образомъ, чтобы точка А при- 
надлежала отрфзку СС’, и чтобы въ то 
же время .4(”-= АС. Треугольники 
ВАС и ВЛАС’ были бы въ такомъ 
случаЪ конгруэнтны, ибо СА == СИ, 
В В, > В = Ве 
ВслБдсте этого мы имфли бы также 
> С'ВА= => СВА; эти углы были бы прямыми, а потому отрфзокъ ("В 
лежалъ бы на прямой ВС. Прямыя аи имфли бы въ такомъ случаб двЪ 
точки пересфченя, что противорфчитъ Гильбертовой аксюмЪ 1,. Однако, 
этого противорфчя не было бы, если бы точка С’ совпадала съ точкой (С, 
такъ что прямая и не раздЪляла бы плоскости, какъ того требуетъ предло- 
жене 1 п. 6 (эллиптическая геометр!я), а также 1) если бы точки Си С' 
были безконечно удалены ®), и наконецъ, П) если бы прямыя 4 и В вовсе 


Фиг. 87. 


*) МоПегир, .., Зи4ег оуег 4сп рЛапе Сеотен; АКзютег ‹0155.), КубБепнауп 
1908 ипа Ма. Апп. 58, 479. 

**) Реапо, 5Ш 1опдатеп ЧеПа Сеотеша, Калла @ Маютайса, уо1. 1\, 
55 (1894). 

*+*) 51 деепитапНа зип сопагиа, айа египё енат Феепитаа розНо ей се 
еодет аейептлапа1 тодо (С. Г. Чегнага+, Гефшяеп$ Ма. Зспяйеп, \, 172). 

2) Мы вынуждены повторить здЪфсь то, на что указывали въ предыдущемъ 
примфчанм; вфдь Гильбертъ въ аксомахь сопряжены ничего не говорить о 
конечныхь и безконечно болышихъ разстояняхъ; да онь и не можеть объ этомъ 
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не перес$кались. Если точка (’ лежитьъ безконечно далеко, такъ что 
точки [1 и С уже не опредфляють отрфзка на прямой 4, который можно 
было бы строить по аксомамъ конгруэнтности, то точку С” нельзя ввести. 
Случаи Г) и ПП) свойственны параболической и гиперболической геометрии. 
Смотря по тому, положимъ ли мы въ Евклиловой геометрии въ основу 
учешя о параллелизмЪ проективную или античную точку зрфнйя, будетъ 
имфть мфсто соотвфтственно случай Г) или П), а другой будетъ исключеиъ. 
Мы получаемъ, такимъь образомъ, въ Евклидовой геометр!и предложене: 


Предложен{е 2. ДвЪ прямыя дир (въ одной плоскости), пер- 
пендикулярныя къ третьей, параллельны. 


Это предложеше допускаетъ въ Евклидовой геометри обращеше: 


Предложен!е 3. Если изъ двухъ параллельныхъ прямыхъ дир 
(въ одной плоскости), первая перпендикулярна къ 
третьей прямой и, то и вторая перпендикулярна къ 
посл дней. 

Въ самомъ дЪлЬ, такь какъ, по акбомЪф о параллельности, черезъ 
точку 4 прямой а не могуть быть проведены двф прямыя 4 и и, па- 
раллельныя прямой ф, а между тмъ прямая а параллельна послЪдней, 
то прямая и должна пересфкать прямую {К въ метрически доступной 
точкЪ В; вмЪстЪ съ тЬмъ перпендикуляръ р’, возставленный изъ точки В 
къ прямой и, согласно предложеню 2, параллеленъ прямой а, а потому, 
согласно аксюм$ о параллельности, долженъ совпасть съ прямой р. 


Предложен!е 4. ДвЪ прямыя дир, перпендикулярныя къ третьей 
прямой с той же плоскости, параллельны, 

ибо онЪ имфютъ общ перпендикуляръ и. Если поэтому прямыя див 
расположены въ одной и ТОЙ же плоскости и параллельны, а третья 
прямая { встрЪчаеть прямую а въ точкЪ 
«1 (см. фиг. 89), то она встрЬчаетъ 
также прямую р въ нфкоторой точкЪ В. 
Если мы опустимъ изъ середины (О) от- 
р$зка „В перпендикуляръ ОХ на пря- 
мую а, то послфднЙ, согласно предло- 
женю 3, будеть также перпендикуля- о 

ренъ къ прямой [; пусть У будетъ точка перес5чешя прямыхъь ОХ и 6. 
"ВмЬст6 съ тфмъ прямоугольные треугольники ОХЛи ОУВ будуть 
конгруэнтны, а потому > ХДО (или а) будетъ равенъ << УВО (или В). 
Эти углы, вслфдстве своего расположеня относительно прямыхъ а, 6, Ь 
называются внутренними накрестъ лежащими ' углами. 


говорить, такъ какъ для установлен я самаго этого поняйя уже нужна разрабо- 
танная метрика. Вообще, такое легкое отношене къ безконечно удаленнымь эле- 
ментамъ представляетъ собой весьма скользюЙ путь. 
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Предложен!е 5. ДвЪ параллельныя прямыя при пересфчен1и сь 
третьей, образуютъ равные внутренн!е накрестъ ле- 
жац!е углы. 

Обратно : 

Прелложеще 6. Если углы а и В равны, то линйи параллельны. 


Въ самомъ дЪлЪ, если мы черезь середину (О отрфзка А/В прове- 
демъ прямую и Х, У будуть точки ея перес5ченя съ прямыми а и р, то 


МОЕ Е РОВ ОО: 
поэтому Л О-Х А = Л ОТВ, > ОХА = < ОТВ; если прямая ОХ 


перпендикулярна къ прямой 4, то она перпендикулярна также къ прямой р» 
а потому прямыя 4 и Ё параллельны (пред. 2.). 

Это основныя предложеня ученя о параллельныхъ линяхъ; непо- 
средственнымъ сл$дстНемъ изъ нихъ является характерное для Евклидовой 
геометр!и предложен: 


Предложен1е 7. Сумма угловъ въ треугольникЪ равна 24. 


Въ самомъ дЬлЪ, черезь вершину С 
треугольника ВС’ (фиг. 90) проведемъ 
прямую, параллельную основайю В; въ 
такомъ случаф углы а и В при вершинЪ (С 
будуть накресть лежащими относительно 
угловь САВи С ВА, а потому сумма уг- 
ловъ, какъ это видно при вершинЪ (,, бу- 
деть дЬйствительно равна выпрямленному 
углу. Если вмфсто угла а при вершин® С 
возьмемъ уголь ХСУ, вертикальный относительно а, то получимъ: 


р в 
Фиг. 30. 


Предложен!е 8. Каждый внЪшн!Й уголъ треугольника равенъ 
сумм внутреннихъ, съ нимъ несмежныхъ угловь: 

2 тОВе В 
8. Чтобы имфть возможность строить геометрическме образы, Ев- 
клидова геометр!я должна стараться возможно скорфе придти къ окруж- 
ности, между тБмъ какъ чисто проективная геометр!я выполняеть основ- 
ныя свои построешя линейкой, т. е. исключительно при помощи прямой 
лини. Окружность опрелфляется, какъ геометрическое м5$сто 
точекъ на плоскости, отстоящихъ на олно и то же разстоян!е 
отъ нЪкоторой неподвижной точки — ея центра. Графически 
невозможно воспроизвести окружность исключительно на основанйи этого 
опредфления 3). Для этого нужно располагать особымъ инструментомъ, 


*) Вообще графически нельзя, конечно, построить ничего, опираясь, исклю- 
чительно на опредфленя; для этого всегда потребуется инструментъ. 
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при помощи котораго можно переносить равные отр$зки, — циркулемъ. 
Однако, выше мы видфли, что въ плоскости циркуль безусловно необ- 
ходимъ только для нанесешя одной единственной окружности, при по- 
средствЪ которой остальныя окружности воспроизводятся уже исключи- 
тельно при помощи прямыхъ лин; но даже и въ этой окружности цир- 
куль необходимъ лишь для того, чтобы установить два „взаимно перпен- 
дикулярныхъ“ и „равныхъ“ дДаметра. По этимъ частямь при помощи 
одной только линейки можно уже построить окружность; иными словами, 
по даннымъ д1аметрамъ возможно исключительно при помощи прямыхъь 
лин построить произвольное число точекъ и касательныхъ кривой. Если 
бы мы захотфли при развит геометри дфйствительно ограничить себя 
этими требованями, то мы были бы вынуждены сильно уклониться отъ 
установившагося учебнаго плана геометри. Мы останемся, поэтому, при 
премахъ Евклида, который предполагаетъ равенство отр$зковь повсюду 
на плоскости даннымъ вм$сто того, чтобы его устанавливать на осно- 
вани понят. Окружность „пересЪкается“ каждой прямой, проходящей 
черезъ ея центръ, въ двухъ точкахъ; это значитъ, что прямая содержитъь 
двф точки окружности (аксома Ш,); м. 
ограниченный ими отрфзокъ называется 
„дтаметромъ“, или „поперечникомъ“, ок- 
ружности, а отрфзокъ отъ центра до 


одной изъ точекъ окружности назы- ге Ч р 
вается „рамусомъ“, или „полупопереч- < т „ р 

^ т 7 д 
никомъ“. и. г 


Прямая и, не проходящая че- \ 
резъ центръ окружности А[, также \ 
можетъ имфть съ окружностью не 47” 
боле двухъ общихъ точекъ. Въ 
самомъ дфлЬ, положимъ, что точка .|{ окружности (фиг. 91) лежитъ на 
прямой и, а Л есть любая другая точка той же прямой; разсмотримъ 
треугольникъ 21ЛЁ1), конгруэнтный треугольнику АТО, вершина ко- 
тораго Л[’ расположена по другую сторону прямой и. Существоваше 
этого треугольника легко доказать, основываясь на акс1омахъ конгру- 
энтности; легко также обнаружить, что прямая АМ” перпендикулярна 
кь прямой и; пусть В будеть точка, въ которой она пересфкаетъ по- 
слфднюю. Если теперь (Х есть точка прямой и, отличная отъ 4 и рас- 
положенная такимъ образомъ, что ВС -- АВ (акаюма Ш.), то треуголь- 


Фиг. 91. 


никь МСВ — МАЬ, а потому МС = МА, т.е. С также пред- 
ставляетъ собою точку окружности, совпадающую съ . лишь въ 
томъ случаЪ, если посл5лняя въ свою очередь совпадаетъ съ основашемъ 
В перпендикуляра МА1’. Если бы на прямой и лежала еше одна точка 
окружности, — скажемъ, [), —то мы бы имбли: МО == МС, М'Р = М.С, 
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ММ' = ММ'; поэтому треугольникь МСМ’ == МОМ" по третьему 
прелложенйю о конгруэнтности треугольниковъ; но въ такомъ случаЪ ока- 
залось бы, что 5 ВМС = 5 ВМО, что противорфчитъь аксюмЪ ПШы, 
если только точка Г) не совпадаетъ ни съ „4 ни съ С. Этимъ, помимо 
высказаннаго утвержден, еще доказано, что каждая прямая, которая 
перпендикулярна къ рад1усу въ конечной его точкЪ ВБ, т. е. 
въ той точкЪ ращуса, которая принадлежить окружности, не имЪетъ 
съ окружностью другихъ общихъ точекъ. Такого рода прямыя 
называются „касательными“, а точка РБ называется „точкою касашя“. 
Для окружности (а также и для всфхъ вообще кривыхъ второго порядка) 
касательныя могуть быть опредфлены просто, какъ прямыя, имъющя съ 
окружностью одну общую точку. Трудности, съ которыми связано опре- 
дфлене поняМя о касательной, выступаютъ только, когда рЪчь идетъ о 
кривыхъ болфе высокаго порядка. 

Если бы на нашей фигур отрфзокь МВ былъ больше радуса 
окружности 7, то для каждой точки „4 прямой и, отличной отъ В, во 
всякомъ случаБ было бы А. > т*); это значить: если разстоян1е 
(такъ называютъ перпендикулярь МВ) прямой и отъ центра окруж- 
ности больше рад!уса, то прямая не имфетъ съ окружностью 
вовсе общихъ точекъ; если же это разстоян{е равно рад!усу, то 
прямая касается окружности. Такимъ образомъ, пересфчене можетъ 
имфть мЪсто только, если разстояйе меньше радуса; что въ этомъ 
посллнемъ случа пересфчене дЪйствительно всегда происходитъ, это 
доказать не такъ просто. Пусть А/ будетъ центръ окружности, О осно- 
ваше перпендикуляра, опущеннаго изъ точки ДА на данную прямую и 
(фиг. 92); положимъ, что ОМ < т. Если Ку есть конечная точка ра- 
дуса МО, и мы отложимъ на прямой и отрзокь ОД» = ОК,, то Му 
будеть больше МО, но все же А[], < т, согласно предложению, которое 
также попутно получается: при доказательствь о конгруэнтности тре- 
угольниковъ и заключается въ томъ, что каждая сторона треугольника 
меньше суммы двухъ другихъ сторонъ и больше ихъ разности. 
Если такимъ же образомъ И, есть конечная точка ращуса М], и на 
прямой # на продолжеши отрЪзка ()/, мы отложимъ отрфзокъ Л.Л, == Ку, 
то въ силу той же вспомогательной теоремы А], > М], > МО, но 
все еще А[], «т. Повторяя этоть рядъ заключенй, мы получимъ на 


окружности точки К», К;,..., а на прямой и отрфзки 7, Л, = ЛК,, 
и ЛА,, .:., ааивевосьесвиь 
МО < М < Мл<М<Му<...<.. (а) 


*) Въ силу предложен, что въ треугольникЪ противъ большаго угла ле- 
жить также и большая сторона; это предложене выводится совмЪстно съ предложе- 
Нями о конгруэнтности треугольниковъ въ качествЪ леммы. 
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Точно такъ же и для любой другой точки 5 отрЪзковъ ОЛ, ОЛ, ОЛ» --. 
иметь мЬсто соотношене М5 < т. Сьъ другой же стороны не трудно 
показать существоваме на прямой и и такихъ точекъ, разстояне кото- 
рыхъ оть \| больше, нежели г; въ самомъ дЪлЪ, прямая, проходящая 
черезь точку М парал- 
лельно прямой и. какъ 
дламетръ, должна имФть съ 
окружностью дв$ общая 
точки Ри (0; если мы 
изъ послфднихь опустимь 
перпендикуляры РР’и ОО" 
на прямую и, то въ силу 
вспомогательнаго предло- 
женя, которымъ мы выше 
пользовались, МР’ Г, 
МО’ г. Если 4 есть точка прямой и, для которой ОА, > ОО’, то 
тЪмъ болфе М. >> 7. На прямой и оказываются, такимъ образомъ, двЪ 
группы точекъ: „внутреныя“ точки, которыхъ разстояшя оть М меньше, 
чмь г и „виыиня“ точки, разстояня которыхъ отъ М больше, 
чфмь г. Если мы на отрЪзкь О.4 отложимъ огрфзокь 4..4, 5= А [о, 
гдь [о есть точка окружности, лежащая на радусь МА,, то МА, 
будеть также больше, нежели 7, но АА, < МА,. Повторяя это 
построеше, мы получимъ на прямой и точки 4, 4., 4,, для которыхь 


Фиг. 923. 


МАМА >МА. >... г (Ъ) 


Такимъ образомъ, точки ], и 1„ съ возрасташемъь индекса п прибли- 
жаются къ одной и той же предЪльной точкф А, для которой МХ ==т. 
Этоть результать можно съ точностью вывести изъ соотношенйй (а) и (5), 
какъ на основани аксюмы Архимеда *), такъ и на основани аксюомы 
Дедекинда. 


Но такъ какъ точки пересфченя прямой съ окружностью въ томъ 
случаЪ, когда не иметь мЪста касане, должны быть парныя, то каждая 
прямая въ плоскости окружности, разстоян1е которой отъ центра 
меньше радгуса, встрфчаетъ послЪднюю въ двухъ точкахъ. 


9. ДвЪ окружности не могутъ имфть болЪе двухъ общихъ 
точекъ. Въ самомъ дЪлЪ, если О; и О, суть центры двухъ окружностей 
(фиг. 93), а 21 есть обшая точка обфихъ окружностей, то можно тотчасъ 
же указать другую общую точку 4’: согласно аксюмЪ Ш., по другую 


*) Мы полагаемъ, что это можно вывести только при помощи аксомы Де- 
декинда, при помощи аксюмы Архимеда этого сдфлать нельзя. 
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сторону прямой ()”О., существуеть уголь, конгруэнтный углу 0.О,-.1; 
на его сторонф, отличной оть (О,О., имЪется такая точка „’, что 
О. /- О. 4. Въ такомъ случаЪ, согласно первой теорем о конгру- 

1 1 у , я 
энтности треугольниковъ, имфемъ (), .1'(% =—=О,.АО,, и потому не только 
4 О, {> О, 4, но и О, 4’ = О, А; иными сло- 


вами, точка .1’ лежить на обфихъ окружностяхъ. 


Этотъ выводъ теряетъ свою силу только 
въ томъ случаЪ, если (),.4О., не есть тре- 
угольникъ; если, слЪдовательно, точка „4 
лежитъ на прямой ().О).. Обратно, если 4” есть 
произвольная точка, которая одновременно при- 
надлежитъ обфимъ окружностямъ (сверхъ точекъ 
Аи 1’), то, въ силу третьей теоремы о конгру- 
энтности треугольника, должны быть конгруэнтны 
треугольники О), 4О., О, ’О., О,Ч"О.. Точка 
„А” должна лежать по одну сторону прямой (), О, либо съ точкой 1, либо 
съ точкой 4’ (предложеше 1). Мы можемъ принять первое; тогда равенства 


Зы Ог ОО и ООО 


возможны только въ томъ случаЪ, если прямая О.” совпадаеть съ 
прямой (), 4, а прямая О," — съ прямой О.,.41, что и требовалось до- 
казать. Если точка «М лежить на прямой О,О., то перпендикуляръ, 
возставленный изъ точки 2 къ этой прямой, перпендикуляренъ къ ра- 
пусамь О,.Ч и О, а потому касается обЪфихъ окружностей; въ этомъ 
случаЪ говорятъ, что об окружности соприкасаются въ точкф 4. Об- 
ратно, если дв окружности соприкасаются, т. е. имъють одну и 
только одну общую точку, то точка соприкосновен1я лежитъ на 
прямой, соединяющей центры, — на „лини центров“, и общая 
касательная перпендикулярна къ лини центровъ. Въ силу извфстной 
теоремы о сторонахъ треугольника мы получаемъ: 


Фиг. 93. 


Предложен1е 9. Если дв окружности пересЪкаются, то линия 
центровзь меньше суммы и больше разности радгусовъ 
обфихъ окружностей и обратно. 

Не такъ легко, однако, доказать обратную теорему. Если линЯ 
центровъ (7/С, меньше суммы ратусовъ г, иг. двухъ окружностей (С., (%, 
но больше ихъ разности 7, — 7, (г, > го), то, хотя въ этомъ случаЪ на 
прямой с имЪются тая точки / и „4 второй окружности, что С,/ < и, 
и С,.4> п, но здъсь мы не имфемъ возможности доказать, не опираясь 
на аксюмы о непрерывности, что обЪ окружности необходимо должны 
перес$каться. Входить здфсь въ подробности этого доказательства нётъ 
нужды, но не безынтересно будетъ указать на то, что основныя постро- 
еня элементарной геометри, относянияся къ отложенио отрзковъ и 
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угловъ, къ дленшю послфднихь пополамъ можно выполнить, не опираясь 
на обращене предыдущаго предложеня. Достаточно будетъ выяснить это 
на задачф о дьлени на двЪ равныя части даннаго отрфзка АВ (фиг. 94). 
Пусть С будеть произвольная точка плоскости, не лежащая на прямой .{В. 
Согласно аксомамъ о конгруэнтности, на плоскости той стороны пря- 
мой .1В, съ которой точка (; не лежить, имЪется уголь (В - АВС. 
а на его сторонф, отличной оть АВ, имфется отрЪзокь С” СВ. 
Въ такомъ случаЪ треугольникъ {С”В — АВС, а потому ВС’ = АС: 
слЪловательно, окружности, имфюнция центры {и В 
и рамусы соотвфтственно Ви (С, должны 
проходить черезь несомнфино существующую 
гочку (^", т. е. должны пересфкаться. 

Изъ двухъ точекъ пересфченя этихъь окру- 
жностей для нашей цфли пригодна лишь га, ко- 
торая расположена относительно точки (; по С 
другую сторону прямой .1В. Согласно предло- © 
жению 1, отрЪзокъ (.(.’ имъетъ сь прямой ВА 
общую точку \|. Эта точка представляетъ собою середину от- 
рЬзка В .1. т. е. „1А[- АВ. Въ самомъ ЦЪлЪ, если бы отрфзку МВ 
былъ равенъ не отрфзокъ 1Л[, а отрьзокь „№, то изъ конгрузнтности 
треугольниковь .1\М(Г и В\[(”, ВМС и АЖХС’ вытекало бы, что 
СХ = СМ. С'’Х- СМ: по въ такомъ случаЪ въ треугольник СМС! 
сторона С” была бы равна суммЪ двухь другихъ, — обстоятельство, кото- 
рое можеть имфть мБсто безъ противорфия съ другими извфстными прел- 
ложеными только въ томъ случаф, когла точка \[ совпадаетъ съ №. Этимъ 
доказано существован!е и построен{е середины отрЪзка. 

Когда намъ извЪфстно, что отрЪзокь „18 имЪеть середину, то мы 
можемь себф представить въ послфдней вершину прямого угла, одна 
сторона котораго лежить на прямой „В; существуетъ, слЪдовательно, 
перпендикуляръ, возставленный изъ середины отрфзка АР. Если мы те- 
перь изъ точекь { и В опишемь двЪ окружности однимь и тфмъ же 
ралусомъ, болышимъ, нежели половина отрфзка .1В. то каждая изъ 
Этихь окружностей должна пересфчь упомянутый выше перпендикуляръ, 
и при томъ въ тБхь же самыхь точкахъ. Въ самомъ ДЪЛЪ, если / есть 
гочка пересфчешя первой окружности съ перпендикуляромъ, то ДВ ИЛ. 
Этимь доказано и обычное построен1е середины отрЪзка, но 
лишь во вторую очередь. 

10. Принимая теперь обращеше предложеня 9, мы имфемъ въ 
виду изложить рЬшене задачи о проведен:и изъ точки © каса- 
тельныхъ къ окружности (); это рышеше, ведущее свое начало, по 
существу, оть Евклида*), тБмь болЪе замфчательно, что оно остается 


_*) „Начала“, Ш, 7. 


Роберъ. Энциклоп. элемент. геометрии. 18 


Фиг. 941 
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справедливымъ и въ неевклидовой геометрии. Пусть 5.4 (фиг. 95) будеть 
касательная къ окружности (); она будетъ, слЬдовательно, перпендику- 
лярна къ прямой ().1. Если мы примемъ во вниманг, что, опуская перпен- 
дикуляръ изъ точки () на прямую 5.4, намъ всегда приходится пользоваться 
точкой ()’, симметричной съ точкой () относительно прямой 5, то мы 
придемъ къ мысли, что цфлесообразно ввести въ нашу фигуру также 
точку (’. Такъь какь ОЗО’ есть равнобедренный треугольникъ, то 
$0 =50' и ОО' =204; поэтому точка ()’ лежить какъ на окруж- 
ности, имфющей центръ въ точкф 5 и рамусъ 50, такъ и на окруж- 
ности, которая имфеть центръ въ точкЪ (и рамусь которой равень 
даметру данной окружности. Такихъ точекъ будеть двЪ — О’ и 0)", 
которымъ соотвфтствуютъ двЪ точки соприкосновеншя [и ВБ, а, слЪдова- 
тельно, и двЪ касательныя 5 и 5В. 

Другое весьма распространенное рЬшен!е этой задачи сводится не- 
посредственно къ разысканю геометрическаго мЪста точекь [и В 


Фиг. 35. Фиг. 96. 


(независимо отъ ралуса даиной окружности). Согласно прелложенйю, 
которое черезь Евклида восходить кь Фалесу Милетскому (около 
600 г. до Р.Х.), геометрическое м\сто вершинъ прямыхъ угловъ, 
стороны которыхъ проходятъ черезь дв неподвижныя точки 
би О, есть окружность, имфющая отр6зокь 50 свонмъ д!аме- 
тромъ. Сообразно этому, точка 1 лежитъ на окружности, имъющей центръ 
въ серединф Л отрфзка 50) и рамусь МО. И дЬйствительно, если Й есть 
произвольная точка этой окружности (фиг. 96), то \/$ = ММ = МО; 
И М5 и ИМО суть равнобедренные треугольники, а потому 


у М5 5 5 М5 МО МГО, 


если мы, поэтому, обозначимъ общую величину первыхь двухь угловь че- 
резъ х, а величину вторыхъ двухь черезъ у, то, по теоремЪ о внышнемъ 
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угл, 32 5МИ’ <= 2х, < /'МО-=2у, а слёдовательно, 2х --2у=24, 
ху=4; поэтому $ХО есть прямой уголъ, что и требовалось дока- 
зать. Данная окружность пересЪкаеть окружность Л{ въ точкахь и В, 
и залача, такимъ образомъ, разр шена. 


1. Предложене Фалеса содержится, какъ частный случай, въ пред- 
ложенши, которое извЪстно подъ назвашемь теоремы о вписанномЪъ 
угл и заключается вь слфдующемъ: вписанные углы, опирающиеся 
на одну и ту же дугу, равны межлу собою. На понятяхъ, вхоля- 
цихъ въ эту теорему, а также и на ея доказательствЪ, которое можно 
вести совершенно аналогично доказательству теоремы Фалеса. мы не 
станемъ здфсь останавливаться, такъ какъ все это не представляегъ ни- 
какихъ затрудненй. Напротивъ, опредфлеше „равенства“ дугъ окружности 
представляетъ нфкоторое затруднене, если мы не хотимзъ опираться при 
этомь на эмпирическое наложене этихь фигуръ. Говорятъ: равнымъ 
центральнымъ угламъ окружности отвфчаютъ равныя дуги. Что 
эго — теорема или опред$лене? Эмпирики „доказываютъ“ это пред- 
ложеше, ссылаясь на воззрЪе (движене). Но въ геометрии, основанной 
на понямяхъ, сущность учешя о величинЪ и объ ея измфренЁи именно и 
заключается въ самомъ установлеши поняйя о равенствЪ при помощи 
понят же, какъ мы это видли въ $ 15, 8 и вь 6 18, 2, гдЬ мы опре- 
дБленнымъ конструктивнымъ прАемомъ установили равенство отрфзковъ. 
Предложене, о которомъ идетъ теперь рЪчь, очевидно, присваиваетъ и 
лугамь характеръ величины: и этимъ характеромъ онф дЪйствительно 
обладаютъ, ибо мы легко можемъ перенести на дуги соображеня, изло- 
женныя въ $ 15, 8 относительно поняття „между“. Но, чтобы установить 
это вполнЪ, намъ не хватаеть еще конструктивнаго према, устанавли- 
вающаго равенство. Ясно, что естественнфе всего было бы опредЪлить 
равенство тфмъ. что равнымъ центральнымь угламъь должны соотвфт- 
ствовать равпыя луги. Можно было бы приведенное выше па стр. 266 
ноложеше Лейбница возвести на степень опредфленя равенства. Если 
же отклонить оба эти предложеня. то остается только путь, велуций 
черезъь общее поняме о длин дуги кривой линЁ!и; это поняте, въ 
свою очередь, должно быть опредБлено, но это настолько трудно, что 
мы вынуждены были отказаться отъ включеня его въ настоящий крити- 
чесюй очеркъ основъ геометр!и, хотя мы не всегда ограничивались здЪфсь 
строго элементарными вопросами. Поэтому въ элементарной геометрии 
прелложене, о которомъ илетъ рЪчь, должно служить опредфлешемь. 


12. О ближайшихъ сл6дствяхъ изъ перечисленныхъ выше предложенй 

и объ ихъ примфненяхъ къ рышеню задачъ на построеше мы не намфрены 

здфсь распространяться. Обыкновенные учебники геометрии и сборники 

задачь даютъ для этого обширный матералъ н многочисленныя указаня. 
18. 


$ 21 276 


&$ 21. Подобе. 


1. Чтобы отъ болфе или менЪфе яснаго представленя, которое мы 
связываемь со словомъ „подобе“ въ примфнени къ плоскимъ фигурамъ, 
перейти кь точному понятию, мы замфтимь прежде всего, что псдоб1е 
представляеть собою нфкоторое отображен!е: дв подобныя фигуры въ 
силу именно своего подобя поставлены другь кь другу въ такое соот- 
вътстые, такь „отображены“ другь въ другЪ, что каждой точкЪ одной 
фигуры отвфчаеть одна опредЪфленная точка другой фигуры. Но этого, 
конечно, недостаточно для опредфлешя полобя, ибо двЪф фигуры, свя- 
занныя круговымъ сопряженемъ (или инверстей, $ 8, 4), также приведены 
въ однозначное соотвфтстье другь съ другомъ; онф однако не обла- 
дають тфмъ, что называютъ подобемъ. ИМри инверси прямой лини мо- 
жетъ отвЪфчать окружность и обратно. Поэтому мы будемъ ближе къ 
цфли, если скажемъ, что полобе есть коллинеащя, т. е. точкамъ пря- 
мой вь подобной фигурЪф опять-таки отвфчаютъ точки, расположенныя 
на одной прямой, и обратно. Однако, ирнмфры аффииныхь сопряжен, 
сь которымн мы познакомимся въ начертательной геометрии, показываютъ, 
что и коллинеашя не охватывает понятя о подоби: прямоугольный 
треугольникъ ие всегда преобразуется коллинсащей въ прямоугольный же 
треугольиикъ. Полобе прелполагаетъь еще олпо свойство, которое коре- 
нится вь этомъ представлени и которое съ нимъ соелиняеть и немате- 
матикъ, — именно, преобразоваше при посредствь подобя сохраняеть 
тЪ же углы *). Сообразно этому мы прежде всего установимъ слБдующее 
опредфлеше: подобнымь преобразованемь одной плоскости 
въ другую называегся такая коллинеац{я, которая не мЪняеть 
угловь °). 


2. Прежде всего необходимо доказать, что подобе, требуемое этимъ 
опредфлешемъ, дфиствительно возможно. Мы пнопыгаемся осушествить это 
сопряжене, или соотв тстые, такимь образомь, чтобы всф прямыя, соеди- 
няюшия двЪ соотвЪтствующия другъ другу точки, проходили черезъ 
постоянную точку (), отвфчающую себЪф самой. Положимъ, что эта точка 
выбрана совершенно произвольно, и что такъ же произвольно выбрана 
одна пара соотвфтствующихъь другь другу точекь „[и «1, на прямой, 
проходящей черезь точку (. Если теперь Б есть еще одна точка, не ле- 
жащая на прямой ().4 (фиг. 97), то соотвфтствуюшая ей точка В, должна. 
во всякомь случаф, лежать на прямой ОБ и при томъ такъ, чтобы 

В, АО - < В/О, а это значить. что прямая Б,.1, параллельна 


) По крайней мфрь, сохраняеть прямые углы. 


5) Т. се. углы между двумя прямыми равны угламъ между соотвфтственными 
прямымн преобразованной фигуры. 


277 $ 21 


прямой В .-[. Точка В, этимь вполнф опредфляется, а вмбстЬ съ тЬмь 
углы треугольника ().{В конгруэнтны соотвЪтствующимъ угламь тре- 
угольника ().1,В,. Въ этихь прелБлахъь наше опредфлеше, такимъ обра- 
зомь, выполняется; но спрашивается, если мы возьмемь еще третью 
точку (7, не лежащую ни на одной изь прямыхь О, АВ, ВО, то не 
приведетъ ли это построеше соотвфтствующей точки (С, къ противорЪчпо? 
Въ самомь дЪлЪ, вь виду равенства 
соотвфтственныхь угловъ должно быть, 
сь одной стороны, В, С; || ВС, а, сь 
другой стороны, .1,(%, || 1С. Но эти 
два требован!я лЪйствительно вы- 
полняются въ силу предложен!я 
Дезарга, которое мы формулировали 
въ 5 10 и которое мы злЪсь будемъ при- 
нимать. Итакъ, полобе въ смыслф уста- 
новленнаго нами опредфлешя суше- 


[6] 


ствуеть, и именно въ томъ болЪе ши- 
рокомъ смыслЪ слова, что не только двф 
какя-нибуль фигуры, но вся плоскосгь отображена чодобно на самой 
себЪ или на другой плоскости. Вь самомъ дЪфлЪ, какь бы ни была располо- 


Фиг. 97. 


жена точка (Х въ плоскости треугольника ().4В, указанное построеше 
однозначно относить ей соотвфтствующую точку (7; тоть случай, когда 
точка (} какь разъ лежить на олной изъ прямыхь 0.4, ЧВ, ВО послЪ 
всего сказаннаго легко исчерпать- р 


3. Конгруэнтность представляеть собою лишь частный 
случай полоб1я, ибо конгруэнтность всегда можетъ быть опредфлена, 
какъ коллинеашя, сохрапяющая углы (г. е. подоб1е), н требующая кромЪ 
гого конгруэитности соотвфтственныхь отрфзковъ. Но, гакъ какъ. сь 
другой стороны, конгруэптныя фигуры ие всегла имфють то взаимораспо- 
ложенше, которое указано въ предыдущемь пунктЪ, то ясио, что тамъ мы 
имЪли дЪло съ частнымь случаемъ подобы, именно со случаемь полобия 
при подобномъ расположенйи. Точка (), отвЪчающая при такихъ усло- 
мяхь самой себЪ, называется цеитромъ подоб!я, и при томь виЪш- 
нимъ или внутрепиимъ, смотря по тому, расположены ли двЪ соот- 
вЪтствуюншя другъ другу точки по одну сторону точки () или по раз- 
ныя (аксома Ц,). Сообразно этому, подоб1е при подобномъ распо- 
ложеши однозначно опредЪфлено, если заданы: 1. либо центръ 
подобЕя и, сверхь того, пара соотвЪтствующихъ другь другу 
точекъ, либо 1. дв пары соотвЪтствующихъ другъ другу то- 
чекь. Если въ случа И должны другь другу соотвЪфтствовать точки 
„Ти _Г, Ви 1’, которыя не всЪ расположены на одной прямой, то 
центрь иодобя опредБляегся пересфченемъ прямыхь .1.! и ВВ’, но 
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при этомъ прямыя „.1’В’ и УВ, конечно, должны быть параллельны 
Однако, это наше услоше можеть быть выполнено еще и такимъ 
образомъ, что всф четыре точки -|, В, 1". В’ лежатъ на одной прямой и. 
Если мы тогда построимъ треугольникъ ВС и подобный ему треуголь- 
никъ _[”В’С’, то точки С и С’ будуть соотвЪфтствовать другъ другу и 
въ первоначальномь подобномъ соотвЪтстви б): поэтому прямыя 41.4” и 
СС’ пересфкутся въ центр подобя. Такимъ образомъ случай Н приво- 
дится къ случаю 1. 

Изь опредБленя подобя вытекаеть непосредственно: если о: 
фигуры подобны третьей, то онЪ подобны другъ другу. Поло- 
жимъ теперь, что фигуры ОДВС ... и О’Л’В’С’... подобны другь 
пругу; положимь далфе, что фигуры 0’. В.С, и О’.[’В’С" не только 
подобны, но и подобно расположены (при центрЪ нодобя ()’); вь та- 
комъ случаъ фигуры О’: В, С. и ОДВС подобны. Это же соотношене 
переходить въ конгруэнтность, если 0’.1[, ^- 0.4; но, если даны точки 
О’и ,, то фигура О’.4. В, С, . .., конгруэнтная фигур ОНВС..., опре- 
дЪлена, если не вполнЪ, то во всякомъ случаф настолько, что возможно еще 
только отражеше относительно прямой О’.1,; это значить: существують 
двЪ фигуры, конгруэнтныя фигур ОЛВС...,—скажемъ, О’.4. В, Су... 
и О’А, ВС! ..., — расположенныя симметрично относительно прямой 
О’.1.; но по каждой изъ этихь двухъ фигуръ мы олнозначно по- 
лучаемъ фигуру О’Л’В’С', если даны точки О’ и 4", и если еще усга- 
новлено, по какую сторону прямой О’А”’ должна лежать точка В“. 
Отсюда слфдуетъ: фигура Р’О’..., подобная фигурЪ РО..., двумя 
парами соотвЪтственныхъ точекь РиР’, Ои О’ опредфляется 
въ такой мЪрЪ, что остается возможнымъ только еще отражен!е 
оть прямой Р”О”. Этимь вмфстБ съ тЪмь доказано: 1) что уста- 
новленное нашимъ опредфлен!емъ поняте о подоб1и имБетъ 
полный смыслъ и не содержить въ себЪ ничего несогласнаго съ Ев- 
клиловой геометрией, и 2) что всякое подобное сопряжен!е ило- 
скости съ собою самой или съ другой плоскостью можетъ быть 
осуществлено нри посредствЪ одного конгруэнтнаго сопряжен!я 
и одного подобнаго сопряженя, сохраняющаго подобное распо- 
ложен!е фигуръ 7); поэтому подобе по существу можно изучать на 
этомь послЬднемъ частномъ случа$. 

4. Если два соотвфтственныхь отрфзка двухъ подобныхь фигурь 
конгруэнтны, то и всЪ соотвфлственные отрЪзки попарно равны. Если одинъ 


°) Ибо оно сохраняетъ углы- 

7) Иначе говоря: всякое преобразоване фигуры въ подобную ей фигуру 
можно произвести, если перенести первую фигуру въ н$Фкоторое другое положен, 
а затьмъ подвергнуть се подобному ирсобразованйю съ сохранешемъ подобнаго 
расположсея, т. е. относительно нзкотораго центра (@ 
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отрфзокь вь три раза больше соотвфтствующаго ему отрЪзка, то и 
каждый отрЪзокъ первой фигуры въ три раза больше соотвфтствующаго 
ему отр$зка второй фигуры. Вообще имфетъ мЪсто слБлующее положеше: 
если одинъ отр$фзокъ одной фигуры составляетз рацщ!ональное 
кратное соотв$тствующаго отрфзка второй фигуры, то и каждый 
отрфзокъ первой фигуры конгрузнтенъ такому же ращ!1ональ- 
цому кратному 8) соотв5тствующаго отрфзка подобной фигуры; 
если, стало быть, а, 6, с суть отрфзки одной изъ такихъ двухъ фигуръ, 
а’, 9’, с, ... соотвфтствующе отрЪзки другой фигуры, то а’2= а, 
ив СС. ..., ГДЪ @)—ращональное и положительное число. Все это 
можно доказать, не пользуясь аксюмой о непрерывности. Съ другой 
сторопы, можно обнаружить, что Дагональ квадрата не представляетъь 
собой рашопальиаго кратнаго его стороны: если, поэтому, мы примемъ 
сторону и джагональ квадрата за соотвфтственные отрфзки двухъ подоб- 
иыхъ фигуръ, то наше предложене не можеть непосредственно найти 
себ примненя къ этимь фигурамъ; можно только обнаружить, что 
щагонали 4 и сторон$ 4’ квадрата съ любымь приближешемъ отвфчаетъ 
такое ращюональное число ©, что @’`= Фа. Но отъ этихь приближен- 
пыхъ равенствь теоря подобя переходить къ предложенямъ, которыя 
справедливы въ точности. Въ этомъ есть нфчто, логически не удовлетво- 
рительное; устранить это удалось лишь въ послфднее время путемъ совер- 
шенно новаго построешя теорш подобя. Если а’С= Фа и @® есть рашо- 
нальное число, т. е. частное двухъ цфлыхъ чиселъ 1н и п, то отрЪзокъ а’ 
представляетъ собой #1-кратную величину отрфзка а/п, который мы будемъ 
обозначать черезъ и; тогда а есть я-кратное отрфзка и. Этотъ отрфзокъ 
и, котораго кратны оба отрфзка ди @’, называется общей мЪрой двухь 
отрЪзковъ. Отрфзки же аи 4’ называются „соизмфримыми“. Если же 
предыдущее соотношене при рашюнальномъ можеть существовать 
только приближенно, то нфть и точной общей мфры , отрЪзки а и а’ 
„несоизмфримы“. Р$чь идеть, слЪдовательно, о томъ, чтобы устранить изъ 
геометрии тЪф трудности, которыя связапы съ понямемъ о соизмфримости 
и объ общей мЪрЪ. Этого можно достигнуть только такимъ образомъ, 
чго мы либо разовьемзъ самое учеше о дЬйствяхь надъ отрЪзками на 
основаши чисто геометрическихь построеншй, какъ это уже и было 
намфчено для проективной геометри въ & 18, либо же постараемся 
‚охватить чисто геометрически весь относящийся сюда матералъ; по- 
слфднее всегда должно быть возможно, ибо число, поскольку ими 
пользуется геометря въ своей метрикЪ, можеть быть разсматриваемо, 


5) Подь рашональнымъ кратнымъ отрЪзка а разумБютъ отр$зокъ а’, 
составленный изъ м отр$зковъ, каждый изъ которыхъ составляеть я-ую часть 
отр$зка а, цри чемъ в и я суть цБлыя числа. 
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только какъ система, служащая лишь для выражешя различныхь соотио- 
шенй съ чисто качественной стороны. 


5. Метрика въ теорши подоб!я основана на подоби „системь иря- 
молинейныхь отрфзковь“; мы разумфемъ подъ этимъ слБлующее: поло- 
жнмь, что на двухъ прямыхъ ции’ даны отрфзки х, у, {,.,. и соотвфт- 
ственно д’, }", ',... вь одинаковомъ числф (но, по крайней мфрЪ, по два 
на каждой прямой), которые мы отнесемъ другь къ другу въ качествЪ 
соотвфтственныхъ, какь это видно уже по обозпаченымъ. Мы булемъ 
говорить, что системы отрфзковъ н(л, у, у...) ни, у, у, ...) 
подобны, или символически 


имо. им... 


если мы можемъ разсматривать ци и’, какъ соотвЪтственныя 
прямыя двухь подобныхъ фигуръ, въ которыхъ отнесенные другь 
къ другу выше отрЪзки х их’, уиу, ди Хх’ также являются соотвЪт- 
ственными. Этимь мы расширяемъ прежнее опредфлене полобя, которое 
теряеть содержане, когла обф фигуры состоять исключительно изъ от- 
рЪзковъ. соотвфтственно расположенныхъ на двухъ прямыхъ, такъ какъ 
въ этомъ случаъ нЬть никакихь угловъ. 

Пусть 5 будегь точка, не лежашая на прямой и (фиг. 98), а 1, В, 
(Г, ... точки, ограничивающия отрЬзки х, 4, »‹.. На прямой и; 
„Г, В’, С, О’, ... суть соотвфтетвуюнця 
точки на прямой и’; если мы построимъ тре- 
угольникь 5'’.{'В’, подобный треугольнику 
$АВ, то треугольники 5/1С и 5' Л’ С”, 
$ВС и 5'В’С’ ит. д. должны быть со- 
отвфтственно подобны: отсюда можно сдф- 
лать лвоякй выводь: 1) если па прямой 
и ланы всЪ отрфзки, то на прямой и" 
можно выбрать произвольно только одинъ 
отрёзокь 21’В’, ибо подобе треугольни- 
ковъ 5./Ви 5’. [’ В’ опредфляетъ точку 5’, 


. 
ь. < ‚ а чрезь ея посрелство, опять-таки вслЪл- 
АХ В № 16, стые подобя треугольниковь 5.{Сн 5’ С". 
опредфляется точка ( ит. д.; 2) если 

в существуетъ одна такая пара точекь % и .5',. 
и что съ присоединешемъ ихъ мы получаемъ 


подобныя фигуры (5./4ВС ... и 5'1'В’С....) 
то любой точк5 5 можно (двоякимъ образомъ) отнести точку 5’, такъ 
что упомянутыя фигуры окажутся подобными. Наше расширенве понятя 
о подоби является, слБдовательно, допустимымъ. Два положен!я точки а 
симметричны относительно прямой и’. 
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Такимъ образомъ, изь чегырехь отрЪзковь х, уих’, у’ на 
прямыхъ ии # въ силу подоб1я этихъ системъ одинъ всегда 
опред$ляется тремя остальными; этотъ четвертый отрЪзокъ по 
величин и положеню не зависитъ отъ выбора вспомогательной 
гочки %: онъ зависитъ, слфдовательно, только отъ взаимнаго располо- 
женя опредБляющихь его отрфзковь на прямыхь ни в’. Если двЪ 
фигуры подобны третьей фигур и подобно относительно нея 
расположены, то онЪ также подобны между собой и подобно 
расположены одна относительно другой, какъ это легко полу- 
чается изъ теоремы Дезарга 3). Положимъ теперь (фиг. 98), что фигуры 
ИНО... и 5'4В' С"... а таюке ВС ом ОВС 90 
вътственно подобны и имфють подобное расположене. Если сверхъ того 
фигура 1! Ву... конгруэнтна фигурь МВ..., то и фигура 5АВС... 
конгруэнтна фигурЪ 5.1. ВС» .--, ибо отрЪзки 55%, 1.1, ВВ, СС. ... 
параллельны; слфдовательно, вели- 


чины отрЪзковъ х, у, х’, у’ не зави- о 
сягъ оть разстояня между прямыми 
пиши и оть точки О 19). Но 
боле того: если мы совмЪ$стимъ 
прямую и, съ прямой и (фиг. 99), 
не совмЫщцая точки г/, съ точкой 
.|[, то согласно установленному 
выше предложено *), прямая 5.55 
будеть параллельна прямой и; 
если поэтому () есть цеитрь [> 

полобя фигуръ 5’. В"С’...н бе Зам 

5,4 ВоСо..., то и пряма ОО 

будегь параллельна прямой 5%, !'), а, слфловательно, и прямой и. Если 
мы еще проведлемь прямую ().| параллельно ().1,, прямую ОВ, па- 


у) На фиг. 98 каждая изъ фигуръ 5,4 В, и ЗАВ подобна и подобно распо- 
ложена огносительно фигуры 5’А’1’. Стороны треугольниковь 5,.4,В. и ЗАВ соот- 
вЪтственно параллельны сторонамъ треугольника 5’, а потому 5..1, 54, 5,В, 5Ви 
А.В, АВ. Это тотъ частный случай теоремы Дезарга, когда точки пересБченя со- 
отвЪтственныхъ сторонъ лежать на безконечно удаленной прямой. Поэтому прямыя 
55. 41, В.В проходять черезъ одну точку  центръ подобя фигурь ЗАВ и 5,4, Во. 

1‘) Если РВ’ и В'С' суть, скажемъ, отрЪзки \’ п \", а ИВ есть отр$зокъ \, 
то ВС есть отрЪзокъ у, опредфлясмый подобемъ двухъ ситемъ; по сслн .4, В, == В, 
то ВьС, = ВС. Иначе говоря, отрЪзокъ у остается одинъ и тотъ же, возьмемъ ли 
мы х на прямой н или на прямой и. 


#) Справедливость этого предложешя въ настоящемъ частномъ случаЪ легко 
обнаружить при помощи предложен Дезарга. 

и} Если мы возьмемъ треугольники АРА, и 55'5%., то прямыя, соединяющя 
соотвфтственныя вершины, перссфкаются въ одной и той же безкопечно-удаленной й 
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раллельно ()В,, ОС, параллельно ()Сь и т. д. и найдемь проекши „1,’, 
В,', Су, ... точекъ „1, В, Ср»... изъ точки О) на прямую ш, то фигура 
О.В, С.Л В,С, ... будеть конгруэнтна фигурф О.4 ВСС >, 
такъ что 


о 


Этимь во 1) доказано построенме, которое было указано въ $ 5 
(фиг. 5) для передвиженя фигуры вдоль по прямой и которое можеть 
быть выражено слъдующимъ образомъ: каждая прямая, параллельная 
основан!ю трапещи, пересфкаетъ боковыя стороны и д1агонали 
послЪдней въ четырехъ точкахъ, которыя служатъ концами 
равныхъ отрфзковъ (.1В —= 4 Вь на фиг. 100); во 2) мы замфчаемъ, 
что и расширенныя системы отрфзковъ 1.1, ВВ,, ССь зи АТ 
ВВ’, СС, --. взаимио-подобны; если поэтому АВ х, СР -- у, и отрЪ- 
зокь .[.В,. какъ выше, конгруэнтенъ отрЪзку .1В, то и отрЪзокъ .[/В,’ 
конгруэнтенъ отрЪзку . В’. конгру- 
энтенъ, слфдовательно, отрфзку у". 
Такимь образомъ, каждый изъ че- 
тырехъ отрЪзковъ х, х', у, у" опре- 
дфляется не только соотношенемь 
н(1В, СР) —- и (А’В’, С’), 

но также и  соотношенемъ: 
н(-6В,, СО) — и (АЯ, В’, СР; 


это значить: подоб1емъ двухь 


ИР Ра 7. 
Фиг. 109. 


системъ отрфзковъ Н(х, у) и Ш'(х, у) между величинами четы- 
рехъ отрфзковъ х, х’, у, 4" устанавливаегся такое соотношеще, 
которое совершенно не зависить отъ выбора прямыхъ Ни! 
и оть того положеня, которое отрЪзки занимаютъ на этихь 
прямыхъ; это соотношеше опредФляется, слфдовательно, исключительно 
величинами трехь изъ этихь отрЪфзковь. То именно обстоятельство, что 
величина отрфзковъ зависить исключительно отъ трехъ изъ нихь, мы 
булемь выражать слфдующимь образомъ: пара отрЪфзковъ х, № но- 
добна пар х’, 5", или символически (х, \) — (х', 3); равнозначу- 
щимь этому мы будемь также считать соотношеше (у, х) — (у, х). Но 
мы еще разъ подчеркиваемь, что это должно имЪфть только слфдующее 
значене: если мы отложимь па прямой и отрфзки 1В хи СО, 
а на прямой и’, параллельной первой, отложимь отрфзокь РВ’ х,, 
найдемъ точку пересфченя () лучей „1.1 и ВВ’, а загЪмь точки пересЪ- 


точкЪ; поэтому точки пересфченя соотвфтственныхъ сторонъ: 44’ н 55 (0), 4'Аь 
и 5'5, (0), а также безконечно удаленныя точки пересфчешя прямыхь АЯ и 55%, 
лежать на одной прямой; нными словами, прямая ОО проходить черезъ безконечно 
удаленную точку пересфченя параллелей .1.4. и 55,, т. е. параллельна имъ. 
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ченя (С’и 0’ прямыхь ОС и ОП съ прямой 1, то ОР Напр 
томь независимо во 1) оть разстояня прямыхъ И и г и во 2) оть 
расположеня трехъ опредфляющихь отрЪзковъ на этихъ прямыхъ. Теперь 
мы можемъ дать общее опредфлене: „свободную“ систему отрЪзковъ 
[ль ...) мы будемъ считать подобной „свободной“ же систем 


отрзковъ (хх, ^’, х,..-), если въ смысл прежняго опре- 
дЪления существуютъ двЪ „связанныя“ системы отрЪзковъ 
т а и (х, у, т,...), подобныя между собой; связан- 


ными же мы будемъ называть наши прежыя системы отрфзковъ въ томъ 
смыслЪ, что отрфзки каждой системы должны лежать на одной прямой, 
и мы разсматриваемъ взаиморасположеше отрЪзковъ на этихъ прямыхъ 12}. 


6. Намь нужно теперь показать, что мы дЪйствительно выдфлили 
ядро тфхьъ прелложешй. которыя обычно выражаются съ помощью про- 
поршй, при посредств$ метрическихъ соотношенй, между тфмъ какь мы 
старались лать этимь соотношенямъ качественное выражене; это выте- 
каеть теперь непосредственно изъ того, что мы можемъ, исходя изъ на- 
шихъ опредфленй, придти кь обычнымъ предложенямъ о подоби и кь 
относящимся сюда построенямъ. 


Предложен!я о подоб!и треугольниковъ: два треугольника 
подобны, если выполняется одно изъ слъЪдующихъ четырехъ 
услов!й; и обратно, если треугольники подобны, то имфють 
мЬсто сльдующ!е четыре предложения. 


1. Два угла одного треугольника равны двумъ угламъ 
х 
другого треугольника. 


1. Одинъ уголъ одного треугольника равень углу дру- 
гого треугольника, а стороны, заключающИя эти углы, 
образуютъ двЪ пары подобныхь отр $ зковъ. 


11) Хотя основное опредБлеше уже дважды формулировано въ текстЪ, мы 
сиптасмь полезнымъ ещс разъ пояснить сущность дла. Авторъ показываетъ слЪ- 
ующее: если мы возьмемъ двф параллели ии и’, на одной изъ нихь отложимъ 
цва отрфзка ^(.18) и у(СР), а на другой возьмемъ отр3зокъ ^"(.4’В’) и произведемъ 
ностроеше, указанное выше въ текстЪ, то мы получимъ отрфзокъ у’(С’7”, не 
зависящй ни отъ разстояшй между параллелями, ни отъ того, какъ мы распо- 
пожили наши отр%зки на соотвфтственныхъ параллеляхь; отрЪзокъ С'Р’ однозначно 
опредфляется тремя остальными, и только то обстоятельство. что онъ именно этимъ 
путемъ получается по тремъ остальнымъ отрфзкамъ, мы п будемъ впредь разумЪть, 
говоря, что пара (.4В, СР) подобна парЪ (АВ, С'РУ) или (х, у) > (х, м); но болЪе 
того: если отрфзки х, у, х'и у’ расположены какъ угодно, но, будучи пере- 
несены на дв параллели, три изъ нихъ указаннымъ построешемъ даютъ четвер- 
тый, то мы все же будемъ говорить, что пара (х, ъ) подобна парЪ (л", \"); наконецъ, 
мы будемъ говорить, что система (ху, 4...) подобна системЪ (х”, }", д',...), если 
каждая пара одной системы подобна соотвфтствующей парЪ другой системы. 
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Ш. ДвЪ стороны одного треугольника образують съ двумя 
сторонами другого подобныя пары отрфзковъ, уголь 
же, противолежаций большему отрфзку одной пары, 
равенъ углу, противолежащему большему отрзку дру- 
гой пары. 

У. Три стороны одного треугольника образуютъ сь тремя 
сторонами другого треугольника подобную систему 
отр Ъзковъ. 

Кь предложен!ю 1. Для доказательства предложеня [ достаточно 
замфтить, что въ этомъ случаЪ и третй уголъ одного треугольника ра- 
венъ третьему углу другого. такь какъ сумма угловъ какъ въ олномь, 
такь и въ другомь треугольникБ равна 24. Значитъь, по опредфленю 
треугольники подобны, и обратно. 

Для доказательства обращенйй остальныхъ предложенйЙ мы построимъ 
два треугольника, конгруэнтные даннымъ подобнымъ треугольникамъ, и 
притомъ такъ, чтобы они имфли также подобное расположенше; именно 
вершину (7 одного треугольника АВС мы примемъ за центръ подо- 
б1я, такъ что вершина С” 
подобнаго треугольника 
’В’С’ должна будеть 
совпасть съ (; (фиг. 101). 
Тогда точки /4’и В’ бу- 
дутъ лежать на прямыхъ 
СЛи СВ, а прямая 1’ В" 
булетъ параллельна пря- 
мой .1В. На прямой 4В 
мы  отложимь  отрЬзки 
АА > АС, ВУ ^ ВС. Пусть Х’, У’ будуть точки пересфченшя прямыхъ 
СА, СГ сь прямою ГВ’. Вь такомъ случаБ треугольники Х’Л'С и 
А {С будуть подобны, равно какь и треугольники 7’’В’'С и УВС; по- 
этому \ГСи У’В’С суть равнобедрениые треугольники, и потому 
„РА’ = МС, В’У’- В'С. Если мы обозначимь стороны треугольника 
ЧВС, противолежация вершинамь |, В, (;, черезъ а, $, с и аналогично 
стороны треугольника .1’В’С” обозначимъ черезъ а’, [', с’. то ВУ а, 
И АВЕС и Вт МР ЕЕ сан 
(а, с) и (@’, [', с’) суть подобныя системы (обращеше предложен 
Н, И, Ц). 

Къ предложен1ю 1. Обращаясь теперь кь прямой теоремЪ ИП, 
положимъ, что АСВ- - ГС'В’. На сторон С.Л мы отложимъ 
отъ точки С`отрЪфзокъ. равный С”.{', и конечную точку его опять-таки 
обозначимь черезъ -1[’; затфмъ на прямой (ХВ мы выберемь точку В 
такъ, чтобы прямая :/’В* была параллельна прямой .{В; паконець мы 


Фиг. 101 
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отложимъ на прямой {В отрЪзокъ .1.Х, конгруэнтный .4С, и отрЪзокъ В’, 
конгруэнтный ВС; точку пересфченя прямыхъ 2’ Ви СХ мы обозначимъ 
черезь \’. точку же пересфченшя прямыхь {В и СУ- черезь }”. 
Въ такомь случаф треугольники Х’/{’Си ЛС будуть подобны (1), 
равно какъ и треугольники 7’В(и ВС; поэтому ИХ’ — С р, 
Ву’ ВС; сь другой стороны, (а, 6, с) и (В=}”, А’ А’ Ве) суть 
подобныя системы, или, что насъ собственно здфсь только интересуеть, 
(а, 6) — (ВУ. ГЛ), такь что (а, В) > (В=У’, №), но по условию 
прямой теоремы П (а, В) — (а, $’); слБловательно, В У” — 0’, а такь 
какъ мы уже нашли, что 3%)” — В®(, то ВС а’. Такимь обра- 
зомъ, точка [3 совпадаетъ сь точкой В’, гдЪ В’ ^ а’, и треугольшикь 
„ЁВ’С’ дъйствительно подобень треугольнику АВ(., такь какь тре- 
угольникь .1”*(; не только полобенъ треугольнику 1ВС. но и иметь 
съ нимъ полобное расположене. й 
Кь предложен! ю 1. Положимъ, что сре и, ясв- 
Г С’В' и ($, © — ($, с). Мы можемъ принять, что оба треуголь- 
ника имфють общую вершину (.. что точка .4” лежитъ на прямой С, 
точка В’ на прямой В(. Нужно только доказать, что прямая 4” В” па- 
раллельна прямой 21. Положимъ, что прямая, проходящая черезъ точку 
„{’ параллельно „В, всгрЪчаеть прямую (В въ точкЪ 8*; тогда дфло 
сводится къ тому, чтобы обнаружить, что точка В* совиадаеть съ В’. Если 
мы вновь отложимъ отрЪзокь .[Л\ > (СС Ь, ин если Х’ будеть точка 
пересфченя прямыхь „| и СХ, 1о АХ’ > АС. Поэтому 
(\.4, 4В) — (МА, 4’ В), т.е. ($, с) — ($, 4'В®); такъ какь по 
услов!ю (р, с) — ({’, с’), то (ГВ) — с". Треугольникъ „ГВС имфеть съ 
греугольникомъ ./’В"(` лвЪ соотвЪтственно равныя стороны (.-{“( 7 РС, 
РВ“ — ГВ) и общий уголь у, противолежаций какь въ одиомъ, такъ 
и вь другомь треугольник большей сгоронЪ. Эти треугольники, сл6до- 
вагельно, конгруэнтны, и точка Б* совпалаеть съ В’ Но гакь какъ 
треугольники 4’ В*С и АВС подобны и полобнымъ образомъ располо- 
жены, то прямая теорема Ш локазана. 

Къ предложенпо [У. Дано, что (а, В, с) — (4, [', г). Изъ отр%з- 
ковъ 4, (, с мы иостроимь треугольникь .1С и но прежнему отложимъ 
1А-Ь ВУ-а, СУТЬ и черезь точку „1 проведемъ прямую, 
параллельную /\ }, которая пересфчеть прямую СЛ въ точкь Х’, прямую 
СВ въ точкь 2’, накопецъ, прямую СУ’ въ точкь )”. Мы должны 
доказать, что (Б’-а’ и ГВ’ с’. Изъ параллельности прямыхъ 
Х’А’ и \Х.1 сллуеть, что ХС и Х.1С суть равнобелренные тре- 
угольники, а потому \’. [’^-{’; но вслфдстые подобя системъ (А, АВ) 
и (\", В’ имфемъ, съ одной стороны, (6, с) — (’, 4ВБ’); а сь 
другой стороны, по условйо, (р, с) — ({’, с'}; поэтому ГВ’ > с’. Далфе, 
съ одной стороны, (УВ, БУ’) - (-ГВ’, В’”), или (с, а) — (с, "У; 
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съ другой стороны, по условйю (С, а) — (с’, а’), а потому и а. 
вмБстЪ сь т6мь В'С а’. что и требовалось доказать. 

Изъ изложеннаго локазательства вилно также, какъ нужно строить 
греугольникъ /1’В’С' вь каждомъ изъ четырехь случаевъ. 


7. Какь бы странной ни казалась эта система изложешя, можно съ 
полною точностью доказать, что она вполнф передаеть солержаше тЪхь 
предложенй, которыя обыкновенно излагаются въ мегрической формЪ. 
Мы перевелемъ еще только важныя предложеня Пиеагора и Аполлон!я 
на языкь нашей качественной метрики. Пусть ВС (фиг. 102) будеть 
треугольникъ съ ирямымь угломъ при вершин С. Пусть в, В, 6 00а 


( 


Я В р 


Фиг. 102. Фиг. #3. 


имьють обычныя значеня. На прямой {РВ отложимъ отр6зки „1. ^ С 
и 1/= ЛС; въ такомь случав умы СА. и > ИСВ равиы 
кажлый 4/2, а потому, согласно первой теоремф о полоби треугольни- 
ковъ, треугольникь ХС В полобенъ треугольнику (ИВ. СлБловательно, 
(ХВ. ВС) -— (СВ, ВХ), т. ®. 

(а Р 6—1) (1) 


Изъ точки (’ (фиг. 103) мы опустимь перпендикуляръ р на прямую 165; 
основаше его Г лЪлитъь гипотенузу 13 на о?рзки ЛЁ ин ЁВ, которые 
мы булемь обозначать черезь ри 9. Въ такомь случаБ треугольникь 
АЕС — СГБ, а потому 


(1, В — Ч. 1), (2) 
и треугольникъ ЕС — 4СВ, а потому 
(р, 6) — (6. 0. (3) 
Эти три соотношеня воспроизволять прелложеня ИПиеагора съ ихь 
слЪдстыями, которыя въ старой систем обозначешй гласятъ: 
ет: а=а:@е—8). шин @=@- М, и 
р: = д: р, или 9" — р, (2’) 
ле 3% ИЛ В) == 60: (31 


| 


“———=ы5ы5-_.[=.—_—_ 
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Злфсь нужно, однако, замфтить сльлующее: въ соотношеняхъ (1), 
о Е р представляютъ собой не болфе, какъ соотношеня, 
обозначающе отрЪзки, и „формулы“ (1), (2), (3) выражаютъ только 
низвфстныя соотношеня въ расположени отрфзковь при надлежащихь 
построеняхъ. Напротивъ, въ соотношеняхъ (1’), (2’), (3*) а, В, с, р В 
выражаютъ не отрЪзки. а измфряюнця ихъ числа; упомянутыя же фор- 
мулы содержать утвержденя, касаюцияся только этихъ чиселъ. 


Вь видахъ другого примЪненя теори подо@я системь отрфзковъ 
мы построимъ въ треугольник „ВС (фиг. 104) равнодфляшя угловь 
при вершинЪ (С’и обозначимъ черезь /”`и П” точки пересфченя ихь съ 
противолежащей стороной; на 
прямой С. отложимъ отрфзки 
С} СТ’ - СВ; въ такомъ 
случаь С| ВУ, СИ"1 ВК; 
поэтому (21 || У’В, СИ" УВ, 
а потому 4СИ’-— АУ’В и 
АСИ’ — АУБ, те И 
(АТ, АВ} — (ЧС, АГ’) и 
2) (4И’, АВ) — (АС, АТ). 
Такъ какъь далфе изъ соотношеня (х, у) — (х’, 3’) всегда вытекаетъ 
также (л, у, ху, х— у) — м, У, хм’ РУ, х’— У), какь это легко 
усмотрфть изъ построеня, дающаго перелвижеше отрфзка по прямой 
(фиг. 99) 1°), то вслЪдстые соотношеня 1) (4, АВ — А) — (АС, 
ЛУ’ — АС) или (ИТЛ, ПВ) — ($, а); велфлстые же соотношеня 2) 
(АП”, АН” — АВ) — (АС, АС- ЛЕ, или (П7А, ИП” ВУ — 6, а). 


Соединяя полученные результаты, получаемъ: 


Фиг. 104. 


(И. ПВ) — (ТА, И”В) — ©, а), иными словами: 


РавнодьляиМя угловь при вершинБ С треугольника {ВС 
встр6чаютъ противоположную сторону 13 въ такихъ двухъ 
точкахъь Ди”, что 


(ГЛ, ИВ — ГА. "В — (СА, СВ. 


Такь какъ равнодБляшия СИ” и СП” двухъ смежныхъ угловъ при 
вершинв (’ взаимно перпендикулярны, го черезь точки (;, И`и И” про- 
ходить окружность, имБощая отрфзокъ ДИ” своимъ даметромъ. Если 
мы, кромф точекь Ли В, закрфпимь также точки И” и И”, то точка С 


13) На этомъ чертежь (4, 8,, В, С,) — (А, В,, В’ С,'), а въ то же время 
(1, Ву д, С,) — (Аг Ву, ВИС) и (В, СЬ 4, С,) — (В/Сь, А С,). 
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можеть перемфщаться только по названной окружности. Это приводить 
кь слфлующему предложен!ю: 

Если между точками /, В, И, расположенными на одной 
прямой, имЪеть мфсто соотношене (ГА, ГВ -— ЧР’, И” В), то 
окружность, имБющая своимъ д!аметромъ отрЪзокъ ИИ”, пред- 
сгавляетъ собою геометрическое мфсто точекъ (;, лля которыхъ 


(СА, СВУ — ОГ, НВ) 
Это такь называемая Аполлон1ева окружность- 


8. Какъ было уже сказано выше, поняе о подоб\и системъ отрЪзковъ 
было бы вполнЪ достаточно, чгобы установить, основываясь чисто качествеп- 
ныхь понямяхъ исключительно на чисто качественныхъ понятяхъ, свойства 
плоскихъ фигуръ, облекаемыя обыкновенно въ метрическую форму; тфмъ 
не менфе эта система изложеня представляла бы слишкомь большое от- 
ступлеше отъ обычной и была бы мало примфнима для вычисленй, отно- 
сящихся кь практическимъ примфрамъ. Однако, можно безъ труда свести 
принятую нами злфсь символистику къ обычной системф пропоршй: это 
выполняется чисто формально, вныпнимъ образомъ, при чемь подъ зна- 
ками а, $) С... все-таки не приходится разумфть ничего, кромБ отрфз- 
ковъ. Съ этою иблью достаточно только, какъ это уже выяснилось вт 
$ 7 при локазательствь теоремы Пиеагора, соотношене 


(х, 4) — (©, ") выражать черезь х:лу = ен. (1) 


Такъ какъ подобе представляетъ собою взаимное свойство фигуръ, 
то мы можемъ, когда иметь мЪсто соотношене (1), писать также: 


м: у’ == : у соотвфтственно прежнему обозначен!ю: (т) — ©). (2) 
Вь виду п. 5 и соогношеня (1) отсюда вытекаетъ также: 
(ух) — 0’, м), те уху: м. (3) 
Тамъ же было доказано, что изъ соотношенйя (1) слфдуеть также 
(рр ет, Жив — м), (4) 
или вь новыхъ обозначешяхъ 


ху: у), ху» = (у): я) 6) 


“) Иными словами, отвлекаясь отъ того содержашя, которое мы раньше 
соединяли съ пропоршей х:у==х’:}", мы условимся впредь подъ этимъ знакопо- 
ложешемъ разумбть лишь то соотношеше четырехъ отрфзковъ, которое мы до 
сихь поръ выражали зпакоположенемъ (х, х) — (х, №). 


————=— 4 
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Очень легко доказать, что перпендикуляры, возставленные изъ 
серединъ трехь сторонъ треугольника, проходятъ черезь одну точку. 
Нрим$няя это предложеше къ треуголь- 
нику, который получимъ, если черезъ 
три верншины даннаго треугольника про- 
ведемъ прямыя, параллельныя противо- 
лежащимъ сторонамь, получаемт, пред- 
ложеше: три высоты треугольника 
(т. е. перпендикуляры, опущенные изъ 
вершинъ на противолежация стороны) пе- 
ресфкаются въ одной точкЪ, вътакь 
называемой точкф „высотъ“ (фиг. 105). 
Если обозначимь черезь Н эту точку въ треугольшикЪ „ВС, а осно- 
ваня периенликуляровъ обозначимь черезъ Х, У, Х, то 


а) АЙС — НИВ, а потому (ИС, ХЛ) = (ИВ, ИН); 
ь) ВИС — НИ, а потому (ИС, В — (Ил, ДИ). 


© 


1 
| 
] 
| 
| 
| 
\ 
1 
| 
} 
| 


Вы озна, 


Рф №’ 


Фиг. 105. 


Сьъ другой стороны, мы можемъ совершенно произвольно отложить 
отрфзки ХЛ -х, ИВС у, затЬмъ провести прямую ДМ | В и на 
ней отложить отрфзокь ДН = д’, изь точекь „41 и В опустить перпен- 
дикуляры ‚4У и ВХ на прямыя НВ и НА и опредфлить точку пере- 
сбченя (; этихь периендикуляровъ. Тогла 1] есть точка высотъ треуголь- 
ника /1В(; а потому, если мы обозначимъ отрфзокъ СИ черезь у, то 


(0; 4)", ©; о: С ь 
Отсюда вытекаеть важная формула, выражающая законъ перестановленя 
членовъ: 
Если (х, у) — (№, у), то (хх) (м), или: (6) 
В 2”, то м ЭДЖ. 
Для полноты мы еще отмБтимъ: 
ОИ ХЕ, 20:0, ТОО. 10 


Въ самомъ дЬлЪ, такъ какъ по условию (х, у) — (\’, 4") и (5) — (№, 5), 
то, какъ было выяснено въ и. 5 (фиг. 99), (х, у, = (мух 


9. Соотношешемъь а: р = х:с длина отрфзка х однозначно опре- 
дфляется. Мы будемъ разсматривать ее, какъь „преобразоване“ „дроби“ 
9:6 или 4/6 кь „знаменателю“ с 15). Такь какь при „одноименныхь“ 


3) Дробь вида а/ё вводится здфсь просто, какъ нфкоторый символъ, соста- 


вляемый изъ двухъ отрЪзковъ, для котораго формально устанавливаются правила 


‚ 
( 


ы : : а й 
сравнешя и операщй. Такъ, условге равенства двухь дробей ь И р» заключается въ 
й ? 


Веэберъ, Энциклоп. эпемопт. гоомегри. 19 
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дробяхь а/с и 6/с опредблене сложеня и вычитамя напрашивается 
само собой: 


в ны: Ь _а— В (8) 
С С ыы с бе” 
ТО мы имфемъ ВОЗМОЖНОСТЬ ВЪ силу этого складывать и вычитать любыя 


дроби. Въ виду соотношешя (7) мы имБемъ возможность опредфлить 
умножен{е и дфлен1е равенствами: 


й х | ВХ. Хх. (9) 
Ух < ке У 

НапримЪръ, чтобы образовать произведеше а/6 . с/4, мы полагаемъ 4 =, 

р = у, ‹/4= уз; этимъ отрфзокъ < однозначно опредЪляется; тогда 

ав. с/4 = х[К, такъ что вспомогательный отрфзокъ у совершенно вы- 

ключается. 

Для нашихъ цёлей этихъ указан достаточно. Изъ сказаннаго уже 
совершенно ясно, что этой символической снстемф операшй надъ отрЪз- 
ками можно внолнф присвоить законы сопряженя чиселъ; не хватаеть 
только еще опредфленвя, согласно которому производилось бы сравнене 
этихъь „дробей“, но это достигается положещемъ, которое само собою 
разумфется: а/с < Б/с, если а<3ф; можно также устранить знаменателей 
путемъ введеня отрЪзка „единицы“, е или 1; этоть послфднй отрёзокъ 
не долженъ мЪняться въ предЪлахь одного и того же изслфловашя, и 
въ качествь знаменателя, который всегда подразумфвается, его всегда 
можно ставить или опускать по желанйю. Изъ соотношеня ай ш 
слфдуетъ, папримЪръ: 

И о-в 


р 
Пе и (9), 


не 4сй 9 10 


.— = - = 9) 
м ре 


или, наконець, 44 = с; при этомъ, правда, принимается, что законь 
перемфстительный при умпожеши дробей совмфстимъ съ остальными на- 
шими опредфленями; это, впрочемъ, легко доказать. 

Доказательство законовь сопряженя мы здЪфсь оставимъ; намъ нужно 
еще только возвратиться къ теоремф Дезарга, которая составляетъ основу 
всего нашего системы конструктивнаго исчисленя. Какъ мы видфли 
въ 6 10, 1, это предложеше легко доказать, опираясь на аксомы Ги Пи 
принимая также аксому о параллельности; но при этомъ приходится поль- 
зоваться трехмрнымъ пространствомъ. Однако, тотъ, кто принцитально 


томъ, чтобы (а, 5) — (а’, №"). Привести дробь а/В къ знаменателю с значитъ составить 
дробь а’/с, равную дроби а/6. Остальныя критерм сравненя и правила дЪйстьЙ 
въ общихъ чертахъ намфчены въ текстф; полная теоря этого исчисленя требуетъ 
довольно продолжительныхь разсужденй. 
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желаль бы, чтобы планиметря была предоставлена своимъ собственнымь 
силамъ, естественно будетъ искать такого доказательства, которое было 
бы построено только на аксюмахъ плоскости; но, повидимому, врядъ ли 
существуеть такого рода доказательство, которое такъ или иначе не было 
бы связано съ исчислешемъ отрфзковъ; если мы, поэтому, желаемъ огранн- 
чить себя аксюмами плоскости, то для этого необходимо поставить ученше 
о подобми на совершенно другую основу. Но для этого необхолима бо- 
ле сложная система исчисленя отрфзковъ, какъ, напримБръ, система, 
прелложенная Гильбертомъ; это задача, надь упрощешемъ которой въ 
настоящее время много работаютъ *). 

ТригонометрИя съ формальной своей стороны также можеть быть 
построена независимо отъ понятя объ общей мЪрЪ, т. е. независимо оть 
Архимедовой аксбомы, какь это обнаруживаеть исчислеше отрЪфзковъ съ 
номошщью „проекщоннаго нараметра“, предложенное Моллерупомть **). 
Собственно, только въ примфнени геометри къ спешальнымъ случаямъ, 
представляемымъ практической жизнью или естествознашемъ, можеть быть 
интересно обращаться къ измфреню и къ числамъ, къ когорымъ оно 
приводить; но во всЪхъ этихъ случаяхь можно всегда удовольствоваться 
приближенной общей мЪфрой (и двухъ отр%зковъ, которая должна суще- 
ствовать въ силу акФомы Архимеда. Въ этихъ предфлахъь геометрия, 
какъ область чистаго мышленя, можетъ собственно, совершенно отка- 
заться оть иррашональнаго, что дословно означаеть, „не имфющее 
отношеня (къ единиц)“; это сдфлало бы ея развите при помощи по- 
нятй гораздо болфе элементарнымъ, нежели то, которое дается обычно. 
Для нашего воззрфн!я же иррашональность часто несомнфнно предста- 
вляется натуральнфе и яснфе; и рфшительно нельзя утверждать, что въ 
школьномъ обучени геометря, основанная на понятяхь, должна замфнить 
собой наглядное изложене. Напротивъ того, было бы очень жаль, если 
бы вздумали ввести въ школу чисто абстрактную геометрию; это было бы 
лучшимъ средствомъ задушить въ зародыш ф непосредственную радость 
отъ творчества созерцающей фантази, столь свойственную юношеству, 
и воспитать людей, бфдныхь духомъ. РазвЪ только въ старшихъ классахь, 
когда производится повторенше элементарной геометрии, въ связи съ вве- 
денемъ въ теорню познаня, было бы умфстно указать на логическое по- 
строенйе геометр!и, ибо ариеметика и геометры, построенныя на чистыхъ 


*) Важнфйшая литература: 
НИБегь Огл@аоеп, $ 13 #., $56 228 
]. МоПегир, Зи@еп оуег 4еп рапе оеотеме ахюшег, Корспвареп 1903, также 
Ма. Апп. 56 и 58; 
Е. Зсвиг, Ма. Апп. 57; 
А. Кпезег, Агсп. г Маш. и. Рпуз. (3. Веше) Ва. 2. 


*+) См. ссылку на стр. 266. 
15 
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поняяхъ, именно и могутъ дать ключъ къ пониманио теорш познанйя, въ 
особенности той, которую создали Платонъ, Декартъ, Лейбницъ, 
Кантъ. 


$ 22. ИзмБрене площадей. 


1. Перифер!я треугольника, квадрата, прямоугольника, а также окруж- 
ность представляють собой простфйние прим5ры линй, которыя разла- 
гаютъ плоскость на дв „раздЪфльныя части“ такимъ образомъ, что всякая 
точка плоскости, не лежащая на соотвфтствующей лини 4, всегда при- 
надлежитъ одной и только одной изъ этихъ двухь частей; кромф того, 
точка одной части не можетъ быть соединена съ точкой другой части 
такой ломаной лишей, которая не встрфчаеть лиши 7, производящей 
это дЪлеше; двЪ же точки, принадлежания одной и той же части, всегда 
могутъ быть соединены отрфзкомъ или ломанной линей, не встрёчающей 
этой лини 4. Этоть фактъ представляетъ собой непосредственное слфдстве 
аксюмъЪ сопряженя и выведеннаго изъ нихъ предложеня 1-го 8 20. 
Лины Я, обладающая указаннымъ свойствомъ, называется „однократной 
замкнутой“ лингей *); двЪ же части, о которыхь идетъ р6чь, обладаютъ 
тЪмъ свойствомъ, что одна изъ нихь — „внЫшняя“ — содержить цфликомъ 
безчисленное множество прямыхъ лин; другая же — „внутренняя“ — не 
содержитъ ифликомъ ни одной прямой. Внутренняя часть „окружается“ 
лией А; она образуеть „ограниченную площадь“ — „плоскую фигуру“. 


2. Потребности практической жизни, какъ, напримфръ, опред5лене 
стоимости участка земли, окрашивае или золочене стБны и т. п.. 
вынудили присвоить каждой ограниченной плоской фигур$ величину 
[которая въ случаъ поля можетъ измфряться временемъ, потребнымъ для 
обработки (Могееп), или числомь необходимыхъ вспомогательныхъ силъ 
(поега, Тосп, Ос|зеп), въ случаЪ окрашиваня стЪфны — в5сомъ затраченнаго 
материала и т. п.|; лишь гораздо позже это наглядное представлене претво- 
рилось въ точное поняе. Только въ самое послЪднее время, въ особен- 
ности благодаря изслфдовамямь Шура и Гильберта. удалось овладфть 
понямемъ о площади, по крайней мЬрЪ, въ гЬхъ предфлахъ, въ какихь 
это необхолимо для элементарной геометрии. 


Всякое опредфлене величины относительно; именно, оно всегда 
зависить отъ точки зрфня, съ которой намъ угодно производить 
сравнене. Для измБрешя величины плонадей имфло рЫынающее значеше 
то практическое требоваше, что площади фигуръ, ограничиваемыхъ кон- 
груэнтными лишями, должны считаться равными, между тёмъ какь пло- 
щадь ограниченной фигуры „4, которая ифликомъ принадлежитъ другой 


*) Въ противоположность и-кратно замкнутымь лиШямъ, раздфляющимЪ 
плоскость на п-- 1 частей. 


293 $ 22 


фигурЪ В, не охватывая послфдней цфликомъ, должна считаться меньше, 
нежели площадь фигуры В. Если фигура В, въ свою очередь, принадле- 
жить ифликомъ третьей фигурЪ (7, не охватывая послфдней цфликомъ, 
то и фигура 24 содержится въ фигурЪ С; если, слфцовательно, 4 < Ви 
В<С, то А< С, какъ этого требуетъ общее поняце о величинф. Сравнимъ 
теперь совершенно аналогичное положене дфла, исходя отъ котораго мы 
пришли въ проективной геометрии къ синтезу понят о величинЪ отрЪзковъ; 
тамъ, какъ и здЪсь, мы могли сравнивать съ В только въ томъ случаЪ, 
когда 1 составляетъ часть В; и подобно тому, какъ тамъ мы получили 
возможность сравнивать два отрфзка, не имфюще общихъ точекъ, лишь 
посл того, какъ условно ввели премъ, которымъ устанавливалось ра- 
венство отрфзковъ въ поняци и въ {чистомъ) воззрЬши, такъ и здЪеь, 
чтобы сообщить замкнутымъ фигурамъ характеръ величины, мы должны 
прежде всего установить законъ, который опредфлялъ бы равенство пло- 
щадей. По Гильберту („Основаня геометр1и“, $ 18) для этого необхо- 
димо поняе „о равносоставленныхъ фигурахъ“ *). Два „многоугольника“, 
т. е. фигуры, ограниченныя прямыми линями **), мы будемъ называть 
равносоставленными, если они могутъ быть разбиты каждый на ко- 
нечное число треугольниковъ такимь образомъ, чтобы каждому соста- 
вляющему треугольнику въ одномъ многоугольник отвфъалъ конгру- 
энтный ему составляющЕ треугольникъ въ другомъ многоугольник$. ПослЪ 
этого опредфлеше равенства площадей, или равновеликости, по 
Гильберту, гласитъ: два многоугольника называются равновеликими, 
если къ нимъ можно присоединить два равносоставленныхъ многоугольника, 
такимъ образомъ, чтобы полученные посл этого многоугольники въ свою 
очередь, оказались равносоставленными. Трудность сравнеНя площадей 
заключается въ томъ произволЪ, который оставляетъ это опрелЪлеше. При 
проективномъ сравнени отрфзковьъ мы имфли вполнЪ опредфленное по- 
строеше, которое разрЪшаетъ вопросъ о равенствЪ ихъ. Въ настоящемъ же 
случаБ совершенно нельзя обозрфть всбхъ возможныхъ разложенй; 
а рйой нфтъ даже увфренности въ томъ, что опредфленя равнососта- 
вленныхь и равновеликихъ фигуръ имфютъ смыслъ, такъ какъ можно даже 
предположить, что, согласно этимъ опредфленямъ, всЪ многоугольники 
окажутся равновеликими между собою. Устранить это сомнфне невоз- 


*) Поняме о равносоставленныхъ фигурахь впервые введено В. Больэ 
(\!. Воуа!) въ его „Тепател“. Къ задачь о равносоставленныхь фигурахъ 
возвратился потомъ Шёнеманъ (ЗсНбпетапп. Зое$ь, Рг. 1884 и 1888). Основа- 
тельно вопросъ разобранъ въ журналЬ „Мает. Аппа!еп“ Рети (Вешу; т.т. 38, 
42 и 45 названнаго журнала), Раузенбергеромъ (Каизепрегоег; т. 43 названнаго 
журнала) и Добринеромъ (ПоБииег: т. 42 названнаго журнала); см. также 
сочинене послФдняго „Тешаеп аег Сеотеше“, Гера, 1898. 

**) Мы принимаемъ, что многоугольникъ ограниченъ однократною замкну- 
той ломанной. 
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можно безъ довольно пространныхъ подготовительныхЪ разсужденй, по 
крайней мфрЪ, если мы желаемъ, какь мы это дфлали въ теорм подобйя, 


Фиг. #06. 


на треугольники А;, А. А.',.. 


обходиться безъ пря- 
мого примфненя акс! 
омы о непрерывности; 
съ этимъ послфднимъ 
требованемъ съ точки 
зрня идеальной гео- 
метрии безусловно необ- 
ходимо считаться, если 
это только возможно, 
потому что иначе, ссы- 
лаясь на непрерывность, 
мы безъ нужды вво- 
димъ болфе сложное 
поняе объ иррашо- 
нальномъ. 

3. Изь опредфленй 
Гильберта слфдуетъ: 
Предложене 1. Если 

два многоуголь- 
ника равнососта- 
влены съ третьимь, 
то они равнососта- 
влены также другъ 
съ другомъ; если 
два многоуголь- 
ника равновелики 
третьему, то они и 
другъ съ другомъ 
равновелики. 

Въ самомъ дЬлф, 
если  многоугольники 
Р’ир" равносоставлены 
каждый съ многоуголь- 
никомъ Р (фиг. 106), 
то послфднй разбива- 
ется, съ одной стороны, 


., А», которые вь другой группировк® 


составляютъ многоугольникъ Р”*), а, съ другой стороны, — на треуголь- 


=) О конгруэнтныхь треугольникахъ мы здЬсь говоримъ, что это тЪ же 


треугольники. 


— —& 


чу 


4 


—‹ 
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ники А", А", А.",..., Ау", которые въ иной труппировкЪ воспроиз- 
водятъ многоугольникъ Р". Если мы себЪ теперь представимъ, что въ 
многоугольник Р одновременно произведены оба эти разложеня, то 
это вообще говоря уже не будеть разложене на треугольники; но, 
присоединяя новые отрфзки мы можемъ обратить его въ разложене на 
треугольники 18); при этомъ, какъ каждый изъ треугольниковъ А’ такъ 
и каждый изъ треугольниковъ А" разложится на меньшие треугольники 9. 
Это разложеше соотвфтственныхъ треугольниковъ А’и А" мы произве- 
демь также на многоугольникахъ Р’и Ё"; тогда какъ многоугольникъ [”, 
такъ и многоугольникь Р” представять собою аггрегать треугольни- 
ковъ 0, изъ которыхъ составляется также многоугольникъ Р. Этимъ 
доказана первая часть предложеня 1. 


На фиг. 106, которая предназначена еще и для другой цфли, сто- 
роны треугольниковь А’ отмфчены жирными лиными; стороны треуголь- 
никовъ А” отмфчены штриховымъ пунктиромъ, когда онф не принадлежать 
перифери многоугольниковъ Р’ или Р"; конгруэнтные треугольники д 
помфчены однимъ и тЬмъ же номеромъ, арабскими цифрами. 


Во второй части предложеня 1-го намъ даны два многоугольника 
р’ и р", которые равновелики третьему многоугольнику р; это значитъ: 
если мы къ многоугольникамъ р’и р одновременно присоединимъ н$ко- 
торые треугольники А,'’, А.', А’, ..., Ак, ТО „расширенные“ такимъ 
образомъ многоугольники Р’и Р, равносоставлены; слфдовательно, они 
могутъ быть составлены изъ однихъ и тхъ же треугольниковъ /),', [),', ... 
Точно такъ же къ многоугольникамъ |” и р можно одновременно при- 
соединить треугольники А,", А.”, А", ..., А," такимъ образомъ, чтобы 
расширенные многоугольники Р" и Р, разлагались на одни и тБ же 
треугольники 1)”, ).", .... Мы представимъ себЪ теперь, что къ много- 
угольнику [› одновременно присоединены какъ треугольники А,', А, ..., Ар’, 
такъ и треугольники А.", А", А.",..., Ак’ въ такомъ видЪ, въ какомъ 
они расположены соотвфтственно въ многоугольникахъ Р’и Р". Можетъ 
случиться, что ни одинъ изъ треугольниковъ А’ не покрываетъ ни одного 
изъ треугольниковъ А”; можетъ, конечно, имфть мЪсто и обратное. Если 
бы нфкоторые треугольники А’ и А” другъ друга покрывали, то фигуру П, 
которая образуется при ихъ взаимномъ наложени, мы разобъемъ на сфть 
треугольниковъ; но въ такомъ случа фигура П можетъ быть получена 
какь изъ многоугольника Р’ путемъ присоединеня нфкоторыхъ треуголь- 
никовъ ду, 0., ... этой сфти, такъ и изъ многоугольника Р” присоеди- 


8) Если мы нанесемъ на многоугольникЪ Р какъ одну, такъ и другую сть 
треугольниковъ, Р то перифери т$хъ и другихъ треугольниковъ разложатъ много- 
угольникъ на многоугольники, которые мы дагоналями можеть вновь разбить на 
треугольники. 
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нешемъ нфкоторыхъ треугольниковъ 0,, д,-.1, ... той же сЪфти. Если 
мы присоединимъ первые треугольники къ многоугольнику Р’, а вторые 
къ многоугольнику Р", то расширенныя фигуры Ш и Ц, равнососта- 
влены съ фигурой Ш, а, слЁдовательно, и другъ съ другомъ; поэтому 
многоугольники р”и р” равновелики, что и требовалось доказать. 

Если два параллелограмма АВСП и 
АВЕГ (фиг. 107) имфютъ общее осно- 
ване ЛВ, а верхня основа СД и ЕЕ 
2 расположены на одной прямой, то мы мо- 

жемъ получить изъ нихь одну и ту же 

трапешю АВСР, разъ присоединяя къ пер- 

вому параллелограмму треугольникъ /)ВГ, 

а другой разъ присоединяя ко второму 
параллелограмму треугольникь С.4/[, конгруэнтный треугольнику ЮВЕ; 
слБдовательно, оба параллелограмма равновелики. Очень простое обоб- 
щене этого результата даетъ намъ, такимъ образомъ: 


Фиг. 107. 


Предложен{е 2. Параллелограммы, имфюн{е равныя основан!я 
и равныя высоты, равновелики. 


Если мы чрезъ середину Ё стороны (СВ треугольника АВС про- 
ведемъ прямую, параллельную основано .4В (фиг. 108), то она, согласно 
аксюмЪ Ш,, должна встрЪтить сторону (2. 
въ нфкоторой точкь П); эта точка пред- 
ставляеть собой середину этой стороны, 
такъ какъ треугольники СЁ) и СВА 

р 2 подобны и СВ=2. СЕ. Если теперь точка 
Е расположена на прямой )Ё такимъ об- 
разомъ, что Ё есть середина отрфзка ПГ, 
то треугольники СОЁЕ и ВЕН конгру- 

я р; энтны, .1{ВЛЕ есть параллелограммъ. Если 

а мы къ нараллелограмму присоединимъ тре- 
угольникь ДЕС или же къ треугольнику АВС присоединимъ треуголь- 
никь ЕКЕВ, конгруэнтный предыдущему, то мы въ томъ и въ другомъ 
случаб получаемъ многоугольникъ (:.1ВЕЁС; отсюда слфдуетъ: 


с 


Предложен{е 3. Каждый треугольникъ равносоставленъ съ н%- 
которымъ параллелограммомъ, имфющимъ такое же 
основан{е и вдвое меньшую высоту. 

Отсюда слфдуетъ: 


Предложен!е 4. Треугольники, имфющ!е равныя основан!я и 
равныя высоты, равновелики, ибо они равновелики парал- 
лелограммамъ, которые также имфютъ равныя основанНя и 
равныя высоты. 
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Предложен1е 5. При наличности Архимедовой акс!1омы параллело- 
граммы, им$ ющЁе одинаковыя основан!я и одинаковыя 
высоты, равносоставлены. 

Въ самомъ дфлЪ, пусть (фиг. 106) Ри Р’ суть данные параллелограммы 

и точки Ё, О, Т, 5 пусть будуть расположены на одной и той же пря- 

мой; проведемъ .4, 4, || ВЕ, 1,4. || №5 А, АВЕ, АА, и 

Чььь-а || До, Ч,» || ВЕ. ...; такимъ образомъ, мы полу- 

чимъ на прямой /,Тконгруэнтные отрЪзки аа, ый 

Согласно акс!омЪ Архимеда между этими отрфзками долженъ быть 

одинъ /4.„.[2„+з, который содержитъ точку Т. Положимъ сначала, что 

п>1; напримЪфръ, на фиг. 106 н—2. Если мы теперь черезъ точку 

У, 1 проведемъ прямую, параллельную ВЁ, то послдняя встртитъ уже 

не отрЪзокъ „4, Г, а отрфзокь [5 въ точкЪ, которую мы обозначимъ 

черезь К. Аналогично этому въ параллелограммь Р проведемъ отрфзки 

СК, Г.М, МО, параллельные Ло. Въ такомъ случаЪ ОМ] ТАТА, 

параллелограммы же Ри Р’ оказываются равносоставленными, если мы 

примемъ за составляющие треугольники тф, которые обведены жирными 
штрихами, ибо 1.4, А,> СВК, А, А, А. > СЕТ, ...1). Можно было 
бы думать, что намъ здфсь пришлось прибЪгнуть къ акс1омф Архимеда 
только вслфдстые особенности нашей фигуры, такъ что при другомъ по- 
строеши мы, быть можетъ, могли бы этого избЪгнуть. Однако, Гиль- 
бертъ въ 5 18 своихь „Основан“ строго доказалъ, что это не такъ. 

Изъ предложевй 3 и 5 безъ труда выводится. 

Предложен{е 6. При наличности акс1омы Архимеда треуголь- 
ники, имвющ!е одинаковыя основаня и одинаковыя 
высоты, равносоставлены. 

4. Такь какъ мы не желаемъ пользоваться акбомой Архимеда въ 
теор площадей, то мы здфсь не будемъ пользоваться предложенями 
5 и 6. Изъ различныхъ слфдствЙ, которыя вытекаютъ изъ предложенй 
1 —4, мы упомянемъ наиболфе важное, а именно теорему Пиеагора: 

Квадратъ, построенный на гипотенузЪ прямоугольнаго тре- 
Уугольника, равенъ суммЪ квадратовъ, построенныхъ на его 
катетахъ. 

Для доказательства построимъ (фиг. 109) на гипотенузЪ В квад- 
рать {В Б.А, и квадраты АСВ, и ВСС,В, на катетахъ. Прове- 
демъ также прямую В,С, и при сторонЪ А.В. построимъ треугольникъ 
А.БуСу, конгруэнтный „1В С, такимъ образомъ, чтобы онъ былъ распо- 
ложенъ внф квадрата, построеннаго на гипотенузЪ. Если мы повернемъ 
четыреугольникъ .1,.1В В, вокругъ вершины . такимъ образомъ, чтобы 
точка 1, упала въ точку (С, то точка В упадеть въ точку 4, точка 
В, —въ точку (.. Такимъь же образомъ четырехугольникь А ВЕНЕ: 
ох п) Въ послфдней части 4, ГА, = МОМ, А,К5 = МОО, ТА, В = ОМЕ, 
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вращен1емъ вокругъ точки В можетъ быть приведенъ въ совмфщене 
съ четырехугольникомь С,В.ВС. Такъ какъ, далфе, четырехугольникъ 
ЛА, В,В конгруэнтенъ четырехугольнику +1, 5, С.Ви, то шестиугольникъ 
3. АВВ, С.В, конгруэнтенъ шестиугольнику С21.41, С, В.В; но каждый 
изъ этихь шестиугольниковъ содержить по два данныхь прямоугольныхъ 
треугольника А, ибо А = 1ВС <= ВБ, СС, == 4.В.С.. Отнимая по 2А 
отъ обоихъ шестиугольниковъ, мы 
получаемь равновелия фигуры, 
именно, съ одной стороны, сумму 
квадратовъ, построенныхъ на кате- 
тахъ, а съ лругой стороны, —-квад- 
ратъ, построенный на гипотенузЪ*). 

П. Эпштейнъ (Р. Ерет) 
замфтилъ, что это доказательство 
легко превратить въ такое, которое 
даетъь самое разложен1е **). 
Достаточно только продолжить 
прямыя 1.1, и ВБ, до перес$- 
ченя съ прямой .4, СБ, и принять 
во вниманНе точки [Ги Г, съ ко- 
торыми совмфстится вершина С 
при упомянутыхъ выше вращеняхь 
четырехугольника 4, 16 В,; какъ 
легко усмотрфть по соотношевямъ 
между углами, отмфченными на фигурЪ, эти точки лежать на прямой ое: 
тЪ части фигуръ, которыя отм$чены пунктиромъ, теперь, конечно, можно 
опустить. Если мы еще проведемь (Х|| 1, СВ, НГУ. то квадратьъ, 
построенный на гипотенузЪ, распадается на 8 попарно конгруэнтныхъ 
треугольниковъ, которые въ другомъ расположеши составляютъ также 
сумму квадратовъ, построенныхъ на катетахъ. 


Фиг. 109. 


5. Хотя основныя предложеня теорм площадей такимъ образомъ 
легко доказываются, въ особенности, если мы пользуемся аксомой 
Архимеда, мы все же не должны себя обманывать; нельзя думать, что 
одно лишь только опредфлеще равенства и неравенства площадей, а также 
сложеня (посредствомъ приложен), уже претворяеть совокупности 
площадей въ величину; напротивъ, для этого требуется еще, чтобы было 


*) Пиеагоръ жилъ въ УП стольии до Р. Х, но уже приблизительно за 
1200 лЪтъ до этого времени египтянамъ былъ извЪстенъ частный случай, именно, 
прямоугольный треугольникъ со сторонами 3, 4и 5; весьма вЪроятно, что имъ 
пользовались для нанесевя прямыхъ угловъ. Ср. М. Сащог, „ОБег @е Нее Ш- 
@зсне Матетаык (Агсыу 4ег Ма. и. Рнуз, [3] 8, 68—72). 

**) Ср. „ИейзсНг. 1. ша. и. пали. Ущем“. ХХХУИ (1906). 
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возможно опредфлить и „умножене“; требуется также доказательство, 
что операщи, названныя сложешемъ и умноженемъ, подчиняются тфмъ же 
законамь сопряженя, какь и въ ариеметикф; наконецъ, нужно еще, 
чтобы существовало по одному и только одному значенйю, представля- 
ющему аналогю нуля и единицы. Въ проективной системф измфренйя 
отр5зковъ мы строго провели всф эти требованя. Въ настоящемъ случаЪ 
нрямой путь въ этомъ отношени привелъ бы къ слишкомъ большимъ 
трудностямъ. Гильбертъ въ своихъ „Основаняхъ“ ($ 20) даль гораздо 
боле простой премъ, который, правда, на первый взглядъ представляется 
нфсколько страннымъ 18). 

Если а, 0, с суть стороны треугольника А, а ри, [ь, }. суть соот- 
вЪтственныя высоты, то д: фь =: ра, а: + =с:ра, такь что 


ОЕ ВС де). 


Произведене изъ стороны треугольника на соотвфтствующую ей 
высоту не зависить отъ выбора стороны; точно такъ же и половина этого 
произведеня. Это послфднее мы назовемь мфрой площади треуголь- 
ника А и будемъ обозначать черезъ /(А), такъ что: 


ЛА) = 14.8, = 4Ъ.Б, = 4с.В,. 


Умъстность коэффищента 1 вскорф обнаружится. Теперь мы много- 
угольникамъ присвоимъ характеръ величины такимъ путемъ, что мы и 
имъ, какъ и треугольнику, присвоимъ мБру площади. Доказательство же 
того, что площади дЪйствительно имфютъ характеръ величины, необходимо 
для того, чтобы обнаружить допустимость опредфленя равновеликихъ 
многоугольниковъ, такъ какъ А рйой не лишено возможности и такое 
нредноложене, что всф многоугольники, быть можетъ, равновелики. Когда 
Евклидъ при доказательствв обращеня предложенй 2 и 4 пользуется 
общимъ положешемъ ха? то Одот 500 иё00ес иыбор &0% (цфлое больше 
части), то этимъ именно онъ и постулируетъ, какъ указываеть Гильбертъ, 
что площади имфютъ характеръ величины. 


6. ОтрЪфзокъ, который соединяеть вершину 5 треугольника А съ 
точкой противоположной стороны х, называется трансверсалью треуголь- 
ника. Трансверсаль производить трансверсальное дфлене треугольника 
на два составляющихъ треугольника, которые имфютъ точку 5 общей 


18) См. дополнене И „Объ изм5реши площадей и объемовъ“ въ кониЪ книги. 

1) На каждое изъ этихь произведенй можно смотрфть двояко: либо какъ 
на произведене чиселъ, изм6ряющихь соотвфтствуюние отрфзки,— и тогда это 
равенство гласитъ, что три произведеня дають одно и то же число, либо какъ на 
произведене отрЪзковъ въ смыслЪ указаннаго выше исчисленя отрЪзковъ, — въ 
такомъ спучаЪ это равенство гласитъ, что указанныя три произведеня выражаются 
однимъ и тмъ же отрЪзкомъ. Авторъ указываеть ниже, что онъ предпочитаеть 
посл$днюю точку зр$ёня. 


$ 22 300 


вершиной, а основайя которыхъь , и 5, лежать на прямой ю. Оба 
составляющихъ треугольника имфютъ одну и ту же высоту р, вслфдстве 


чего мы получаемъ: 


(8) = Зв — зб) = У) -ЕЛА,). 

Повторное примфнене этой формулы даетъ: 

Вспомогательное предложен{е. Если треугольникъ А раздъленъ 
на составляюн!е треугольники такимъ образомъ, что 
всЪ вершины послфлнихъ расположены на двухъ сто- 
ронахъ даннаго треугольника, то мфра площади тре- 
угольника А равна сумм мфръ площадей составляю- 
щихъ треугольниковъ (фиг. 110). 

Если, напротивъ, треугольникъ А разложенъ на составляюнще треугольники 

4 такимъ образомъ, что нёкоторыя вершины послфднихъ ЗЧ, тесный 

расположены внутри треугольника А, а не на его сторонахь (тогда 


Фиг. 110. Фиг. 111. 


какъ друйя вершины расположены на сторонахъ треугольника А), то мы 
соединимъ вершину & треугольника А съ точками Л,, 4.,..., и 
нродолжимъ эти прямыя до пересфченя съ основашемъ треугольника А въ 
точкахъ В,, В.,..., В». ВслЬдстые этого треугольникъ А разбивается 
на п-|- 1 треугольниковъ 0, 0,,..., д,, имфющихь ту же вершину и 
ту же высоту; поэтому, согласно нашему вспомогательному прелложенйо, 
мфра площади треугольника А равняется сумм мЪфръ площа- 
дей этихъ составляющихъ треугольниковъ. Обозначене вершинъ 
А, Л.,..., Ч,» могло быть выбрано такимъ образомъ, чтобы ни въ од- 
номъ изъ п-- 1 треугольниковъ д не было внутри вершинъ „4. Каждый 
изъ треугольниковъ 0 разобьется поэтому на треугольники и четырех- 
угольники, вершины которыхъ лежатъ на его сторонахъ (фиг. 111). Если 
мы каждый изъ четырехугольниковъь при номощи дагонали разобъемъ 
на треугольники, то мфра площади треугольника 0, согласно вспомога- 
тельному предложению, равняется сумм мЪръ площадей составляющихь 
треугольниковъ =. Такимъ образомъ, /(.) можетъ быть представлено въ 
видф суммы мфръ площадей всфхъ треугольниковъ &, которые въ сово- 
купности образуютъ треугольники 9. Но изъ тфхьъ же треугольниковъ & 
составляются также треугольники @ первоначальнаго разложеня, и при 
томъ по типу фигуры 106, ибо трансверсали 5В,, 5В,, ..., выходящщя 


301 $ 22 
изъ вершины 5, не лежащей внутри какого либо изъ треугольниковъ @, 
производять дфлеше именно по типу фигуры 106. Сл$довательно, сумма 
мЪръ площадей всфхъ треугольниковъ @ равняется суммЪ м6ръ площадей 
всЪхь составляющихъ треугольниковъ =. ВмЪстф съ тфмь мы получаемъ 
окончательно: 


Предложен!е 7. Если треугольникъ какимъ бы то ни было обра- 
зомъ раздБбленъ на конечное число составляющихъ 
треугольниковъ, то мфра площади этого трегольника 
равняется суммЪ м6ръ площадей составляющихъ тре- 
угольниковъ; /(А) = У/ (а). 


Если многоугольникъ разбивается разъ на треугольники А, А., ... А», 
другой разь на треугольники Ау’, А,',..., А, и мы одновременно произве- 
демъ оба разложеня, то треугольники А и А’, какъ показано на фиг. 106, 
могуть быть разбиты на одни и тЪ же составляюпие треугольники О О 
вслфлстве этого 


В) —= 57 


Если мы поэтому опредфлимь м6ру площади /(Р) многоугольника Р, 
какь сумму мфръ площалей всфхъ составляющихь треугольниковъ А, на 
которые послфдне разбиваются при какомъ-либо одномъ опредфленномъ 
разложени, то /(Р) не зависить оть характера разложеня: /(Ё) — 
— Х/(А) = Х/(А’); оно вполн> опредфляется самимь многоугольни- 
комъ. Для многоугольника Л -|- У, состоящаго изъ частей Хи Г, 
ЛА И = КХ)-- ДУХ). Въ виду же предложены 7 мы получаемъ: 


Прелложен!е 8. Равносоставленные многоугольники имфютъ 
одинаковую м$ру площади. 


Пусть далфе Ри () будуть равновелиюе многоугольники; въ такомъ 
случаф, согласно опредфленйю равновеликихъь многоугольниковъ, суще- 
ствуютъ два такихъ равносоставленныхъ многоугольника Р’ и (), что много- 
угольникъ (Р-|- [Р”), состояний изъ многоугольниковь Ри Р’, равносо- 
ставленъ съ многоугольникомъь (()-- ()’), состоящимъ изъ многоуголь- 
никовъ ()и ()”. Поэтому, согласно предложено 7: 


ЛР) = МО’, ДР Р= ЛО 0; 


такь какъ, сь другой стороны, /(М -- У) = /(Х) | 1(У), то отсюда 
слфлуеть: 


ра) — Она 


Предложен{е 9. Равновелик!е многоугольники имфютъ одина- 
ковую м$Ъру площади. 


7. Теперь не трудно доказать обращеня предложешй 2 и 4: 


$ 22 302 
Предложен!е 10. Равновелик!е параллелограммы съ равнымн 
основан!ями имЪфютъ равныя высоты. 


Предложен1е 11. Равновелик!е треугольники съ равными осно- 
ван!ями имфютъ равныя высоты. 


Въ самомъ дЪлф, если х обозначаеть общее основаше, ри |, — вы- 
соты, то, въ случаъь предложеня 10, эр Е, а, въ случа предложеня 
11, 15} = 15],. Вь томъ и въ другомъ случаЪф, слфдовательно, р = р,. 

Если мы черезь вершину В многоугольника ВСП... (фиг. 112) 
проведемъ прямую р, параллельную прямой .1С, соединяющей несмежныя 
вершины „1 и С, то нашъ многоугольникъ равновеликъ всякому другому 
многоугольнику ЛВСОЁ..., вершина котораго В лежитъ на прямой р 
(предложен:е 4). Если, поэтому, точка 8 
лежитъ одновременно также на сторонЪ 
многоугольника (С или на ея продол- 
жен!и, то многоугольникь 1В"СОЕЁ... 
или АВ’ОЁ... иметь одной верши- 
ной (С) меньше. Повторяя этоть же 
самый премъ достаточное число разъ, 
мы необходимо придемъ къ треуголь- 
нику А, который равновеликъ данному 
многоугольнику, а потому имфетъ съ нимъ 
одинаковую м$ру плошади (прелл. 9). 


РИБИ р 


Фиг. 112. 


Двумъ многоугольникамь Ри Р'’, имбющимь одинаковую мЪру 
площади /, отвЪчаютъ въ такомъ случаф два треугольника А и А’, имБ- 
юнЦе одинаковую мфру площади. Пусть 4, В, С будуть вершины одного 
изъ этихъ треугольниковъ, 4’, В’, (.’— вершины другого. Изъ точекъ 
Чи А’ радусомъ о, бблышимъ, нежели стороны Си ’С’, мы опи- 
шемь окружности. Въ такомъ случаЪ каждая изъ этихь окружностей 
пересфчеть прямую р и соотвфтственно р’, проходящую черезъ вершину 
(и соотвЪтственно черезъ (;”, параллельно основанйю треугольника; если Х 
есть одна изъ точекъ пересьченйя на прямой р, а /” одна изъ точекъ пересЪ- 
ченя на прямой р’, то треугольники АВ и .4’/”В’ имЪеть ту же мБру 
площади ]; но, такъ какъ сверхъ того ихъ стороны {и 4" также равны 
между собой, именно, равны числу 5, то при соотвфтствующихь этимъ 
сторонамъ высотахъ ри {’, 154 = 101', а потому р = р’; треугольники 
А7Ви А'И' В’, такимъ образомъ, равновелики (предложене 4), а вмфстЬ 
съ тЬмь равновелики треугольники А и А’, а, слфдовательно, и много- 
угольники Ри Р’. Мы получаемъ, такимъ образомъ, слфдующее обра- 
щене предложен 9. 


Предложен1е 12. Многоугольники, нм$юнИие одинаковую м$5ру 
площади, равновелики. 
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Произведеше ор и 10} мы здьсь постоянно понимаемъ въ смыслф 
символическаго исчисленя $ 21, оперирующаго надъ самыми отрЪзками, 
а не надъ изм5ряющими ихъ числами. Такимъ образомъ, доказано важное 
предложене 9 и его обращене 12, откуда явствуетъ тождество равно- 
великости съ равенствомъ мЪры площади; вмфстЪ съ тфмЪъ этимъ 
вполн$ установлено, что площадь многоугольника имЪетъ харак- 
теръ величины. Терминъ, введенный Гильбертомъ, — мфра площади, — 
нужно понимать, конечно, не въ метрическомъ смысл$ этого слова, т.е. не 
какъ измфряющее число, а какъ произведене въ смысл исчисленя отрЪз- 
ковъ, развитаго въ $ 21. 15} является, слфдовательно, равнозначащимъ съ 
+. ю/о- р/с, гдЪ г есть отрЪзокъ, принятый за единицу. Коэффишенть 1 
введенъ въ выражене мЪ5ры площади треугольника, очевидно, съ той 
ифлью, чтобы м5ра площади квадрата, имфющаго сторону ©, выражалась 
черезъ е?. Символическя формулы геометрическихъ операшй налъ отр%з- 
ками при этихъ условяхъ вполнф совпадаютъ съ тфми формулами, кото- 
рыя мы получаемъ, оперируя, какъ обыкновенно, надъ числами, измЪ- 
ряющимн отрфзки. Если въ какомъ-либо треугольник мы увеличимъ 
всБ длины въ какомъ-нибудь отношени, то его площадь возрастеть въ 
отношенш, равномъ квадрату этого числа. Разлагая многоугольникъ на 
треугольники, мы отсюла получаемъ: въ подобныхъ многоугольникахъ 
мБры площадей относятся, какъ квадраты сходственныхь длинъ. 


$ 23. Правильные многоугольники и окружность. 


1. Изъ различныхъ примфненйй, которыя находитъ поняте о подоби 
площади, мы изложимъ здфсь лишь самыя важныя, именно тЪ, которыя 
относятся къ дфленю окружности на равныя части и къ ея измбрению. 

Многоугольникъ называется пра- 
вильнымъ, если всф его стороны 
равны и заключаютъ равные углы. 
Мы разумфемъ при этомъ углы, со- 
держашиеся между послфдовательными 
сторонами: АВС = < ВСР = 
в =... (фи. 113). ЕвиГО 
есть точка пересфченя биссектриссъ 
угловъ при вершинахъ „1 и В, то 
вслфдстве равенства этихь угловъ 
< ОЛВ = < ОВАЛ, а потому 
ОА = ОВ; вмфсть сь тфмь тре- 
угольники СОВ и СОЛ конгру- 
энтны, такъ какъ они имфютъ общую 


Фиг. 113. 


сторону ОВ, ВС =ВА и углы, содержаниеся между равными сторонами, 
равны; поэтому ОС=ОВи > ОСВ=3 ОВС. Теперь мы такимъ же 
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образомъ обнаруживаемъ равенство треугольниковь ВОС и (ЛЬ ва 
отсюда слфлуеть, что точка () одинаково удалена отъ вершинъ многоуголь- 


ника. Изъ конгруэнтности треугольниковь ОВ, ВОС,... вытекаеть 
также равенстве перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ точки () на стороны 
АВ, БС, ... Эти факты мы можемъ выразить такъ: 


Предложен!е 1. Каждому правильному многоугольнику соотвЪт- 
ствуетъ „онисанная окружность“ (на которой лежатъ 
его вершины) и вписанная окружность (которой ка- 
саются ея стороны); эти окружности имфютъ обний 
центръ (0. 

Точка () называется центромъ многоугольника. ОтрЪзки, соединя- 
юще центрь съ вершинами правильнаго я-угольника, дфлятъ его на Н 
равныхъ равнобедренныхъь треугольниковъ. Если данъ одинъ изь этихъ 
треугольниковъ, то мы можемъ воспроизвести весь многоугольникъ. Сооб- 
разно этому его называютъ „опредфляющимъ треугольникомъ“. Уголь 
при вершин С) опредЪляющаго треугольника въ правильномъ я-угольникВ 


4 
составляеть и-ую часть четырехь прямыхъ, т. е. ’“, гдф Ц, по обыкно- 
Н 


венпо, обозначаеть прямой уголъ; за вершину мы всегда булемъ прини- 
мать центръ многоугольника. ДЪФля углы при вершин® О пополамь, мы 
изъ правильнаго и-угольника получаемь правильный 2и-угольникъ; изъ 
него получаемъ 4п-угольникъ и т. дл. Съ древнихъ временъ извЪстны 4 
ряда правильныхь многоугольниковъ, которые получаются путемъ послф- 
довательнаго улвоевя отъ правильныхь треугольника, четырехугольника, 
пятиугольника и 15-угольника. 

Рядъ греугольника. Изъ правильнаго треугольника получается пу- 
темъ удвоешя прежде всего правильный б6-угольникьъ, въ которомъ опре- 
дБляюшй треугольникь имфетъ при вершинЪ уголъ, равный 44//6 = 24/3. 
Такъ какъ 24/3 | 24.3 -|- 243 = 94, то 23 есть уголь равносторон- 
няго треугольника. Сторона правильнаго шестиугольника равна, 
слфдовательно, рад!усу, — обстоятельство, благодаря которому этотъь 
многоугольникъ легко построить. Это было уже извбстно древнимъ асси- 
рынамъ. Первая, третья и пятая вершины правильнаго шестиугольника 
опредфляютъ правильный треугольникъ. 

Рядъ квадрата. Уголъ при вершинф опрелфляющаго треугольника 
прямой. На этомъ рядф многоугольниковъ не приходится поэтому долго 
останавливаться. Правильные 4-угольники (квадраты) очень часто встрЪ- 
чаются у древнихъ египтянъ въ орнаментахъ, а также въ качеств формы 
различныхъ предметовъ обихода. 


2. Рядъ пятиугольника. Какъ и въ случаЪ треугольника, для по- 
строешя этого ряда мы исходимъ не отъ перваго его многоугольника, 


305 $ 23 


а оть второго, на что мы обратили уже внимаше при алгебраической 
разработкЬ ученя о дфлени угла на равныя части. (Томъ 1, 8 97). 
Опр-элЪляюний треугольникъ .1ОБ правильнаго 10-угольника имфетъ при 
вершин® О уголъ © —=4/10=—=24/5. Углы при вершинахь 4 и В (фиг. 114) 
составляютъ въ совокупности 24 — 25 = 84/5; каждый же изъ нихъ 
въ отдфльности равенъ 4/5 = 20. Равнодфлящая угла В.О встрЪ- 
чаетъь поэтому сторону ОВ въ н$Фкоторой точкь (С такимъ образомъ, 
что треугольникь В.С, какъ и треугольникь ОВ, имфетъ углы @, 2 
и 2. Какъ треугольникъ В.С, такъ и треугольникъ {СО оказываются 
равнобедренными; сл5довательно, ОС = СА = АВ == яв, если $» во- 
обще обозначаетъь сторону правильнаго и-угольника. Ращусъ описанной 
окружпости мы будемъ постоянно обозначать черезъ г. Изъ подоб!я 
треугольниковь В.4Си ЛОБ вытекаеть подобе системь отрфзковъ 


(ВС, АВ) и (ЛВ, ОЛ), или: 
(Г — Я» 5) — Сло, Г), откуда (ФР, 5,0) — (блю Е, в, (1) 


или въ обычныхъ обозначешяхъ: 


бло = (блю НГ, г о (мо нЕт (2) 

Эти подобныя пары отрфзковъ тотчась же напоминаютъ намъ доказа- 
тельство Пиеагоровой теоремы, приведенное въ $ 21, и наволятъ на 
мысль воспользоваться той же фигурой для построенйя стороны хо “). 
Приспособляя эту фигуру къ даннымъ настоящаго случая, мы получаемь 
слфдующее построеше стороны 5,, по рамусу т. Изъ точки О проводимъ 
перпенликулярь ОГ къ прямой О(/, откладываемь на немъ отр%зокъ 
ОГ = 12 и изъ точки Г, какъ нентра, описываемь окружность ражу- 
сомъ, равнымъ ГО. Эта окружность встрЪчаеть отрфзокъ СГ вь нф- 
которой точкь Л (а его продолжен{е въ точкЪ }’); въ такомъ случаЪ 
(СХ есть искомая сторона правильнаго 10-угольника. ДЬйствительно, 
треугольники (ХО и (ТОТ имЪють равные углы, а потому подобны. 
ВмЪстЪ съ тфмь (ГО, ИХ) — (ПТ, (О), или (г, чо) — © ль, В. 
Связь этого построеня съ построешемъ правильнаго десятиугольника 
видиа на фиг. 114. 

По поводу этой фигуры слфлуетъ еще замфтить. что точка С дЪ- 
лить радусъ ОБ на двЬ части, обладаюция слфдующимъ свойствомъ: 
пара отрфзковъ, состоящая изъ болышей и менышей части, подобиа парЪ, 
состоящей изъ большей части и всего отрфзка (ОБ или. согласно ра- 
венству (1), въ формулахъ: 


(Г — 50» бло) ^- ба 7), ке ое 
#) ЗдЬсь можно было бы воспользоваться предложенемь о сфкущихъ н 
касательной, выходящихъ изъ одной точки; однако, это предложен:е будеть выве- 
дено только въ слфдующемъ параграфъ. 


Веберъ, Энциклон. элемент. геометрш 20 
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Такъ какъ при чтени посл$дней пропорщи кь члену $,, правой части 
перваго отношеня примыкаетъ также членъ 5, лЪвой части второго отноше- 
ня, то въ такихъ случаяхъ говорятъ о непрерывной пропорши, каковая въ 
общемъ случаЪ имфетъ слБдлующЙ видь: Хх: у ==у:4, подь пропорщей 
мы разумфемъ, какь и въ ариеметикб, равенство двухь дробей или 
„отношенй“, —поняте, совершенно утратившее важное значеше, которое 
оно прежде имвло, такъ какъ новая элементарная геометрия обходится безь 
метрическихь соотношенй отрфзковъ. Часто говорятъ также, что точка а 


Фиг. 114. 


дълить отрфзокь ОВ непрерывно, или что она произволить золотое 
сфчен!е (зесНо ашгеа): золотымъ это сБчеше (дБлене отрфзка) назы- 
вается вслЬдстве того значеня. которое оно имфегь въ геометр!и и въ 
эстетикЪ: утверждають, что эллинеъ или же прямоугольникь произволять 
на глазъ наиболфе приятное впечатлЬне, если оси или, соотв$тственно, 
стороны выбраны такимъ образомъ, что. будучи приложены другъ къ 
другу на одной прямой, очф образують золотое сфчеше того отрЬзка, 
которое онф совмфстно составляють. Н$Фкоторые утверждаютъ, что и въ 
другихь случаяхъ наиболЪе прятныя метричесмя соотношеня находятся въ 
связи сь непрерывнымь дБленемь отрфзковъ (ср. томъ Ъ, стр. 111, 112). 
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Мы займемся еще опредфлешемъ численнаго отношеня частей ОС 
- В о Е 
и СВ на фиг. 114. Изь соотношеня $6 ==т7(Г — 50) слфдуетъ: 


в = — 1/2. 14 УР = 1]. КУБ |; 
(— 5) : 50 = (3 —15): (И5 — ПИ =(/5—П:2. 
Сообразно этому имфемь приближенно: 
(г — 50) : 5ю == 0,618 = 3/5. 


Сравнефемъ угловъ на фиг. 114 можно обнаружить много весьма 
изящныхь свойствъ правильнаго десятиугольника. Такъ, напримфръ, прямая 
АС должна проходить черезъ верщину {' 10-угольника; при золотомъ 
сфчени ращуса г отрЪзокь (7 = 7-- уш, ПоявляюцИйся одновременно 
сь отрфзкомъ (ЛХ = я. равенъ отрфзку [Т.1, а потому представляеть 
собой сторону правильнаго звфзднаго десятиугольника. Треугольниковъ 
съ углами 2, 20, 20 и @, ®, 30 можно найти на этой фигурЪ почти 
неисчислимое количество: то же самое относится и къ правильному 
5-угольнику, въ которомъ уголъ при вершин опрелфляющаго треуголь- 
ника равенъ 20. 


3. Рядъ 15-угольника. Уголь при вершинф опредфляющаго 
треугольника въ правильномъ 15-угольникЪ составляеть 1/15 четырехъ 
прямыхъ или, такъ какь 1/15 = 1,6 -— 1/10, 24/3 — 24/5. Это есть 
разность угловъ при вершин$, которые соотвфтствують правильнымъ 
б-угольнику и 10-угольнику. Отсюда непосредственно вытекаетъ самое 
построеше. Путемь удвоеня мы получаемъ правильные 30-угольникъ, 
60-угольникъ и т. д. 

Математикамъ естественно представлялось заманчивымъ найти, по- 
мимо этихь четырехь рядовъ правильныхъ многоугольниковъ. построеше 
циркулемъ и линейкой и другихь правильныхь многоугольниковъ и прежде 
всего правильнаго 7-угольника. Напрашивалась также мысль пользоваться 
при этомь не только дълешемъ угла пополамь, но и дфлешемъ его на 
3 части. Лишь носяЪ обосиованя совремевной алгебры, даннаго Гауссомъ 
и Абелемъ, можно строго доказать, что дБлене угла на 3 части, а также 
построен правильныхь многоугольниковъ выполняется циркулемъ и ли- 
нейкой только въ немногихъ исключительныхъ случаяхъ. Въ частности, 
7-угольникь и 11-угольникь не могутъь быть построены; напротивъ 
того, правильный 17-угольникъ, какъ показаль Гауссъ, можеть быть 
построенъ. Отсылаемь читателей кь ХУШ и ХХ главамь Г-го тома. 


4. Какъь теоретическая геометря не нуждается вь постоянномъ 
масштаб, такъ она не нуждается и въ постоянной мБрф угловъ, т6мъ 
боле, что тригонометря, а также указанное въ $ 21 изслфдоване 
Моллеруна, обнаруживаютъ, что изм$рен!е угловъ можеть быть вовсе 
исключено изь геометри. Перешедшее кь намь отъ грековъ. лЪлеше 

20% 
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окружности на 360 градусовъ и прямого угла на 90 градусовъ исходить 
изъ Вавилона; еще незадолго до Евклида писателю астроному Аутолику 
оно было неизвЪстно и введено, повидимому, Гипсиклесомъ Алексан- 
дрийскимъ (между 200 и 100 годами). Дълеше окружности на 360 —=6.60 
частей, или градусовъ, изъ которыхъ каждый дфлится на 60 меньшихъ 
подраздфленй (минутъ), каковыя вновь длятся далфе на 60 секундъ, — 
это подраздфлене имфетъ во всякомъ случаЪ искусственное происхождене; 
по весьма вЪроятнымъ соображенямъ М. Кантора, оно принадлежитъ 
астрономамъ. Весьма возможно, что мы имфемъ здфсь грубое прибли- 
жене числа дней въ году. Съ подраздЪлешемъ секстанта на 60 частей 
должна, повидимому, находиться въ какой-то связи 60-ричная система 
вавилонянъ; послфдне представляютъ цфлыя числа въ форм: а--а,: 60 -|- 
—- а. : 60° | ..., гдЪ а, а, 4.,..- суть цфлыя числа, менышя 60-ти. 
Какь цфлому числу, написанному въ десятеричной систем: д==В -- 
В. 10-Е Ь,. 10°... (Ф,Б,, В, ... < 19) натурально отвфчаеть деся- 
тичная дробь, точно такъ же и 60-ричной системф въ томъ же порялкЪ 
идей отвфчаетъ представлене дробей въ видф: 


=... 5603 -[ 2.60? -- 2,60 Е с --7160-' + 60 р 


по убывающимъ степенямъ числа 60. Однако, это изображене чисель 
врядъ ли проистекло оть практиковавшагося према счета *), ибо въ 
такомъ случаЪ и назвайя чисель у вавилонянъ должны были бы соот- 
вЪтствовать 60-ричной системф; между тмъ названы эти у вавилонянъ, 
какъ у всфхь народовъ кавказской расы, сообразованы съ десятеричной 
системой. Къь тому же и начертаые чисель по 60-ричной системф 
встрфчается въ перемежку съ 10-ричной. Египтяне, которые еще раньше 
вавилонянъ выдЪфлились изъ общей семитской семьи и въ древнЪйшихъ 
формахъ языка весьма близки къ вавилонянамъ, имфли десятичное наиме- 
нован!е чиселъ. 


Построене углового градуса въ точности не выполняется циркулемъ 
и линейкой, но оно можетъ быть выполнено такимъ образомъ, что тре- 
буется только однократное дфлене угла на три равныя части. Въ самомъ 
дЬлЪ, уголь при вершин опредфляющаго треугольника въ правильномъ 
10-угольник5 содержить 36°; соотвфтствуюний уголъ правильнаго 
12-угольника содержитъь 30°; разность между ними 6 градусовъ; раз- 
дфляемъ ее пополамъ, получаемь 3°; наконецъ, дфлеше на 3 равныя 
части даетъ намъ 19. 


*) Въ журналЪ ХейзсНий Ни Аззупою2е (Веро!9) 12, рё. 73 — 95 Кевичь 
(С. КемИсК) указываетъ на то, какъ недостовЪрны еще нащи св$дЬня по этому 
вопросу, и пытается обратно свести 60-ричную систему счнслеия и дБлене 
окружности на 360 частей къ какой-либо искусственной системЪ счета 
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5. Мы переходимъь теперь къ одной изъ труднЪйшихъ и знамени- 

тфИйшихъ задачъ элементарной геометр!и — къ выпрямленйо окружности и 

квадратурЪ круга. — Многоугольникъ, вершины котораго лежатъ на окру- 

жности, назывется вписаннымъ; многоугольникъ, стороны котораго ка- 

саются окружности, называется описаннымъ; относительно этихь много- 
угольниковъ имфетъ мфсто слБлующее предложеше: 


Предложен!е 2. Каждый многоугольникъ, описанный около 
окружности, имфетъ больи!Й периметръ, нежели лю- 
бой многоугольникъ, вписанный въ ту же окружность. 

Для доказательства этого важнаго предложеня мы соединимъ 
центръь О окружности со всфми вершинами Л, В, ... вписаннаго #-уголь- 
ника © и опустимъ изъ точки О перпендикуляры на всЪ его стороны; 
эти 2 прямыхь раздфляють плоскость на 24 областей, каждая изъ ко- 

торыхъ содержитъ также кусокъ периметра описаннаго многоугольника 11. 

Этоть кусокъ представляеть собою ломаную линю, которая начинается 

въ н5которой точкЪ [7 на лучЪ, ограничивающемъ область, и оканчи- 

вается въ н$5которой точкф ]”на дру- 
гомъ лучЪ, ограничивающемъ ту же 
область (фиг. 115). Отрфзокь ПГ 
въ такомъ случаф меньше этой ло- 
маной и, во всякомъ случаЪ, не пре- 
вышаеть ее. Пусть ОУ будеть лучъ, 
перпендикулярный къ одной изъ сто- 
ронъ .4В вписаннаго многоугольника 

($; если мы проведемъ еще [ЛИ | ОГ, 

то отрфзокь (Г, какъ гипотенуза 

прямоугольнаго треугольника (И”/” 

больше, нежели 7’, или равенъ (71, 

если точки (7, Г, [7 располагаются на 

одной прямой; такимъ образомъ, та 

часть $ перифери многоугольника Ц, 

которая расположена между лучами 

ОЛ и ОБ, во всякомъ случаЪ больше, чфмъ (Ш), или равна СИ”; съ 

другой стороны, точка (7, принадлежащая перифершм многоугольника Ц, 

во всякомъ случаф не лежить внутри окружности; поэтому ОХ= Ол 

и ОЙ’ = ЧЕ, {> АЕ. Равенство отрёзковь ри ИЕ исключено, такъ 

какъ оно могло бы имфть мфсто только въ томъ случаф, если бы отрЪ- 

зокъ { совпадаль съ (И, а послфдыйй совпадалъ бы съ АЕ; но это 
невозможно, потому что точка Е лежитъ внутри окружности. ВмЪстЪ съ 
тЬмъ и сумма 2и частей { больше, нежели сумма соотвфтствующихъ имъ 
отрфзковъ Ё, т. е. периферя многоугольника И больше, нежели пери- 
феря многоугольника 6. 


Фиг. 115. 
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6. ПредложенЕе 3. Согласно предложен!ю 2, разность между пе- 
риметрами описаннаго и вписаннаго многоугольниковъ 
есть положительная величина; эта разность можетъ 
быть подходящимъ выборомъ многоугольниковъ сд$- 
лана меньше сколь угодно малаго отр$зка =. 


Иными словами, она имфеть нижней границей 0. Очевидно, доста- 
точно доказать, что разность (/, — и» между периметрами правильнаго 
виисаннаго и правильнаго описаннаго п-угольниковъ падаетъ ниже вся- 
каго предфла =, когда число сторонъ #2 неограниченно возрастаетъ. Доказа- 
тельство можно вести такъ: если мы проведемъ касательныя къ окружности, 
параллельныя сторонамъ правильнаго вписаннаго #-угольника, то получа- 
ощЙся такимъ образомъ правильный описанный }-угольникъ подобенъ впи- 
санному и подобно сь нимъ расположенъ. Если мы еще опустимъ изъ 
центра О (фиг. 116) перпендикуляры ги о», то (7, ) — ав, 0»), или 
(и: Р= и: 0,, такъ что (’, = ги»/о„. Поэтому 


(7, — ны = и, (г — 9,)/Юы. 


Мы навЪрное увеличимъ правую сторону, если мы спраза 1) вм$сто 
н„ подставимъ периметръ 8г правильнаго описаннаго четырехугольника, 
котораго и„ ни при какомъ п, конечно, достичь не можеть, и 2) вь 
знаменатель вмЪфсто о, подставимь наименьшее значеше г/2, какое онъ 
способенъ принять (при и=3). Слфдовательно, (и — и» < 81(г—9»)/(!/2), 
или 


(у, — Ч < 16(7— 0). 


Разность [’,—н„ станетъ меньше &, если мы сдфлаемъ 16(/—0„)==8, 
т. е. 0, == г— &/16. Съ этою цфлью достаточно построить хорлу, раз- 
стояше которой оть центра О было бы равно т — 8/16, и отклады- 
вать ее влоль по окружности. Если она отложится м: разъ и не отло- 
жится 71 -- 1 разъ, то достаточно выбрать п >> т, чтобы (., — ни было 
меныце &, какъ это и требовалось. 


Если на („полу“-) прямой ©, ограниченной одной точкой О, мы 
будемъ откладывать послфдовательно отъ точки О периметры вписанныхь 
и описанныхьъ правильныхь могоугольниковъ, и если [4, Ё,, Рз,...- СУТЬ 
конечныя точки периметровь виисанныхъ многоугольниковъ, а [/,, (ь, 
['.,...— конечныя точки периметровь описанныхъ многоугольниковъ, то 
кажлый периметрь О меныше каждаго периметра ОС. Разность же 
ОГ — ОЕ можеть сдфлаться меньше любого сколько угодно малаго 
отр%зка =. Согласно $ 23 тома [, отсюда слфдуетъ, что существуетъ нъкоторая 
точка К, которая одновременно служить верхней границей точекъ Пи 
нижней границей точекъ (”. Поэтому, если мы хотимъ и окружности 
приписать опрелЪленную длину, то таковой можетъ служить только 
отрфзокьъ ОК, кь которому неограниченно приближаются какъ 
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периметры вписанныхъ, такъ и периметры описанныхъ правильныхъ мно- 
гоугольниковъ при неограниченномъ увеличени числа сторонъ. Отсюда 
слфдуетъ: 

Прелложен:е 4. Длина окружности больше периметра любого 
вписаннаго въ него многоугольника и меньше пери- 
метра любого описаннаго около него многоугольника. 


7. Теперь каждому вписанному и описанному многоугольнику 
окружности х, которую мы до сихъ поръ разсматривали, мы отнесемъ 
подобный многоугольникъ въ другой окружности х’и периметры мно- 
гоугольшиковъ, приналлежащихъ окружности х’, будемъ откладывать на 
другомъ лучЪ ©’, выходящемъ изъ.точки ()’. Тогда каждой точкЪ [ или 
{° прямой х будетъ однозначно отнесена точка Е” или (’ прямой ©"; 
велфлстые подобя соотв$тствуюние отрфзки прямыхъ х и 9’ относятся, 
какь рамусы ги г’ окружностей х и х. Въ частности отрЪзку ОК 
прямой х отвфчаеть отрЪзокь О’ИК’ прямой 5”, измфряющй периферю 
окружности =’, а вмфстЪ съ тёмъ ОК: О’А’ = г: м. 

Съ этимъ вполнЪ согласуется та точка зрфня, что на самыя окруж- 
пости нужно смотрЬть, какъ на подобныя лиН и. Прямая с, соединяющая 
центры О и О’ окружностей х и х’, встрфчаетъ окружность х, скажемь, 
въ точкахь „[и В и окружность х’въ точкахъ 21’и В. Пусть С булетъ 
любая третья точка окружности х; черезъ точку .4’ проведемъ прямую, 
параллельную „1 С, черезъ В” прямую, параллельную ВС; пусть С’ бу- 
деть точка пересЪченя этихъ параллелей. Въ такомъ случаЪ < С = 
— * АСР, а такъ какъ послфдый уголь вписанъ въ полуокружность 
и, слфдовательно, представляеть собой прямой уголъ. то -2 «№ бах 
также есть прямой, и, слФдовательно, точка С” лежить на окружности #’. 
Каждой точкф С окружности х отвфчаетъ, такимъ образомъ, опредфлен- 
ная точка окружности х’, при чемъ всегла 21’ С”||.1С. В’С'|| ВС. Изъ 
теоремы о вписанныхъ углахъ слфлуеть, чго соотвфтствующы хорлы 
обЪихь окружностей всегда параллельны. Окружности иредставляютъ собой, 
слфдовательно, подобныя и полобнымъ образомь расположенныя фигуры. 

Окружность круга и’, имфющаго раусъ г =1, мы обозначимъ 
черезъь 2л. Тогда ОК = г: О’К’/!' = 2яг; итакъ: 

Предложен!е 5. Длина окружности рад!уса г равна 2гл, гдЪ л 
есть половина длины окружности рад!уса 1 или длина 
цфлой окружности д!аметра 1. 


8. Какъ периметры, такъ и площади многоугольниковь ©, внисан- 
ныхь въ окружность х, имфютъ верхнюю границу, которая совпалаетъ 
съ нижней границей площадей многоугольниковъ П, описанныхъ около 
той же окружности. Въ самомъ дфлЪ, если мы соединимъ вершины этихъ 
многоугольниковъ съ центромъ (), то они разбиваются на треугольники; 


5 23 312 

опустивъь изъ точки О перпендикуляры на противолежашя стороны и 
суммируя площади треугольниковъ, мы найдемъ, что площадь много- 
угольника \ равняется 17. (7, гдф [есть периметръ многоугольника Ц. 
Съ другой стороны, относительно многоугольника © можно утверждать, 
что его площадь во всякомъ случаф больше, нежели 10.Ё, гдЪ Е озна- 
чаеть периметръ многоугольника @, а 0 есть наименышЙ изъ перпен- 
дикуляровъ, который можно опустить изъ точки О на стороны много- 
угольника ©. Такъ какъ, съ другой стороны, о имЪетъ верхней границей г, 
величины же (7 отдЪляются отъ величинь Е общей границей 2ло, то 
17.2лт = пл представляетъ собой 
одновременно верхнюю границу пло- 
щадей многоугольннковъ @ и нижнюю 
границу площадей многоугольниковъ 
И; этой границы 7’ лм не достигаютъ 
площади ни тфхъ, ни другихъ много- 
угольниковъ; она принимается за пло- 
щадь самого круга, который раздЪ- 
ляетъ многоугольники съ большей 
площадью отъ многоугольниковъ съ 
меньшей площадью. 


9. Для опредфленя числа л уже Архи- 
мелъ пользовался тфмъ обстоятельствомъ, 
что разность (Л, —и„ периметровъ 
описаннаго и вписаннаго правиль- 
ныхъ многоугольниковъ при неогра- 


ниченномъ возрастан!и числа п па- 
даетъ ниже всякой границы с. 
Возрастане числа н по Архимеду проще всего достигается путемъ 
послфдовательнаго удвоеня числа сторонъ. 
По сторонф 5, правильнаго вписаннаго п-угольника 5„„ Легко опре- 


дфляется съ помощью теоремы Пиеагора. Какъ видно изъ фиг. 116, 
5 =— (7 и о, = (5,/2)*, 


Фиг. 116. 


ГДЪ 
о — (5,2) = (4 — РИ, 

такъ что 

ЕР 

и гИ? — У4 — ха. (1) 

Въ виду подо@бя треугольниковъ, фигурирующихъ на фиг. 116, 
в = 5: о 

или 


ОО Гор 25 1—5, (2) 


я 
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Съ помощью формулы (1) по какой-либо извЪстной намъ сторонЪ 5» 


можно вычислить сначала Уан по ней 54 и? затФмъ 3, и т. д., помощью 


же формулы (2) мы соотвфтственно находимъ 5,, 5,„, 5:„›... и, нако- 
нецъ, (= 1.5, и и, = т.5„, при т == 9, 4п, 81, .... 
. ис . т 
Вводя еще тшаметръ {==2у, мы имфемъ: Ш = >. (’„, при 


т = н, Зи, Ан, Вм,... 


Исходя отъ случая п = 6, гдЪ $ =, мы получаемъ приближенно: 


и, — 3,000004 | (% = 3,464104 
и, = 3,105834 | И» = 3.915894 
и. — 3,132634 (1, = 3,159664 
Н.: — 3,139354 С = 3,146094 
№6 — 3,141034 Св = 3,142714 
И1оз = 3,141454 (из = 3,141874 
вл = 3,141564 Оз: = 3,141664 
Ив = 3,141584 (вв = 3,141614 
ИШльзв == 3,141590 (зв = 3,141604. 


Ограничиваясь поэтому 4-мя десятичными знаками, мы имфемъ л’— 3,1416. 


10. Число л имфеть почти четырехтысячельтнюю исторйо, которую 
можно раздфлить на 3 перода. 


Первый перюдъ. Геометрическое вычислен{е числа л. Са- 
мымъ древнимъ приближеннымъ значешемъ числа л, повидимому, было 
л — 3, которое было принято у семитскихъ народовъ еще до ихъ раз- 
дфленя и оть нихъ, вфроятно, перешло къ китайцамъ. Значеше л=3 
встрфчается въ Библи два раза: въ первой книгь Царей (7, 23) и во 
второй книгф Паралипоменонъ (4, 2) сказано, что большой бассейнъ, ко- 
торый, какъ „литое море“, украшалъ передн дворъ Соломонова храма 
(построеннаго около 1000 л. до Р. Х.), имфль въ ширину „отъ края до 
края 10 локтей“, а „шнурокъ въ 30 локтей обнималь его кругомъ“; 
слловательно, л == 3. 


О первыхь шагахъ древнихъ египтянъ въ геометри мы имфемъ 
свфдЪШя изъ папируса Ринда, принадлежащаго Британскому музею 
и описаннаго Эйзенлоромъ *). „Сочинена была эта книга“, какъ 
сообщено въ самомъ ея предисловм, при царф РаусЪ по образцу сочи- 
ней изъ временъ царя Раенмата писаремъ Ахмесомъ **). ЗдЬсь мы 


*) А. Е1зещонг. „Ет тешетайсНез Нап@Бисй ег аЦеп Авурёег“ (Гера, 1877). 


+=) У Эйзенлора эти имена даны въ транскрипщи: Ва-а-из, Ва-еп-таф, 
Антсз. Но транскрипшя Айзенлора, которая удержалась въ литературЪ по исторм 
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въ первый разъ (въ №№ 41—43, 48, 50) встрфчаемся съ квадратурой 
круга въ истинномъ значенйи слова, т. е. съ задачей о превращени круга 
въ равновелиюй квадратъ. Сторона послЪфдняго принимается равной ща- 
метру, уменьшенному на '/, его величины; такимъ образомъ, 


(А ее ЕЮ 


Это значене, возникщее, повидимому, вслфдстые ожиданя рашональнаго 
значеня для стороны квадрата $ = тя. врядъ ли имфеть чисто эмпи- 
рическое значене и представляется по настоящее время загадочнымьъ. 
У Герона Александр!йскаго (около 100 л. до Р. Х.), много почерпав- 
шаго изъ древне египетскихъ источниковъ, мы этого значеня ие нахо- 
димъ. Посл долгихъ и тщетныхъ попытокъ греческихъ математиковъ 
превратить площаль круга въ равновелиюй квадратъ Архимедъ Сира- 
кузский (287 — 212 г.г. до Р. Х.) въ своемъ знаменитомъ сочинеши 
обь измфрени окружности (Ё6х/0% мётоцос) даль приблизительно 
ту теорю измЪреня окружности, которая и по настоящее время изла- 
гается въ школахъ. При помощи правильныхъ 96-угольниковъ, вписан- 
наго и описаннаго, онъ нашелъ, что 31/., < л < 31. или 
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этому результату нужно т6мь болфе удивляться, что числовыя вычислешя 
вь ту пору (безъ десятичныхъ дробей) были сопряжены съ чрезвычай- 
ными затрудненями. Знаменитый авторъ Альмагеста (и=’@йн обта&с) 
Клавдий Птолемей (приблизительно между 87 и 165 г.г. по Р. Х.) на 
шель съ помощью (вавилонской) 60-ричной дроби л == 3°8'30", т. е. 
л—=3-| 8/60 - 30,60? — 3,14166.... — Римляие, какъ извЪфстно, въ 
математикЪ дали мало и въ дфло измфреня окружности также не внесли 
ничего. Можно было бы ожидать, что индусы, располагавиие прекрасной 
системой счисленя, разработаютъ лальше идею, указанную Архиме- 
домъ. И дфиствительно, Ар:абатта (латинская транскринщя АгуаБНаНа, 
рол. въ 476 г. п. Р. Хр.), исходя отъ стороны б-угольника, провелъ 
вычислеше дальше 96-угольника и дошель до 384-угольника и значешя 
л — 31416,10000. Почти въ ту же пору мы встрфчаемъ также болфе 
грубое приближене л — 110 = 3,162 .... Переселеше народовь 
вызвало сильный регрессъ въ научной культурЪ. Въ средше вЪка арабы 
первые опять подвинули виередъ задачу объ измфрени круга путемъ 
построеня обширныхъ тригонометрическихъ таблицъ. Наиболфе выла- 
ющйся изъ хриспанскихъ ученыхъ этой эпохи Леонардъ Пизанск!й 
первый ушелъ дальше Архимеда; именно, въ своемь сочиненй „Ргасйса 


математики, основывается на такомъ чтени нфкоторыхъ 1ероглифовъ, принимаемыхъ 
за гласныя буквы или за гласные слоги съ придыханемъ, которое въ настоящес 
время признано неправильнымъ 


> 
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сеошешае“ (1220), ограничиваясь также, какъ и Архимедъ, 96-уголь- 
никомъ, онъ заключилъ все же число л въ боле узые предфлы, именно: 
между числами 1440/4581 — 3,1408 ... и 1440/4584 — 3,1428 ....— 
Слфдуюция два столфя не подвинули впередъ ршеня этой задачи. Въ 
промежутокъ времени межлу 1450 и 1460 г.г. кардиналь Николай Ку- 
занск!й снова обратилъ вниман!е широкихъ круговъ на задачу объ измЪре- 
ни окружности и (по прим$ру арабско-индусскихъ ученыхъ?) внесъ въ ея 
разршеше новую идею; именно, — онъ предложилъ обратно, исходя отъ 
даннаго отрЪзка, строить правильные треугольники, шестиугольники, 12- 
угольники и т. д., периметры которыхъ равны этому отрЪзку. приближаясь, 
такимъ образомъ, къ окружности (аркуфикашя прямой). Его построенямъ 
отвфчаетъ значеше л’ = 3,1423.... Менфе удачными оказались его пря- 
мыя вычисленя; при этомъ, какъ и нфкоторые изъ ближайшихъ его пред- 
шественниковъ, онъ впалъ въ ту ошибку, что принялъ значене л, полу- 
чаемое путемъ включения его въ опредЪленные предфлы, за точное. Та же 
ошибка впослфдстыи неоднократно вновь выплываетъ. Веливще люди эпохи 
Возрожденя не получили здфсь ничего новаго. Къ концу этой эпохи 
Адр1анъ Мец:й (Аднапиз Мениз) начинаеть перодъ, въ который съ 
большимъ увлечемемъ занимались различными вычисленями, при чемъ 
дать значене л съ возможно большимъ числомъ десятичныхъ знаковъ 
было дфломъ особаго честолю@бя. Адр!анъ далъ значене л, которое легко 
запоминается по схемЪ 138355, именно л == 355/113 = 3,1415929..., 
неправильное только въ седьмомъ десятичномъ знакЪф. Въ томъ же по- 
рядкф идей работаль Адр?анъ Романусъ (АбНапиз Вотапиз, умеръ въ 
1616 году), который дошелъ до многоугольника, имфющаго 239 сторонъ (!), 
и, такимь образомъ, обезпечилъь 15 десятичныхь знаковъ. ДалЪе Лу- 
дольфъ ванъ Цейленъ (Гадо[ уап Сешеп) *) при помощи многоугольника 
о 60. 22° сторонахъ (!} ушелъ дальше прелыдущаго автора на пять деся- 
тичныхъ знаковъ. ВсЪ трое суть вычислители, не внесице никакихъ но- 
выхъ идей. Иначе обстоитъ дЪло съ великимъ французскимъ математикомъ 
В!ета (Ме, 1540 — 1606); послфднй впервые далъ точное аналити- 
ческое выражен!е числа л (въ формЪ безконечнаго произведеня; 
къ этому мы еще возвратимся). Онъ принадлежитъ уже къ математикамъ 
ближайшаго великаго перюда, которые стараются опредфлить число т 
при помощи аналитическихъ выраженй. Геометричесюай перюдъ истори 
числа л завершили Снелллусъ (ЗпеНиз, 1580 — 1626) и Гюйгенсъ 
(Ниурепз, 1629—1695), которые впервые посл Архимела внесли существен- 
ное улучшене въ премъ вычисленя л при помощи вписанныхъ и описан- 
ныхъ многоугольниковъ. Сдфланный ими шагъ впередъ заключался въ томъ, 
что они при помощи правильнаго описаннаго и вписаннаго н-угольника 
суживали предфлы, въ которыхъ заключается число м, не удваивая 


—*) Ср. прим. къ $ 126 въ Г томЪ (стр. 495). 
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числа сторонъ; выражаясь современнымъ языкомъ, они вычисляли первые 
члены ряда для функши атсзиз. Научно боле проницательнымъ мыслителемъ 
здЪсь является Гюйгенсъ; его сочинене (Ре сисий шавпёидте туема, 1654) 
Рул!о (Ки@дю) называетъь одной изъ наиболфе прекрасныхъ, наибо- 
лЪе значительныхъ работъ по элементарной геометр:и, которыя 
когда-либо были написаны *). Отъ Гюйгенса ведутъ свое начало 
мноНя приближенныя построеня для спрямленя дугъ окружности, котырыя 
посл этого были неоднократно вновь открыты и еще по настоящее время 
находять себф примфнешевъ различныхъ отдфлахъ прикладной матема- 
тики. Мы къ этому еще вернемся въ концф настоящаго параграфа. 


11. Второй пер!одъ: аналитическое выражен!е числа л 
(ср. гл. ХХУТ тома 1. О формуль В1ета мы уже упоминали выше. Съ 
развиЧемъ анализа безконечныхь въ методахъ вычислеНя длины окруж- 
ности происходить большой переворотъ. При помощи безконечныхъ ря- 
довъ, произведенй и непрерывныхъ дробей оказалось возможнымъ тЪ 
предфльные процессы, которые по Архимеду приходилось производить 
надъ геометрическими образами, замфнить аналитическими фор- 
мулами; да и весь премъ Архимеда можно было выразить формулой. 
На другихъ основаняхъ покоится формула Валлиса (\!/аШз, 1516—1703), 
которая была сообщена въ $ 128 тома Г. Ряцъ, выражаюций агсапеепз, 
открытый Грегори (Отерогу, 1670) и Лейбницемъ (1673), далъ воз- 
можность совершенно отдфлить вычислене числа л› отъ геометрии. 
Основываясь на теоремф сложеНя функщши агфапоепз$, можно при помощи 
према, указаннаго въ $ 125 тома Г, получить очень быстро сходящеся 
ряды, которыми различные вычислители дЪйствительно воспользовались, 
чтобы опредфлить нфсколько сотенъ десятичныхь знаковъ числа л (ср. 
т. $ 125). Важнфе еще, нежели эти выраженя числа л при помощи 
рядовъ, было открыте, слфланное Леонардомъ Эйлеромъ (Ёеопнага 
Ешег, 1707— 1783), которому тригонометря обязана современнымъ своимъ 
развипемъ. Въ своемъ сочиненвйи „ШойисНо ш апа1узш шйпНоги“, 1, 
р. 104, Эйлеръ указалъь связь функшй зшх и с0$ х съ показательнымъ 
рядомъ, выражаемую формулами: 


ёх — с05х 1х, ее = с05х — 1х, 
(т. . $ 118), которыя, совмфстно съ соотношенемъ 627? = 1, содержать 


въ себЪ всю тригонометрио. На этихъ формулахъ позже было построено 
доказательство трансцендентности числа 5. 


*) Е. Киа!о: „Агспипедез, Ниувепз, Гатегь, Г.ерепаге. \Улег АБпап@ипееп 
@бег Че Кге!теззипр. ОешёсН Кегаизреребеп ип@ шй етег ОБегысв йБег @е 
Сезсысве 4ез РгоЫепз уоп 4ег Опаагаиг Чез Хике!з ... уегзенеп. Гери, 1892“. 
Этой прекрасной книгой мы неоднократно пользовались, кромЪ М. Кантора и 
Ганкеля, при составленм настоящаго историческаго очерка. 
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12. Третй пер!одъ: изслфдован!е числового характера 
числа л. Мы совершенно не въ состояи представить себЪ громаднаго 
впечатлЬня, которое должны были произвести поразительныя открыт ана- 
лиза на всЪ мысляще умы. Въ течеше столь удавалось отвоевывать тайны 
математики лишь путемъ ‘тяжкаго труда, а тутъ она внезапно стала изливать 
свои истины въ поразительномъ обили. При всемъ томъ не удавалось 
найти квадратуру круга въ узкомъ смыслЪ этого слова. Поль этимъ разу- 
мЬли теоретически, совершенно точное построене квадрата, равновеликаго 
кругу, съ помошью обычныхъ конструктивныхъ средствъ элементарной 
геометрии, т. е. при помощи однихъ только циркуля и линейки и 
при томъ конечнымъ числомъ операцай. Въ то время, какъ наиболЪе 
серьезные математики стали приходить къ убЪжденю, что такая квадра- 
тура невозможна, что число л трансцендентно, диллетанты все настойчив Ъе 
стали заниматься этимъ предметомъ. Врядъ ли какая-либо задача въ геометрм 
слфлалась столь популярной, какъ эта. Ея смыслъ безъ дальнЪйшихъ 
пояснен! казался понятнымь каждому диллетанту. Слишкомъ преувели- 
чивая значене численнаго вычисленя я’ для геометрии, спещалисты и не- 
спещалисты старались найти „четырехугольникьъ круга“ +). Въ 1766 году 
Ламбертъ (1. Н. Гашфен, род. въ МюльгаузенЪ въ Эльзасф въ 1728 году, 
умеръ въ Берлинф въ 1777 году) весьма кстати опубликовалъ свое со- 
чинене „Предварительныя свфдфнйя для тфхъ, которые ищуть квалратуру 
и ректификацю круга **). Въ этомъ сочинени онъ доказаль слБдующее: 
если х есть ращональное число, отличное отъ нуля, то ни с", ни х 
не могуть имфть ращональнаго значеня. Но такъ какъ а 4 
то отсюда вытекаеть ирращональность числа м. Этимъ, конечно, еще 
не была доказана невозможность квадратуры круга въ узкомъ смыслЪ 
этого слова, ибо число л могло бы выражаться, напримръ, квадратнымъ 
корнемъ изъ цфлаго числа, каковой всегда можеть быть построенъ ко- 
нечнымь числомъ операшй при помощи циркуля и линейки на основани 
теоремы Пивагора. Но этимъ быль данъ первый толчекъ и первыя осно- 
вашя къ тому, чтобы изслфдовать численный характеръь м; къ тому 
же Ламбертъ поставиль задачу о томтъ, чтобы доказать, что число 
п не можетъ служить корнемъ алгебраическаго уравнен!я съ 
ращональными коэффищентами. Числа, удовлетворяющя такимъ 
уравненямъ, называются алгебраическими. Къ иимъ принадлежать и 
рашональныя числа, какъ рьшешя уравнены 1-ой степени съ рантональ- 


*) Насколько многочисленны были эти попытки, можно судить по тому 
что Парижская Академя Наукъ уже въ 1755 году была вынуждена заявить, что 
она не принимаетъ къ разсмотрёнтю никакихъ рышенй квадратуры круга. 

**) УоШАийре Кеппыиз5е г @е, зо @е Оцаагани ипа ВесёЙсабоп 4ез Си- 
сш зисНеп“. 
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ными коэффишентами; л должяо быть, такимь образомь, неалге - 
браическимъ т. е. трансцендентнымь числомъ. Въ 1840 году 
Л!увиллю (МоцнуШе) удалось доказать существоване трансцендентныхь 
чиселъ. Въ 1873 году Эрмиту (Неппйе) удалось доказать трансцен- 
дентность числа ©, основаня натуральныхъ логаривмовъ, посл того, 
какъ Ллувилль обнаружилъ, что ни ©, ни с? не могуть удовлетворять 
квалратному уравненйо. Наконецъ, Ф. Линдеманнъ (Е. Ыпаетапи) 
вь 1889 году, опираясь на работу Эрмита, доказалъ трансцендент- 
ность числа л и тфмъ привелъь къ концу древнюю задачу о квадра- 
тур$ круга. 

13. Изъ трансцендентности числа мл’ вытекаетъ, что построить его 
пиркулемъ и линейкой при помощи конечнаго числа операшй теоре- 
тически совершено точно, — невозможно, ибо всЪ отрфзки, точно по- 
строяемые циркулемъ и линейкой, могуть быть выражены при помощи 
извлеченя квадратныхъ корней изъ отр%зковъ, уже найденныхъ( по существу 
это выполняется на основани теоремы Пиевагора). Отр$зокъ, построяемый 
въ этомъ смыслЪ, можеть быть поэтому выраженъ при помощи ряда 
квадратныхъ корней, соединяемыхъ другъ съ другомъ или извлекаемыхь 
одинъ изъ другого, а потому всегда удовлетворяеть алгебраическому 
уравнен!ю. 

Если, такимъ образомъ, точное построеше числа л вь указаиномъ 
смысл невозможно, то во многихъ случаяхь практической геометрш 
дфло сводится къ тому, чтобы дать достаточно точные приближен- 
ные ир1емы для выпрямленя окруж- 
ности и ея частей. Во многихъ слу- 
чаяхъ' значеше л’ = 22/7 даеть удо- 
влетворительные результаты. На томъ 
способЪ выпрямленя окружности, 
который основывается на этомъ зна- 
чени, намъ, конечно, не приходится 
останавливаться. Однако, этотъ премъ 
можно считать простымъ только въ 
томь смыслф, что онъ легко обосно- 
вывается. Много легче и короче другой иремъ, который Гюйгенсъ 
приводитъ въ указанномъ выше своемъ сочинении въ видЪ предложеня 
ХШ-го, хотя доказать его гораздо труднфе. Премь этотъ заключается въ 
слфлующемъ: чтобы выпрямить дугу /41В’ (фиг. 117), нужно на рамусь 
ОЛ отложить отр5зокь ОС, равный д!аметру, такимъ образомъ, что- 
бы-точка () была расположена между {и С; затфмъ отыскать точку 
пересфченя В прямой СВ’ съ касательной въ точкЪ „4; если В есть 
точка пересфченя, то приближенно „АВ — аге .1В’. Доказательство 
мы проведемт, аналитически. 


Фиг. 117. 
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Если мы еще онустимъ перпендикуляръ В’.4’ на прямую СА, то 
изъ подобя треугольниковъ (;.1’В’ и САВ слфдуеть: 


у/г эт ф -= 31/(2к -|- г с0$ 0), $ = Зг. эт $/(2 -—- с05$). 


глф полъ ф мы разумфемъ уголь В’ОЛ; точнфе подъ ф мы разумфемъ 
здфсь дугу, которая въ кругЪ рад:уса 1 соотв5тствуетъ цен- 
тральному углу .1ОВ’. Эту дугу называютъ абсолютной мфрой 
угла. Въ такомъ случаЪ агс .1 В’ == гф, и для оифики точности построеня 
остается только опредфлить разность А == гф —у между истинной длиной 
дуги гф и ея приближеннымъ значешемъ 5. Съ этой цфлью развернемъ 
выражеше 331ф/(2 -- с05) въ рядъ по возрастающимъ степенямъ Ф. 
Для этого нужно сюда подставить ряды, полученные въ 8 118 т. [ для 
эшф и с0$ф, и произвести дфлеше. Простое вычислеше даетъ: 


с Я —,( 9? и | ) 
адом = о ао 


Е. “°). 
23 = ( ,) 


„ПогрЬшность“ А этого приближеня, такимь образомъ. положительна и 
примбрно пропоршональна 5-ой степепи угла ф и 1-ой степени ращуса г. 
Для угла въ 60° дуга ф = 2л)6 = 1,05; при 30° дуга ф == 0,52. Изъ 
послЪдияго же уравнешя получаемъ: 


при ф = 1: А = 7/200 (приближенно) 
‚ Ф=и,: А=15900 ы . № 


Для угловъ, которые не превышаютъ 80°, точность, такимъ образомьъ, 
чрезвычайно велика. Можно спокойно взять ратмусъ въ 100 сантиметровъ, 
не рискуя сдФлать замфтной ошибки. Увеличивая въ 12 разъ выпрямлен- 
ную дугу въ 30°, мы получимь периферио круга. Въ болышей части 
случаевь въ начертательной геометрш, гдф радлусь рЪфдко превыщаетъ 
5 сантиметровъ, этогь премъь можно примфнять даже къ дуг вь 60°. 

Гюйгенсъ даеть еще другой премъ, для выпрямлешя дуги (задача 
Ш +. с.), практически менфе удобный, погрфшность котораго также про- 
порщональна рамусу и 5-ой сгепени центральнаго угла, но меньше, не- 
жели въ указаниомть выше построенйи. 

Недавно Лампе (Гашре, „Мафезз“ (2) 7, 1897) и Штекель 
(ЗЧаске, Агсп. 4. Ма. и Рпуз. (3). 11) занялись обобщешемъ формулы 
у — Згзшф (2 -|- со$ф), которое, впрочемъ, ведетъ свое начало еще отъ 
Николая Кузанскаго. 


14. Вь заключене укажемъ еще олинъ премъ выпрямленя окруж- 
ности, который геометрически собственно долженъ быль бы быть пред- 
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почтень прему Архимеда. Этотъь премь заслуживалъ бы даже того, 
чтобы положить его въ основу элементарнаго вычисленя длины окружности, 
и, если мы этого не дфлаемъ, то только потому, что премъ Архимеда 
болЪфе приспособленъ къ самому понятю о длинф дуги, ибо всегда бу- 
детъ казаться наиболфе естественнымъ опредфлять длину дуги, какъ 
предфлъь вписанной въ нее правильной ломаной лини при неограни- 
ченномъ увеличени числа ея сторонъ. 


Положимъ, что нужно выпрямить дугу 4 окружности (’ ратуса г, 
т. е. нужно превратить ее въ прямолинейный отр$фзокъ той же длины 
(фиг. 118). Даметрь ОС встрЬчаетъ окружность въ точкф С,, такъ что 
= АС.О = -< ЧСОР = 9/2, гдЪ ф есть абсолютная м%фра угла АСО. 
Тогда агс 10) —= гф; если мы опишемъ окружность изъ точки (/, какъ 
изъ центра, радусомъь (1 О, то Маметръ (С,.4 встртитъ послфднюю въ 


ь. 


Фиг. 118. 


точкЪ „4, такимъ образомъ, что 0.4, = 21 -$/2 =гф; такимъ обра- 
зомъ, агс О. == агс ().4,. Этотъ премъ можно повторить неограниченное 
число разъ: беремь (11, = С,О; изъ точки (., какъ изъ центра, ра- 
мусомь (С.О описываемъ окружность и находимъ точку пересфченя 
послфдней 4, съ рашусомъ (С›.1,. Тогда агс ().1, = агс ОЛ, = атс ОД... 
Окружности постоянно возрастаютъ; 0(С.=2(С,; ОС, =20ОС. ..-; 
2100). = ОЛ, —= ас О. —= с ОЛ, = ас О, = ...; ДНЕ 
остаются равными и становятся постоянно болфе плоскими и 
неограниченно приближаются къ отрфзку ().4,; чфмъ больше п, 
тЪмъ боле отрфзокъ (0.4, приближается къ дуг% ()./. Однако, 
въ этомъ видЬ построеше практически невыполнимо, такъ какъ точки С 
ухолять за предфлы того пространства, которымъ мы располагаемъ на 
чертеж. Это неудобство можно устранить слфдлующимъ простымъ сооб- 
раженемъ: 4..4, 1 ОЛ,, .1, 4. 1 ОЛ, 4,4, ГОЛ... .; кромЪ того 


лучъ 0.1, дълитъ пополамъ - 4ОТГ*), лучъ О, дФлитъ пополамъ, 


*) Т есть произвольная точка на касательной въ точкь О, взятая съ той 
стороны прямой ОС, съ которой расположенъ ратусъ ЧС. 
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5 А, ОТ ит. д. Отсюда вытекаеть построеше, которое непосредственно 
видно на чертежь 119; оно у насъ прервано на отрфзкф (0... 
Если мы проведемъь еще АВ | СО, то 


АВ = тэтф, О = ВЛ: с054/2, 
ОА, = ОЛ: со$ф/4, ОД, = ОЛ, : созф/8, .... 
Поэтому 


А — р. ттф ь 
”  с0$$/2- 08/4. с0$ф/8 -.- с05ф/2" +1? 


если ф меньше двухъ прямыхъ, т. е. если фл. 
Что эта формула съ возрастамемъ г дЪйствительно 
воспроизводить все точнфе дугу ОЛ ==ф, выте- 
каетъ изъ извфстной Эйлеровой формулы 


4 __ ЗФ _ т" 
и с05 /2 - с0$ф,4 . с05ф/8 ... аа НИ. Фиг. 119. 


(ОризсШа апа1. |, рав. 346). При ф = л/2 мы получаемъ отсюда выра- 
жене для л/2, данное В1ета и указанное нами выше. Его можно очень 
наглядно получить по отрфзку ОА». 

Наконець, укажемъь еше, что въ прямоугольномъ треугольникЪ 
ОА, Си (фиг. 118) гипотенуза ОС„-р1 = 2"+17, катеть А, С, = 


нана == бо Че — Си: —= С,41О — Олуца 
а 
а потому въ прямоугольномъ треугольникф ОЛ, Чит 
и: == О А = А. о — 5 | (21 — И (21:2 — 2). 


Такимъ образомъ, съ помощью одной только теоремы Пи- 
еагора и теоремы о вписанномъ углЪ мы имфемъ возможность 
вычислять отрфзки ().4, = 5„ по отрфзку ОД = 5: 


рай (о, — Уз); 


эти отр$зки съ возрастанйемъ п приближаются къ дуг ОЛ. 
Въ этомъ пространномъ вычислени длины дуги можно было бы легко 
указать верхнюю границу въ видф отрфзковь О7,, которые ограничи- 
ваютъ прямыя а А» на касательной ОТ. При помощи бинома Ньютона 
можно также на основани посл$дней формулы сдЪлать оцфнку разности 
$41 — $», Которая иметь ршающее значене въ вопросф о сходимости 
указаннаго процесса. 


Веберз. Энциклоп. элемент. геометр1и. 21 
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$ 24. Предложен я и задачи, относящяся къ окружности. 


1. Въ видЪ примфненя основныхъ предложенй, а также для уста- 
новленя связи съ тфми элементарными соображенями, которыя были 
вплетены въ изложенныя выше основы геометрии, мы разсмотримъ здфсь 
нфкоторыя задачи, относящяся къ геометрии круга. 

Равнодфлящя угловъ а, В, 7 треугольника АВС и смежныхъ съ 
ними угловъ пересфкаются по три въ четырехъ точкахъ [, [«, [ь, [‹ — въ 
центрахъ четырехъ окружностей, которыя касаются всфхъ сторонъ тре- 
угольника или ихъ продолженй. Пусть ТГ будеть центръ „внутренней“ 


Фиг. 120. 


вписанной окружности, [, центръ „внфнисанной“ окружности, касающейся 
стороны @ и продолженя двухъ другихъ сторонь (фиг. 120). СоотвЪт- 
ственно этому мы обозначимъ: 


точку пересфченя окружности [ № Ш (Ш. 
съ прямой а черезъ хе 
- У”. Ты Ра 
и д И А 


Постараемся опредфлить отрзки, на которые эти точки дфлять стороны, 
по даннымъ сторонамь треугольника. Всл$дстые конгруэнтности тре- 
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угольниковъ .1 У] и 17 [ имемь: [У = АЙ; точно такь же ВХ = ВХ, 
СХ =СУ. 

Если мы два равныхъ отрфзка, выходящихъ изъ вершины „4, обо- 
значимъь черезь 5, отрЪзки, выходянйе изъ вершины В, черезъ $ и 
отрЪзки, выходянце изъ вершины (5, черезъ $., то 


= - 5 ВР бы СЁ (1) 
поэтому 
5а ==5—@, 5 =5— В, УУСС, ГД а с= 9. (2) 
ДалЪе имЪемъ: 
а=СА. —ВХ., В=СТ. — АУ., с= АЙ, ВИ.. 
И, такь какъ СУ, = Сл., АИ, = АУ., ВА, = ВХ., то 
ПСА Ва, О с РИС ВИ. 
Поэтому 
ВЕСУ, — 5, ЗУ, Иа ВИА — п, () 
откуда, между прочимъ, слфдуетъ, что АИ = ВИ.; это значить: 


Предложен!е 1. ДвЪ точки касан!я. расположенныя внутри од- 
ной и той же стороны треугольника, расположены сим- 
метрично относительно концовъ этой стороны. 


Такъ какъь ВХ. = ВИ. = и, СЛ, = СУ, = ИУ = $, то мы имфемь 
аналогично: 


Предложен!е 2. ДвЪ точки пересфченйя, расположенныя на про- 
допжен{и одной итой же стороны, лежатъ симметрично 
относительно концовъ этой стороны. 


При изслБдованяхъ метрическаго характера цфлесообразно при- 
своить касательной изъ точки Р къ окружности х длину, принимая за 
таковую длину отрфзка РО, гдь О есть точка касаня. Тогда первая 
изъ формулъ (3) даеть: 

Предложен!е 3. Касательныя изъ вершины треугольника къ вн$- 
вписанной окружности, касающейся противоположной 
стороны, равны каждая полупериметру 5. 


Если присмотримся внимательно къ формуламъ (1) и (2), то мы 
легко выразимь при помощи этихь предложенй отр$зки на фиг. 122 
черезъ стороны а, В, с. 

Теперь легко также рЬшить задачи, поставленныя въ предыдущихъ 
параграфахъ, построить треугольникъ по даннымъ с, а |- р —с=25е и по 
ращусу г описаннаго круга, а также по даннымъ с, сиг; такъ какъ 5. =5-—— с, 
то эти двЪ задачи эквивалентны. Если даны 7 и с, то, по теоремЪ о вписан- 

21* 


> 
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номъ углЪ, уголь у опредфляется, какъ уголъ, вписанный въ окружность 
ралуса г и опираюнййся на хорлу с. На сторонахъ угла у отложимь оть 
вершины, которую обозначимь черезь С, отрёзки СУ. =СХ, =‹ 
(фиг. 120) и построимъ окружность /[., касающуюся сторонъ въ точкахъ 
Х.и У,; если теперь на сторонахь СХ, и СУ. отложимъ отрфзки СА 
и СУ, равные каждый 5 — с, то перпендикуляры, возставленные изъ то- 
чекь А, У кь сторонамъ угла, пересфкутся въ центрБ / вписаннаго 
круга. Прямую АВ мы найдемъ, какъ общую касательную къ окружностямъ 
Ти [‹. Чтобы рьшене было возможно, необходимо, чтобы ни одна изъ 
окружностей не пересфкала другой и не заключала ее внутри себя, т. е. 
необходимо, чтобы величина 25, не превышала опредфленной границы 0. 


2. Изъ подобя треугольниковь СУГи СУ. на фиг. 120, если 
мы обозначимь ращусы окружностей [, [., [ь, [‹ черезъ 0, 0., 0ь, 0%, 
вытекаетъ: 
о м 
Съ другой стороны, треугольники АИГ и [7..4 также подобны, 
такъ какъ эти треугольники прямоугольные, а прямыя [+.4 и АТ взаимно 
перпендикулярны; поэтому 
Оо 0 


Перемножая эти двЪ формулы, получаемъ: 0”: $5 == 55:5, ИЛИ 


02 — 51455. :5; ДЪля же эти пропорщи почленно получимь: 5 : 5 == 0.2: 5%ь, 

ИЛИ 0? — 55а : 5е- 

Предложен!е 4. Между рад!усами четырехъ описанныхъ окруж- 
ностей и отр$зками $, $, $, 5, составленными изъ 
сторонъ а, В, с, имБютъ м$сто соотношения: 


о—=У 555 /5, бо = Узи, бь == И 5505/55 бе Е 5505 5е- (4) 


Такъ какъ треугольникь //В( состоитъ изъ треугольниковъ В, 
В[С, СГА, то его площадь ] равна с0/2 -- 49/2 -- ро/2 = 50. А такь 
какь АВС = АГС-- В.С — АТВ, то | = фо! 2 40/2 — с0/2 = 5.0. 
Предложен!е 5. По даннымъ предлыдущаго предложен!я | вычи- 

сляется по формуламъ: 


о 209—900. 000. (5) 
Въ частности изъ предложен (4) и (5) получается извфстная фор- 
мула для площади треугольника 


= Иужажьх. (6) 


найденная Герономъ Александр!йскимъ. 
По опредфлению м$ры площади 


[= аб =, (7) 


ар 
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гдЪ Йа, Рь, бе суть высоты треугольника. При помощи соотношений (6) 
ихъ можно вычислить по даннымъ $, $, %, $. 

Съ ращусомъ описаннаго круга () стороны треугольника также свя- 
заны зависимостью, которую легко указать (фиг. 121). Если Г) есть вторая 
конечная точка даметра ОС, то )АС есть прямой уголь и >< АРС= 
— 5 ЧВС, какъ вписанные углы, опирающщеся на одну и ту же дугу 
„ЧС. Поэтому треугольники (А) и СИ.В (Н, есть основане высоты ре) 
подобны; слЪдовательно, 


27:6 =а:6., 2г= 06: р. = абс: сб. = афс: 2], или 
4г —= арс/]. (8) 


3. Полезнымъ преобразовашемъ теоремъ о подоби являются пред- 
ложен{я о хордахъ и сЪкущихъ. Если двЪ хорды /4В’и В.Л’ одной 
и той же окружности пересфкаются въ точкф Г (фиг. 122), то отрзки 


В 
Фиг. 121. Фиг. 128 


ГА и ГВ’ называются отрфзками хорды В’; точно такъ же (И.А, (/.’ 
суть отр$зки, которые точка (7 опредфляетъь на хорд .1.4’, также и 
въ томъ случаЪ, когда точка (7 лежитъ внЪ окружности. Вм5стЪ съ тЬмъ 
им5емъ слБдующее предложене: 


Предложен!е 6. Если изъ точки Р проходятъ двЪ хорды или 
сЪкупия къ одной и той же окружности, то произве- 
дене отр$Ъзковъ, которые точка Р опредфляетъ на 
одной изъ этихъ двухъ прямыхъ, равно произведен; ю 
отрфзковъ, которые та же точка опред$ляетъ на дру- 
гой прямой. Обратно: если равны эти произведеня, то че- 
тыре крайня точки этихъ четырехъ отрфзковъ, кромЪ точки Р, 
лежатъ на одной окружности. 

Доказательство. Если точка [7 лежитъ вн окружности на сБку- 

щихь 1.1’ и ВВ’, то изъ подобя треугольниковь ЛВ’ и ВЕ 


(фиг. 122) слфдуеть: (ИЛ: (В'= ОВ: ОА’, или ОЛ. ИА == 0В. ОВ. 
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Доказательство остается правильнымь и въ томъ случаБ, если точки 
Ди А’ сливаются въ одну точку Т, такь что сфкущая (7.4 обращается 
въ касательную: ИТ? = ИЛ. 0". Если данная точка Г’лежитъ внутри 
окружности (фиг. 122), то изъ подобы треугольниковь 41.4’ и ВРВ’ 
такимъ же образомъ слфдуеть: 7.4. ГВ’ = РВ. ГА’. — Обратное пред- 
ложеше доказывается отъ противнаго. На этомъ предложени основывается 
все содержане 5 9, планиметрическую часть котораго было бы умЪфстно 
помЪстить зд5сь; это учеше о степени точки относительно окружности, 
объ инверс!и и о пучкахъ окружностей. 


4. Изъ предложенй, относящихся къ инверси, мы вновь наломнимъ 
ту теорему, что каждой окружности х всегда отвфчаетъ окружность же х,, 
которая иногда вырождается въ прямую. Касательныя, выходящЯ изъ центра 
инверфи () кь окружности х, должны касаться также окружности х.. 
Центръ инверсЁёи является, такимъ образомъ, также центромъ 
подоб!я двухъ взаимнообратныхъ окружностей. 

Обратно: если даны лв окружности Хх и х’и мы проведемъ изъ 
одного изъ центровь подобя () касательныя 4 и В кь окружности, ко- 
торыя касаются окружности х въ точкахъь 1 и В и окружности х’въ 
точкахь .1’ и В’, то ОЧ. ОЛ’ =ОВ- ОВ’ есть степень инверсии, ко- 
торая имфетъ центръ въ точкф () и превращаеть окружность х въ окруж- 
ность >’. Итакъ: 

Предложен!е 8. ДвЪ окружности хи х’ опредфляютъ всегда двъ 
инверс!и, преобразовываюц!я эти дв$ окружности 
другъ въ друга. Центрами инверс!и служатъ внутренн!й 
и вн-шн!Й центры подоб1я. Взаимнообратными всегда 
являются двф точки, принадлежания одному „лучу 
подо б:я“ (такъ называется всякая прямая, проходящая черезъ 
центръ подобя), но не расположенныя на параллельных 
радйусахъ. 

5. Предложен:е 8. Если двЪ окружности касаются третьей, 
то точки касан!я представляютъ собой двЪ взаимно- 
обратныя точки (въ одной изъ инверсй, опред$ляемыхъ, 
согласно предыдущему предложению, первыми двумя окруж- 
ностями). 

Пусть хи х’ будуть данныя двф окружности (фиг. 128 и 124), 

а 1 (или 0) пусть будеть окружность, касающаяся обфихъ данныхь 

окружностей. Пусть М, М, Г, (5$) будуть центры окружностей х и #', 

А (и 6). Наконець, пусть и 4’ будуть точки, въ которыхъ окруж- 

ность Л касается окружностей хи х'. (Точно такъ же пусть Ви В, будуть 

точки, въ которыхъ окружность о касается окружностей х и #х’). Точки 

касаня всегда лежать на центральной прямой; слфдовательно, точка р 

на прямой М1, точка 1’ на прямой М№[Г, (точка В на прямой №5, 


#— 


исх Фи 
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точка В, на прямой №5), Такъ какъ .4[.4’ (В5В,) есть равнобедрен- 
ный треугольникъ, то 3 /[..1.1" = < РЕ А’А. Эти углы мы обозначимъ 
черезь а. Положимъ, что прямая .4.1’ встрфчаеть окружность х въ 
точкЪ 3. Въ такомъ случаЪ имфеть мБсто также равенство А49( — №. 
и, слфдовательно, 35 №9(.4 = << А[.49 = а; поэтому №9 || №4", т.е. 
точки 9, .41’ отв$чаютъ другь другу въ подобномъ соотвфтстви, ко- 
торое относить другь другу точки АГи №; прямая ..4’ проходить, 
слФдовательно, черезъ одинъ изъ центровъ подобя окружностей х и #’; 


Фиг. 123. 


а такъ какъ 3 и 4’ суть соотвЪфтствующя точки и 4 есть вторая точка, въ 
которой прямая 1." встр5чаетъ окружность х, то точки „1 и 2’ взаимно 
обратны (точно такъ же точки Ви В). На фиг. 123 изображено подобе 
съ вншнимъ центромъ, на фиг. 124 — съ внутреннимъ центромъ. 
Отсюда слфдуетъ, что общая точка двухъ соприкасающихся 
окружностей хи х’ обратна самой себЪ въ каждой изъ двухъ 
инверс1й, превращающихъ эти окружности другъ въ друга. 


6. Какъ мы видфли при доказательств предложены 8, прямая, соеди- 
няющая дв точки, въ которыхъ дв окружности х, и х, касаются третьей 
окружности А, всегда проходить черезь внутреннй или внЪшн!й центръ 
подобя х, и х,; согласно же преяложенио 7, точки касан!я взаимно обратны 
въ инверфи, им5ющей центромъь () упомянутый центръ подобя, но всЪ 
окружяости, относительно которыхъ точка () имфеть характерную для 
этой инверси степень, принадлежатъ связкф, опредБляющей собой и самую 
инверсю. Эту связку мы будемъ называть „связкой центра подо@я ()“, 
или, короче, „связкой подобя ()“. Мы можемъ теперь сказать: 
Предложен!е 9. Окружности, касаюцйеся лвухъ окружностей 

я, х,, принадлежать одной изъ двухъ связокъ подоб!я 
окружностей х,, ж.. 
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Предложен!е 10. Каждая окружность 1, принадлежащая одной 
изъ связокъ подоб1я двухъ окружностей х,, х, и пере- 
сфкающая одну изъ нихъ, перес$каетъ также вторую 
и при томъ подъ тфмъ же уголомъ. 


Въ самомь ДЬлЪ, такъ какъ окружность А (въ связкБ) обратна 
самой себЪ, окружности же х, и х, переходять одна въ другую, то и 
углы (х,, А) и (*., Р) взаимно обратны, а потому и равны. 

Предложене 10 допускаеть обращене и содержить въ себЪ пред- 
ложене 9, какъ частный случай. 


Предложене 11. Каждая окружность 1, пересфкаюшая окруж- 
ности # и %, подъ равными углами, принадлежитъ 

одной изъ связокъ подоб!я х, и х.. 
Эту теорему можно доказать прямо при помощи фигуры, частными 
случаями которой при ф =0 являются фигуры 123 и 124. Можно вести 


® 


Фиг. 124. 


доказательство также и слёдующимъ образомъ. Каждая инверся _], центръ 
которой (С; лежитъ на окружности 1, обращаетъ 1 въ прямую Й’, которая 
перес5каеть обратныя окружности *!’ и х, подъ тми же углами, что и 
окружности х, и #,; прямая 1’ проходить поэтому черезъ одинъ изъ 
центровъ подобя 5’ окружностей х’ и х„. (Связка инверфи, преврашща- 
ющей окружности х,’и х.’ другъ въ друга, а прямую Й’ въ самое себя, 
преобразовывается инвермей ] въ связку такой инверсши, которая пре- 
вращаеть окружности х, и х, другь въ друга, а окружность А въ себя 
самое; это есть одна изъ инверсШ, которая отвфчаетъ связкамъ подо@бя 
окружностей х, и х,, а потому окружность А принадлежитъ одной изъ 
эТихЪ свяЗокЪ. 


> 
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7. Изъ сказаннаго слфдуетъ: 


Предложен!е 12. Вс окружности, которыя пересъкаютъ три 
окружности ху, %», хз, не принадлежац!я одному пучку, 
подъ одинаковыми углами, образують въ совокуп- 
ности четыре пучка. 


Ве окружности, пересфкающя подъ одинаковыми углами какъ 
окружности х, и *,, такъь и окружности х, и х., пересфкаютъ также 
окружности х; и х, подъ равными углами. Отсюда слфдуетъ, что всякая 
окружность, которая принадлежитъ какой-либо связкЪ подоб1я 
52 окружностей х, и х,, а также какой-либо связкЪ подоб!я 5.5 
окружностей #х, их, и въ то же время пересЪкаетъ одну изъ 
этихъ окружностей, необходимо принадлежитъ также одной 
изъ связокъ подоб!я 5, окружностей х, и х,. Но общы окруж- 
ности двухъ связокь 5,, и 9». образуютъ пучекъ, который долженъ 
принадлежать также связкф 5... Такъ какъ центры 5,, 5,, 5, связокъ 
523» Эм, 512 ИМФютЬ одну и ту же степень относительно всхъ окруж- 
ностей пучка, то эти три точки лежатъ на радикальной оси пучка. Итакъ, 
щесть центровъ подоб!я трехъ окружностей расположены по 
три на олной прямой — на „оси подоб1я“. Теперь ясно, что каждая 
окружность, принадлежащая связкамь 5, и 5,., необходимо принадле- 
жить также связкЪ 5.:, даже и въ томъ случаф, если она не пересфкаетъ 
ни одну изъ трехъ окружностей х,, *,, х;; въ самомъ дЬлЪ, она при- 
надлежитъ нашему пучку, вс окружности котораго принадлежать также 
связкф 5... Но, такъ какъ имфются двф связки 5.) и двЪ связки бл, 
то имЪются четыре пучка, окружности которыхъ перес5каютъ подъ 
равными углами три окружности #,, х‚, хз. — Четыремъ пучкамъ отвф- 
чають четыре оси подобя — радикальныя оси этихъ пучковъ. Если 
Ка, К», Кз суть центры окружностей х,, и,, #з, то можно проще всего 
найти центры подобя, проведя параллельные радусы К’ 4, || К, || К. 4% 
и разыскавь точки пересфченя съ центральною осью прямыхъ, соеди- 
няющихъ соотвфтственныя пары точекъ. Если отрфзки К,.4, и К, , 
имъють противоположное направлене, если противоположное направлене 
имЪють также отрфзки А, Ч, и К,.4,, то отрёзки К, и К.А имъють 
олинаковое направлеше, т. е. двумъ внутреннимъ центрамъ подобя въ 
качествЪ третьяго всегда отвфчаеть внышн центръ полобя, лежащ на 
одной съ ними прямой; это не что иное, какъь предложене Дезарга въ 
примёнени къ треугольникамъ А, К›Ёзи 1,1, 1, *). Если, такимъ обра- 


*) Сонаправленность отрЪзковъ на одной и той же прямой можетъ быть 
опредфлена, какъ указано въ $ 15; сонаправленность же параллельныхъ прямыхъ 
опредфляется ортогональной проекщей одной прямой на другую. 
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зомь, (рр есть внутреннй, „4, — вн-шый центръ подобя окружностей 
Кьи К», то соотвфтственно расположены по одной прямой: 


а, 
Аь Ла ЛЬ 
Л» Аа Ль 
Л2 Лз А з1- 


Два внфшнихь центра подобя не могуть быть расположены на 
одной прямой съ внутреннимъ; въ самомъ дфлЪ, если сонаправлены какъ 
рамусы А.М, и К,.4,, такъ и ращусы К,/4, и №.4., то и рамусы 
К, 4, и К..4, имютъ одинаковое направлене. 


8. Кь четыремъ пучкамъ, о которыхъ идетъ рфчь въ предложеши 
12, принадлежать также окружности, касающяся всфхъ трехъ данныхъ 


Фиг. 125. 


окружностей х,, х,, хз, если таковыя существують. Такъ какъ эти че- 
тыре пучка легко найти, то задача Аполлон!я сводится лишь къ тому, 
чтобы въ данномъ пучкБ окружностей найти тЪ, которыя ка- 
саются данной окружности х, (или х., или #з). Эту задачу, иибющую 
важное значене для учейя о коническихъ сфченяхъ, намъ теперь легко 
разрЪшить. Пусть «, В, 7, ... будлутъ окружности даннаго пучка, Ё_ та окру- 
жность, которой должна касаться н$фкоторая окружность пучка г. Ради- 
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кальная ось ра» окружностей а и # встр5чаетъ радикальную ось р пучка 
въ н‹ёкоторой точкЪ 5, имъющей одинаковую степень какъ относительно 
всфхь окружностей пучка, такъ и относительно окружностей аи }; слф- 
довательно, эта точка имфетъ ту же степень относительно окружностей 
Вик уи*_, ит. д. Поэтому радикальныя оси р, рук, -..› рек ВСВ 
прохолять черезъ точку 5. Съ другой стороны, радикальная ось фек есть 
общая касательная окружностей в и Ё въ точкЪ ихъ соприкосновения. 
Она проходитъ черезъ точку 5, и такь какъ эту послЬднюю точку легко 
построить, то задача но существу разрЪшена. На практикЪ же наиболфе 
простое ршеше заключается въ слфлующемъ (фиг. 125). Находимъ ра- 
дикальную ось р пучка, выбираемъ произвольно н$которую окружность 
пучка 7, пересБкающую окружность #; проводимъ общую хорду послд- 
нихъ двухъ окружностей уи #, которая будетъ въ то же время ихъ 
общей радикальной осью р,ь. Точка пересфчешя прямыхъ рук и р и есть 
точка 5; мы проводимъ изъ нея касательную къ одной изъ окружностей 
пучка *) (или кь окружности Ё), для чего, въ случаЪ гиперболическаго 
пучка, можетъ также служить просто отрфзокъ, идущЙ изъ точки 5 къ 
предфльной точкЪ пучка. Наконецъ, изъ точки 5, какъ изъ центра, ра- 
мусомъ, равнымь ея разстояю оть точки касаня, проводимъ окруж- 
ность, которая пересЪкаеть окружность А вь искомыхь точкахь сопри- 
косновеня В’ и В". Если К есть центръ окружности Ё, то прямыя 
КВ’и КВ" пересъкаютъ центральную ось пучка въ точкахъ Е”, [", кото- 
рыя служатъ центрами двухъ искомыхъ окружностей #’, =" **). — Чтобы 
существовала точка 5, радикальная ось Р»ь не должна совпадать съ р; 
окружность Ё не должна принадлежать пучку. 


9. Посл этихъ предварительныхь соображенй рЪъшеше Аполло- 
Невой задачи уже не представляетъ затруднений ***). Пусть А, А», К; 
будуть центры трехъ данныхь окружностей Ё,, #,, №5 (фиг. 126). При 
помощи трехъ параллельныхъ ращусовъ А.Г. , К. 1.5, К 3/3 мы построимъ 
четыре оси подобя. Пусть р будетъ одна изъ нихъ, 5.., 9.3, 9 пусть 
будуть лежаще на ней центры подобя. Намъ нужно найти соотвт- 
ствующй пучокъ. Положимъ, что произвольный лучъ, проходящй черезъ 
точку 5,., встрфчаеть окружности #,, Ё, въ точкахь С., С,; лучь же 
5,3(., встрЬчаеть окружность Ё. въ точкЪ (.; въ такомь случа точки 
С; и С. суть взаимнообратныя точки въ связкБ подобя (5,.), соотвфт- 
ствующей центру $:›; точно такь же (%,, (›., суть взаимнообратныя точки 


*) При этой модификащи рЫшене пригодно даже въ томъ частномъ случаф, 
когда Е есть прямая 

#*) Фиг. [25 соотвфтствуетъ гиперболическому пучку, когда построене слож- 
нфе; въ случа$ эллиптическаго пучка мы непосредственно имфемъ радикальную ось 5. 

*+*) По Масфеллеру (Маз$1Цег, Агсшу 4. Май. и. Р®ву. (3) 3, 189). 
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въ связкЪ (5..). Слдовательно, окружность у, проходящая черезъ точки 
(1, (ь, С, принадлежитъ связкамъ 5» и 5,3, а, слЪдовательно, и пучку, 
соотвфтствующему радикальной оси р; Р есть радикальная ось этого 
пучка, и намъ нужно отыскать окружности = и 5" пучка, касаюштяся, 
скажемъ, окружности А;, а вмЪстЬ съ тЬмъ и окружностей /,, А.. Сь 
этою цфлью слфдуеть отождествить, скажемъ, окружность Ё, съ окруж- 
ностью { на фиг. 125, радикальную ось р сь прямой, имфющей то же 
наименован!е на этой фигур$ и, наконецъ, окружность у съ окружностью у 
на той же фигурЪ; тогда мы легко найдемъ касательныя окружности 2’, =". 
Четыремь осямъ подобя отвфчають четыре пары касательныхъ 
окружностей. Предфльные случаи, когда одна или н$фсколько изъ данныхъ 
окружностей переходятъ въ точки или въ прямыя, приводятъ къ много- 


Фиг. 126. 


численнымъ частнымъ случаямъ, въ которыхъ, однако, приведенное по- 
строеше по существу остается въ силЪ. Если данныя окружности при- 
надлежать одному пучку, то это построеше, какъ было указано выше 
въ концЪ п. 8, становится непригоднымъ. Но въ такомъ случаЪ каса- 
тельнаго круга в и не существуетъ вовсе, ибо одна и та же окружность 
я можеть касаться не боле двухъ окружностей пучка. 


10. Ршене Аполлоневой задачи поразительно освфшается, если 
мы построимъ соотвфтствующую окружностямъ /:, Ё., Аз ортогональную 
или маметральную окружность () и къ полученной связкф О примфнимъ 
данную въ $ 19 интерпреташю двухь взаимнообратныхъ точекъ, какъ 
псевдоточекъ, и окружностей пучка, какъ псевдопрямыхъ. Окружности 


333 $ 24 


№1. А, Ёз становятся въ такомъ случа псевдопрямыми гиперболической 
или эллиптической геометри, смотря по тому, имфетъ ли связка () орто- 
гональную или щаметральную окружность. Но въ этой псевдогеометр!и 
каждая псевдоокружность состоитъ изъ двухъ дЪйствительныхъ окруж- 
ностей, взаимнообратныхь въ связк5 (О. Аполлошева задача теперь гла- 
сить: построить четыре псевдоокружности, касающяся трехъ 
псевдопрямыхъ Д\, А,, Аз. Это—— задача, разсмотрфнная въ п. 1 о по- 
строеши окружности, вписанной въ треугольникъ, и трехъ внфписанныхъь 
окружностей. Мы должны только имбть въ виду что въ случаЪ гипербо- 
лической связки стороны И №4, |. могутъ и не пересфкаться въ дЪй 
ствительныхъ точкахъ. Въ такомъ случаБ вершинами треугольника служать 
идеальныя точки, но построеще, данное въ п. 1, остается примфнимымъ 
и въ этомь случаЪ, если мы говоримъ не о равнодфлящихь угловъ, а 
объ осяхъ симметрии трехъ паръ сторонъ треугольника. Предложене 8 
настоящаго параграфа, согласно которому двумъ окружностямъ всегда 
отвфчаютъ двЪ инверсии, превращаюция эти окружности другь въ друга, 
обращается въ нашей псевдогеометри въ предложеше, что двЪ псевдо- 
прямыя всегда могуть быть преобразованы одна въ другую при помощи 
двухь псевдосимметрй совершенно такъ же, какь это имфеть мЪсто въ 
Евклидовой геометр!и. Если мы ограничимся наиболфе нагляднымъ слу- 
чаемь, когда три связки подобя 5,,, 5.., 5.) имъютъ каждая дЪйстви- 
тельную ортогональную окружность 1», 0723, 31, ТО въ нашей псевдо- 
геометри @);›, @.., @).: являются псевдоосями симметрии или равнодфля- 
щими угловъ, образуемыхъ прямыми [1 #,, А,. Онъ пересфкаются въ 
псевдоцентрЪ псевдоокружности &, касающейся псевдопрямыхъ #,, [,, Ё; 
и состоящей изъ двухъ дЪйствительныхь окружностей =’ и =”. Относи- 
тельно „отрЪзковъ“, которые. псевдоточки касаня опредфляють на „сто- 
ронахъ“ псевдотреугольника /., Ё,, [., остаются вь сил тЪ же предло- 
женя, которыя были приведены въ п. 1. Переводя ихъ обратно на языкь 
обыкновенной геометр!и, мы получимъ рядъ прекрасныхъ тригонометри- 
ческихь формулъ, выводъ которыхъ завель бы насъ, однако, слишкомъ 
далеко. ВсЪ приемы построешя, указаннаго въ п. 9, получаютъ очень 
простую интерпретащю. ЗдЪсь вновь сказывается большое значене гео- 
метрм, построенной на понямяхь въ смысль экономи мышленя. Кто 
умфетъ построить четыре касательныхь круга въ треугольникЪ и владеть 
тми немногими предложенями, которыя необходимы, чтобы интерпрети- 
ровать геометрию связки окружностей, какъ неевклидову геометрю, тотъ 
можеть разрфшить Аполлошеву задачу, не затрачивая новой работы 
мысли, и при томъ самымъ простымъ образомъ. Даже гораздо болфе общая 
задача о построени» окружности, пересфкающей три данныя окружности 
В м. Аз подь данными углами @,, а,, аз, претворяется въ простую 
задачу, относящуюся къ треугольнику, и получаеть простое рфшенг. 
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$ 25. Элементарная теоря коническихъ сфченй. 


1. Аполлошева задача о касательной окружности является одной 
изъ плодотворнфйшихъ задачь элементарной геометр!и. Съ одной стороны, 
ея рЫшене опирается на теоршюо радикальныхъ осей и центровъ подоб1я 
окружностей, пучковъ и связокъ окружностей; съ другой стороны, она 
находится въ связи съ двумя неевклидовыми геометр!ями, такъ какь ока- 
зывается возможнымъ привести ее къ боле простой задачф о построени 
вписанной и внфписан- 
ныхъ окружностей въ 
треугольникъ. Мы хо- 
тимъ еще показать, что 
эта задача вводитъ насъ 
также въ учеше о ко- 
ническихь  сфченяхъ. 
Въ самомъ дфлЪ, сама 
собой напрашивается 
мысль придти къ р$- 
шен!ю Аполловевой за- 
дачи такимъ образомъ, 
чтобы найти предвари- 
тельно геометрическое 
мЪсто центровъ окруж- 
ностей х, которыя касаются двухъ данныхъ окружностей 4р, и 4р.. Это 
геометрическое мфсто можно опредфлить нфсколько проше; если КЁ, Г, 
суть центры, г, и 7. — радусы данныхъ окружностей, Р— центръ, г _-радусь 
окружности х, то точка Р будетъ также служить центромъ окружности #', 
проходящей черезъ точку 
Е. и касающейся н$которой 
окружности ф›, концентрич- 
ной съ окружностью 4. и 
имфющей рашусомъ г, | 7 
или г, —7., смотря по роду 
касайя (фиг. 127 и 128). 
Если окружность 4чр, выро- 
дится въ прямую, то окруж- 
ность ф., обрашается въ 
параллельную ей прямую, 
отстоящую отъ нея на разстояи 7, и расположенную по ту или иную 
сторону ея, смотря по роду касавя (фиг. 129 и 130). ДЪло сводится, 
такимъ образомъ кь тому, чтобы изслфдовать геометрическое м$сто 
центровъ всфхъ окружностей я’, проходящихъ черезъ неподвиж- 


Фиг. 127. 


Фиг. 128. 
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ную точку Г, и касающихся неподвижной окружности ф., ко- 
торая можетъ иногда выродится и въ прямую. Это геометрическое 
м5сто мы опредфлимъ, какь коническое сфчеше; именно, мы будемь 
его называть эллипсомъ или гиперболой, смотря по тому, располо- 
жена ли точка Г, внутри или внф окружности ф., и параболой, если 
Ч» есть прямая. Если точка [, лежить на окружности ф., то коническое 


д 
Фиг. 12%. Фиг. 130. 


сЪчеше вырождается въ прямую, ортогональную къ ф, въ точкЪ Ё,. Намъ 
нужно будетъ потомъ доказать, что опредфленныя такимъ образомъ ко- 
ническя сфчешя дЪйствительно представляютъ собой сЪченя кругового 
конуса плоскостью. 

2. Исходя изъ нашего опредфлешя, можно легко построить сколько 
угодно точекъ коническаго сфченя, если давы К; и ф,; если фо. есть 
окружность, то мы будемъ обозначать ея ращусъ черезъ 24, ея центръ 


Фиг. 131. Фиг. 132. 


— черезь Р,. Если зададимъ на ф» точку касаёя () окружности х, про- 
ходящей черезъ точку Ё, и касающейся ф», то ея центръ Р лежитъ, сь 
одной стороны, на перпендикулярЪ, возставленномъ изъ середины отрфзка 
Е. О; сь другой стороны, онъ лежитъ на ращусь Г. (), если ф, есть 
окружность (фиг. 131 и 132), или, если ф> вырождается въ прямую,— на 
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прямой, перпендикулярной къ ф, въ точкЪ О (фиг. 133). Если, въ случа эл- 
липса или гиперболы, мы изъ точки Р, какъ изъ центра, проведемъ окружность 
7, проходящую черезъ точку Ё., (фиг. 134 и 135), то прямая Г,Р всегда 
встрЪчаетъ эту окружность въ одной такой точкЪ К, что КР, = ОР. равно 
ращусу 2а окружности ф.. Окружность А проходитъ, такимъ образомъ, че- 
резъ точку Ё. и касается нфкоторой неподвижной окружности фу, имБющей 


Фиг. 133. Фиг. 134. 


центръ въ точкЪ ЕЁ, и рашусъь 24. Эллипсъ и гипербола являются, 
сл5довательно, геометрическимъ мфстомъ центровъ какъ тБхъ 
окружностей, которыя проходятъ черезъ точку Р, и касаются 
окружности ф., такъ и тъхъ окружностей, которыя проходятъ 
черезъ точку Ё; и 
касаются окруж- 
ности ф». Такъ какъ 
опредфляюще эле- 
менты Ё, и ф. кони- 
ческаго сЪфчевя пу- 
темъ отраженя отъ 
перпендикуляра, воз- 
ставленнаго изъ сере- 
дины отрфзка Е, Г, 
переходятъ въ опре- 
дъляюще элементы 
Е, и фи, то всЬ его 
точки расположены 


Фиг. 135. 


симметрично относительно этого перпендикуляра; такъ какъ, съ другой 
стороны, при отражени относительно прямой Р,Ё’, эти элементы преоб- 
разуются сами въ себя, то и прямая РЁ, дБлитъ коническое сфчеше на 
двЪф симметрично равныя части. Эллипсъ и гипербола имфють, та- 
кимъ образомъ, двЪ взаимноперпендикулярныя оси симметр!и; 


_—% 
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на одной изъ нихь лежать точки ат Е›—такъ называемые „фокусы“ 
коническаго с5ченя, изъ которыхъ ни одинъ, согласно вышеизложенному, 
не имфетъь никакого предпочтеня передъ другимъ, какъ это могло бы 
казаться по опредфлешю. Теперь не трудно также указать и другое 
опред$леше этихь двухъ типовъ коническихь сфченй, пользующихся 
одинаково, обоими фокусами; именно въ случаф эллипса, какъ видно 
на фиг. 131, РЕ, | РЕ, = Е.О = 24а; въ случаЪ же гиперболы, какъ 
видно на фиг. 132, либо РЕ, — РЕ,, либо РЕ, — РЁ, = 24. Итакъ: 
эллипсъ и, соотв$тственно, гипербола, есть геометрическое 
мЪсто точекъ, разстоянйя которыхъ отъ двухъ неподвижныхъ 
точекъ Ё; иЁ,— „фокусовъ“ имфютъ постоянную сумму или, со- 
отвфтственно, постоянную разность. Аналогично этому, парабола 
есть геометрическое мЪсто всфхъ точекъ, равноотстоящихъ отъ 
нЪкоторой неподвижной точки [, „фокуса“ — и неподвижиой 
прямой — „директриссы“, — какь это можно непосрелственно видфть 
изь построешя точекъ параболы на фиг. 133. Совершенно ясно, что эти 
свойства разстоянЙ могли бы служить для опредфлен!я коническихъ 
сБчешй, при чемъ линю ф., о которой идетъ рЪчь въ первоначальномъ 
опредфлени, было бы всяк разъ нетрудно указать. На основан этого 
новаго опредфленя можно было бы безъ труда доказать, какь мы и 
сдфлаемь въ начертательной геометр!и, пользуясь такъ называемыми 
Данделеновыми сферами, что опредфляемыя такимъ образомъ коническя 
сфчешя могуть быть получены, какъ сфченя круговыхъ конусовъ, а, 
слБдовательно, какъ проекщи окружностей или же какъ образоване про- 
ективныхъ пучковъ. 


3. Возвращаясь теперь къ первоначальному опредфлению, данному 
въ п. 1, мы займемся теперь задачей о разыскани точекъ пересфченя 
коническаго сЪченя, заданнаго фоку- | 
сомъ Ё, и направляющей ф., съ пря- 
мой и (фиг. 136, 137, 138). Въ силу 
нашего опредленя это значить, что 
намъ нужно найти на прямой и центры 
окружностей х, проходящихъ черезъ 
точку Г, и касающихся фо; но всф 
окружности, имБюция центры на пря- 
мой ц и проходящя черезъ точку Ё,, 
проходятъ еще черезъ одну постоян- 
ную точку С,, симметричную съ Ё, 
относительно прямой и. Эти окруж- 
ности образують поэтому пучокъ, и мы возвращаемся, такимъ образомъ, 
къ задачЪ, разрфшенной уже раньше, о построени окружностей пучка, 
касающихся данной окружности ф.. Это даетъ слБдующее ршеше нашей 


А 


Фиг. 136. 


Веберъ. Энциклон. олемеят. гоомотр?и- 22а 
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задачи для случая эллипса или гиперболы. Черезъ точки Е: и С, про- 
ведемь вспомогательную 'окружность 1, пересфкающую окружность ф» 
въ двухь точкахъ 1 и В; изъ точки пересъченя $ прямыхъ Е, С; и ИВ 
проведемъ касательныя къ окружности ф›; рашусы БТ: и Ё,Г, окруж- 
ности ф., проходя- 
щей черезъ точки 
касаня Т, и Ть, 
встрфчаютъ прямую 
и въ искомыхъ точ- 
кахъ Р, и Р,*). Та- 
кимъ образомъ, пря- 
мая можетъ имЪть 
съ эллипсомъ или 
гиперболой не бо- 
лЪъедвухъобщихъ 
точекъ. Чтобы эти 
двЪ точки Р, и Р» 
слились въ одну и 
прямая # сдфлалась 
касательной кониче- 
скаго сфчешя, точки 
ТГ, и Г, должны со- 
впадать, что возможно только въ томъ случаЪ, когда въ ту же точку 
падаетъ также точка 5, т. е., когда точка (5, лежитъ на окружности Ф,- 
Прямая и представляетъ собой каса- 
тельную къ эллипсу или гиперболЪ, 
если точка (), симметричная съоднимЪ 
изъ фокусовъ относительно прямой #, 
лежитъ на окружности $ф,. На фиг. 
131 и 132 прямая МР является касатель- 
ной, а Р есть точка касанйя. Если (0) 
есть середина отрфзка [,Ё, (фиг. 181 и 
132), а М — середина отрЪзка ЕО, то 
ОМИ Е, О, такъ что ОМ = 30 ==а. 
Основашя М пернендикуляровъ, опу- 
щенныхъ изъ фокусовъ эллипса или 
гиперболы на касательныя посл$л- 
Пою» ней, лежатъ, слфдовательно, на окруж- 
ности, имфющей своимъ центромъ „центръ“ эллипса О ира 


Фиг. 137. 


*) Если прямая и проходитъ черезъ точку Е,, то точки Т, и Г, просто опре- 
дЬляются, какъ пересфчеше прямой + съ окружностью $, ибо въ этомъ случаЪ 
АВ! Е, С, - у 
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д1усомъ 4. Касательная къ эллипсу въ н5которой точк$ Р дЪлитъ 
пополамъ уголъ [Г,РЕ,, составленный лучами РЕ, и РЕ., или 
соотв$тственно смежный уголъ. 


4. Съ незначительными измЪненями всЪ эти предложешя справед- 
ливы также и относительно параболы. Если мы измЪфнимъ построене, 
указанное на фиг. 136 и 137, такимъ образомъ, что проведемъ изъ точки 
5 касательную не кь ФФ», а кь вспомогательной окружности 17, и если С 
есть одна изъ точекъ касайя, то послфдияя вмфстЪ съ точками к. 
лежить на окружности, имфющей центръ въ точкЪ $5. Въ этой модифи- 
кащи построеше, указанное на фиг. 136 и 137, примнимо и къ пара- 
болЪ (фиг. 138), когда ф. вырождается въ прямую. Чтобы найти точку 
пересфченя прямой ц съ параболой, опредфляемой фокусомь Ё, и 
направляющей ф,, мы опускаемъ перпевдикуляръ изъ точки Е, ва пря- 
мую И и находимъ точку его пересфчешя 5 съ директриссой; изъ про- 
извольной точки прямой и, какь изъ центра, проводимъ окружность Я 
проходящую черезъ точку ЁР,, и кь ней проводимъ касательную $С 
изъ точки 5. Окружность, имфющая центрь въ точкф $ и проходящая 
черезь точку (С, пересвкаеть прямую фз въ двухъ точкахь Т; и Т,, 
перпендикуляры же, возставленные изъ точекъ ТГ;, Г, къ прямой фь, 
пересЪкаютъ прямую и въ точкахь Р, и Р., которыя прямая и имЪетъ 
общими съ параболой. 

Прямая № становится касательной къ параболЪ, когда точки Ру иР, 
совпадають, когда совпадаютъ, слфдовательно, точки Г; и Т, на прямой 
ф» (фиг. 133). Геометрическое м5сто оснований М перпендику- 
ляровъ, опущенныхъ изъ фокуса [| на касательныя къ парабольф, 
есть прямая, параллельная директриссЪ ф, и дЪлящая пополамъ 
разстоян1е послфдней отъ фокуса. 

Эта параллель сама также представляетъ собой касательную въ такъ 
называемой вершинЪ параболы, т. е. въ точкЪ ея пересфченя съ осью 
симметрии. 

5. Подобно тому, какъ коническое с5чеще можетъ им$ть съ 
прямой не боле двухъ общихъ точекъ, такъ изъ любой точки 
могутъ проходить не болфе, чфмъ двЪ касательныя коническаго 
сЪчен{я, какь мы это сейчась обнаружимъ. Въ самомъ дфлЪ, пусть О 
будеть точка (фиг. 139), симметричная съ Г, относительно прямой 1; 
если и есть касательная, то точка () находится на ф„, при чемъ .4О = АР.. 
Отсюда слфдуеть, что точка О лежить на окружности а, имъющей 
центръ въ точкЪ 4 и проходящей черезъ точку Ё,. Съ другой стороны, 
точка () лежитъ на окружности ф.; слБдовательно, существуютъ двЪ точки 
О и О., расположенныя такимъ образомъ, что перпендикуляры, возста- 


+) Окружность 2) можеть и не встрфчать прямой ф.. 


32* 
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вленные изъ серединъ отрфзковъ Е!О; и Е, О., служатъ касательными и, 
какъь рашусы круга а, проходятъ черезъ точку А. Построеше остается 
въ силЪ и въ случаЪ параболы (фиг. 140). 

Если точки Ё, и Г, совпадаютъ, а ф. есть окружность ратуса 24, 
то коническое сфчене представляетъ собой окружность съ ращусомъ 4. 
Приведенное выше построеше касательной переходить при этомъ въ 


Фиг. 139. Фиг. 140. 


старое, указанное Евклидомъ, построевше окружности, которое остается въ 
силЪ и вь обЪфихь неевклидовыхъ геометр!яхъ. И второе построене каса- 
тельной къ окружности, которое основано на томъ, что ращусь, прове- 
денный въ точку касаня, перпендикуляренъ къ касательной, можетъ быть 
распространено на коничесыя сфченшя (фиг. 141 и 142). Основане М 
перпендикуляра, который мы можемъ опустить изъ точки [’, на каса- 


= —— —————=———_——ы——_ и р 


Фиг. 11 Фиг. 142. 


тельную и къ коническому с5ченшю, лежитъ, какъ мы видФли, въ случаЪ 
эллипса и гиперболы, на окружности о, имфъющей центръ въ центрЪ кони- 
ческаго сфченя и ращусь 4. Въ случаф параболы эта окружность пере- 
ходитъ въ касательную въ вершин. Другимъ геометрическимъ мфстомъ 
точки Е является окружность, имфющая отрфзокъ ЧЁ, своимъ ламетромъ. 


341 $ 25 


ОбЪ эти окружности опредфляютъ два положены точки АД, чмъ наша 
задача разрЪфшена. 

Если точки [, и [Р, вновь сливаются въ одну точку О, такь что 
коническое сБчеше обращается въ окружность, то первое геометрическое 
место совпадаетъ сь этой самой окружностью, а второе — съ окружностью, 
имБющей даметрь ДО. 

Этими метрическими предложенями и построенями мы ограничимся. 
Дальнфйшя детали можно найти въ спещальныхь учебникахъ, изъ кото- 
рыхъ мы укажемъ книгу Цейтена *), которую т6мъ охотнфе рекомен- 
дуемъ, что авторъ положилъ въ основу то же опред5леше, которымъ 
пользовались мы. 


*) Гец еп., Сгип@н5$ етег @етептагреотезсвеп Кересьииенге“, 


ДОПОЛНЕНТЯ. 


— 


1. О безконечно удаленныхъ элементахъ. 


Врядъ ли есть въ области геомегри вопросъ, относительно кото- 
раго царить такая путаница и который вызываеть столько недоумБнЯ, 
какъ вопросъ о безконечно удаленныхъ элементахъ. Оно и понятно 
почему. Для того, чтобы эти понятя не вызывали сомнфнй, было бы 
необходимо указать, каковы тф логичесюыя положен, которыми эти эле- 
менты вводятся въ геометр!ю, т. е. каковы тЪ формальныя свойства этихъ 
образовъ, которыми мы пользуемся, когда ведемъ то или иное о нихь 
разсуждеше. Но этого мало. Для того, чтобы была увЪфренность, что 
введеше въ геометрию безконечно удаленныхь образовъ не можеть при- 
вести къ противорф4ю съ основными положенями геометри, нужно 
знать эти послфдня, т. е. нужна логическая формулировка тфхъ основ- 
ныхь положенй, изъ которыхъ чисто формально можеть быть развита 
геометря. Но, какъ извфстно, есть еще очень мало сочиненй, въ кото- 
рыхь геометря выводится чисто логически изъ строго формулированныхь 
посылокъ. Коль скоро же этого н$тъ, то н5ть и тБхь средствъ, помощью 
которыхъ можно было бы доказать, что введене безконечно удаленныхъ 
элементовъ не можеть привести къ противорфчю; боле того, не имЪетъ 
опредфленнаго содержаня и самый вопросъ, ибо неизвфстно, съ чБмъ. 
собственно, не должно быть противорфчя. Такого рода сомнфня возни- 
каютъ, конечно, и во всфхъ остальныхъ частяхъь геометри у всякаго, 
кто хочеть найти въ ней строго логическую дисциплину; но тому, 
кто интересуется фактической стороной при изучени другихъ частей 
геометр№и приходить на помощь интуищя, непосредственное воззрЪне, 
наглядныя представленя, которыя онъ связываеть съ геометрическими 
образами. Но вс эти средства отказываются служить, когда дфло ка- 
сается безконечно удаленныхъ элементовъ. Какъ представить себЪ, что 
параллельныя ливи, которыя, по опредфлен!ю своему, не имфють общихъь 
точекъ, все же пересфкаются въ н$Фкоторой безконечно удаленной точк5? 
Какъ представить себЪф, что на прямой имфется только одна безхо- 
нечно удаленная точка, а на плоскости только одна безконечно уда- 
ленная прямая? Какъ представить себЪ, что въ пространств имЪется 
только одна безконечно удаленная плоскость? ГдЪ, съ какой стороны 
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пространства она расположена? Представить же себЪ, что плоскость 
окружаетъ все пространство, мы также не можемъ. Итакъ, когда рфчь 
идеть о безконечно удаленныхъ элементахъ, то мы не имфемъ ни ТЬХЪ 
логическихь основъ, исходя изъ которыхъ мы могли бы дБлать о нихъ 
формальные выводы, ни наглядныхь представленй, которыя руководятъ 
нами при изучени другихь вопросовъ геометрии въ тфхъ случаяхъ, 
когда мы не имфемъ достаточной логической почвы. 

Между тЬмъ введене безконечно удаленныхъ элементовъ несомн$нно 
приносить часто значительную пользу. Въ однихъ случаяхъ, это приво- 
дитъ къ обобщению предложен; такъ, напримфръ, съ введешемъ безко- 
нечно удаленныхъ точекъ теорема Дезарга обобщается и на тотъ случай, 
когда прямыя, соединяюцщуя соотвфтствующёя вершины двухъ треугольни- 
ковъ, параллельны; въ другихъ случяаяхъ мы быстрфе приходимъ къ резуль- 
тату, пользуясь безконечно удаленными элементами. Для проективной же 
геометр!и введене безконечно удаленныхъ элементовъ совершенно необ- 
ходимо, такь какъ проективное преобразоване пространства было бы 
совершенно невозможно, если бы не учитывать безконечо удаленныхъ 
элементовъ !). Съ другой стороны, если мы будемъ всегда трактовать 
безконечно удаленныя точки такъ же, какь и обыкновенныя точки, то 
мы легко можемъ придти къ абсурду. Было бы, напримфръ, несправед- 
ливо сказать, что изъ любой безконечно удаленной точки можно, какъ 
и изъ любой конечной точки, опустить перпендикуляръ на любую пря- 
мую или на любую плоскость; а въ т6хъ случаяхъ, когда изъ безконечно 
удаленной точки можно провести перпендикуляръ на прямую или на 
плоскость, таковыхъь можеть быть не одинъ, а безчисленное мно- 
жество. При такихъ условяхъ естественно возникаеть вопросъ: въ ка- 
кихь же предфлахь можно пользоваться безконечно удаленными элемен- 
тами, не рискуя придти къ абсурду. 

ВсБ эти вопросы въ настоящее время можно считать совершенно 
разрЬшенными въ томъ смыслЪ, что никакихъ принцитальныхъ затруд- 
неНй они уже не вызываютъ. Но сочиненй, въ которыхъ этотъ вопросъ 
былъ бы достаточно выясненъ, очень мало, и они не принадлежать къ 
числу элементарныхъ 3). 


1) Вёрнфе: не вводя безконечно удаленныхъ элементовъ, можно было бы 

сохранить только тЪ проективныя соотвфтств1я, которыя сводятся къ движенямъ 
. и къ подобнымъ преобразоваямъ; аналитически это сводится къ тому, что можно 

было бы разсматривать только тЪ проективныя соотвЪтствя, которыя выражаются 
алгебраически цБлыми линейными преобразован ями. 

3) Е. Буницк!й. „Безконечно удаленные элементы въ геометри положенйя“. 
Записки Императорскаго Новоросайскаго университета. Т. 92. 1908. 

Е. Зспиг. „ОеБег @е Ей Вгипя 4ег зорепащеп 14еаеп Еетеше т Фе рго- 
]леснуе Сеоте ше“. Матет. Аппаеп. ХХЖХ. 1891. 
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Нужно сказать, что и въ настоящемъ сочинени авторъ относится къ 
этому вопросу очень легко, и врядъ ли указаня на стр. 115, 119, 149 
и др. могутъ удовлетворить читателя. Мы не имфемъ возможности въ 
прелфлахъ настоящей статьи исчерпать вопросъ до конца, но полагаемъ, 
что нижеслфдующя строки прольютъ н5который свфтъ на этоть вопросъ. 


Въ настоящемъ сочинени авторъ неоднократно выясняетъ ту мысль, 
что одна и та же формально построенная логическая система можетъ 
находить себ примфнене къ различнымъ многообраз!ямъ, т. е. къ раз- 
личнымъ комплексамъ объектовъ или образовъ. Тамя два многообразй, 
которыя равно подходять подъ одну и ту же логическую систему, между 
которыми можно, слловательно, установить однозначное соотвфтстше 
такимь образомъ, чтобы соотвфтственные элементы, какъ объекты, 
примБненя этой логической системы, играли въ ней одну и ту же 
роль, мы будемь называть подобными относительно этой логи- 
ческой системы. Такимъ образомъ, напримЪръ, совокупность всфхъ 
комплексныхъ чиселъ представляеть собой многообраз!е, подобное много- 
образю всЪхЪъ точекь на плоскости относительно ариеметики комплек- 
сныхь чиселъ; ибо, какъ извфстно, между этими многообразыми можетъ 
быть установлено соотвфтсте такимъ образомъ, чтобы каждой точкф 
отвфчало одно и только одно комплексное число (его аффиксъ) и обратно; 
вмЪфст6 съ тфмъ ариеметическя дЪфйствя надъ точками могутъ быть уста- 
новлены такъ, чтобы они вполнф соотвфтствовали дфИстямъ надъ ихъ 
аффиксами; обЪ системы представляютъ собой комплексы объектовъ, къ 
которымъ примфняется ариеметика комплексныхъ чиселъ. 

Такимъ же образомъ совокупность комплексныхъ чиселъь по отно- 
шеню къ той же логической системЪ представляеть собой многообразе, 
подобное многообраз!ю всфхъ векторовъ на плоскости, выходящихь изъ 
одной точки. 

Чтобы это важное поняте, на которомъ основаны всф нижесл$- 
дующЁя соображен я, вполнЪ отчетливо выяснить, укажемъ еще нЪкоторые 
геометрическе примфры. Во-первыхъ, въ примфчани на стр. 38 —42 
было приведено многообразе, подобное многообразно точекъ относи- 
тельно Евклидовой геометрии. Оставляя цфлый рядъ другихъ прим$- 
ровъ, которые авторъ разсматриваетъ въ текстБ настоящаго сочинейя въ 
примфнени къ различнымъ геометрическимъ системамъ, разсмотримъ еще 
слБдующй прим5ръ. 


Е. Ато4ео. „биЙа ищгодигюпе Че! @“етепё тйпй: аа веошеёа ргодесёуа“. 
Сютае 4 МаетайсНе. ХХХМУ. 1896. 
Ог. М. РазсН. „УоНезипееп ВБег пецеге Сеотеше. Герая. 1882. 
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Возьмемъ многообраз!е всфхъ лучей, выходящихь въ `(Евклидовомъ) 
пространств изъ одной точки (), т. е. такь называемую связку лучей. 
При этомъ подъ лучемь мы разум5емь полупрямую, т. е. каждую изъ 
двухъ частей, на которыя точка О дБлить прямую. Представимъ себЪ 
далЪе сферу произвольнаго ратуса, имбющую центръ въ точкБ (). 
Каждый изъ нашихъ лучей встрЪчаеть сферу въ одной точкЪ, которую 
мы будемъ считать точкой сферы, соотв$тствующей этому лучу. Такимъ 
образомъ, между связкой лучей и многообраземъ точекь нашей сферы 
установлено однозначное соотвЪтстве. Каждому образу (совокупности 
точекъ) на сфер отв$чаеть образъ (совокупность лучей въ связкЪ). 
Такъ, напримфръ, дуг большого круга на сферЪ будеть соотвфтствовать 
въ связкБ плосюЙ уголъ, т. е. точкамъ, заполняющимъ на сфер дугу 
большого круга, будутъ соотвфтствовать лучи, заполняюще плосюй уголъ. 
Ц$лому большому кругу будегь соотвфтствовать совокупность лучей, 
заполняющихь цфлую плоскость. Сферическому треугольнику будетъ со- 
отвфтствовать въ этомъ смыслф трехгранный уголъ. Каждое движене на 
сферЪ опредфленнымъ образомъ замЪщаеть точки сферы другими точками 
той же связки. ВмЪстЪ съ тфмъ каждое предложене, выражающее свойство 
сферическихъь фигуръ, выражаетъь также свойство соотвфтствующихь об- 
разовъ въ связк$, если подъ терминами, фигурирующими въ предложенйи, 
разум$ть т образы, которые имъ соотвфтствуютъ въ связкф. Такимъ 
образомъ, напримръ, условя равенства сферическихь треугольниковъ 
выразятъь условя равенства трехгранныхъ угловъ и т. д. Многообразие 
лучей, представляемое связкой, и многообраз!е точекъ на сферЪ подобны 
относительно той логической системы, которую мы называемъ сфери- 
ческой геометрией. 

Выяснивши это поняте, мы постараемся теперь показать, что сово- 
купность точекъ, прямыхъ и плоскостей Евклидова пространства пред- 
ставляеть собой многообразе, подобное совокупности всфхъ возмож- 
ныхь связокъ, прямыхъ и плоскостей въ пространств$ относительно 
той логической системы, которую составляеть совокупность аксюмъ 
сопряжен. 

Какъ было выяснено въ текстЪ настоящаго сочиненя. Гильбертъ 
въ своей системЪ геометрйи подраздЪляеть акбомы на пять группъ, изъ 
которыхъ первая состоитъ изъ слБдующихь восьми акФомъ, называемыхъь 
аксомами сопряжен. 

11. ДвЬ различныя точки „{ и В всегда опредфляютъ прямую. 

Ь. Прямая опредЪляется также любыми двумя различными своими 

точками. 

5. На каждой прямой всегда имфются, по меньшей мЪрЪ, двЪ точки, 

на каждой плоскости, по меньшей мЪрЪ, три точки, не располо- 
женныя на одной прямой. 
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. Три точки, не лежашия на одной прямой, всегла опред$ляютъ 
плоскость. 

1.. Плоскость опредфляется также любыми тремя своими точками, 
не расположенными на одной прямой. 

1. Если двБ точки прямой лежать на плоскости, то вс точки 
этой прямой лежатъ на этой плоскости. 

1,. Если двф плоскости имБють общую точку, то онф имфють по 
крайней мЪрЪ еще одну общую точку. 

1. Существуютъ по крайней мЪрЪБ четыре точки, не расположен- 
ныя въ одной плоскости. 


=> 


Подъ связкой прямыхъ мы будемъ разумфть совокупность нрямыхь 
(не лучей), проходящихъ черезъ одну точку. 

Условимся теперь называть каждую связку прямыхъ точкой. Мы 
будемъ всегла писать это слово въ разрядку, когда будемъ употреблять 
его въ этомъ новомъ для него значени. Ясно, что каждой обыкновенной 
точк5 пространства отвфчаеть связка, т. е. точка въ новомъ значени 
этого термина. Въ этомъ новомъ многообраз!и точекъ, т. е. многообра- 
зи всбхь связокъь Евклидова пространства, мы будемъ подъ прямой и 
плоскостью разумфть то же, что и обыкновенно въ геометри; мы бу- 
демъ часто писать и эти термины въ разрядку только съ тою цфлью, чтобы 
подчеркнуть, что мы разсматриваемь ихъ теперь въ иной концепщи 
(въ многообрази точекъ). Мы будемъ говорить, что прямая проходить 
черезъ точку, если она входитъ въ составъ соотв5тствующей связки. 
Мы будемъ говорить, что плоскость проходитъ черезъ точку, если 
она содержитъ, хотя бы одну прямую соотвфтствующей связки (ясно, что 
она уже въ такомъ случа необходимо содержить безчисленное множество 
прямыхъ этой связки); подъ терминомъ же точка лежитъ на прямой 
или на плоскости мы будемъ разумБть, какъ обыкновенно, что пря- 
мая или плоскость соотвфтственно содержитъ точку. 

Теперь покажемъ, что совокупность точекъ, прямыхъ и пло- 
скостей представляеть собой многообразе, подобное совокупности то- 
чекъ, прямыхъ и плоскостей въ обыкновенномъ смысл этихъ словъ 
относительно акбомъ сопряженя. Такъ какъ термины прямая и пло- 
скость сохраняютъ свое значене, то дфло сводится къ тому, чтобы 
обнаружить, что аксюмы сопряженя остаются въ силЪ, если подъ сло- 
вомЪъ точка разумЪть не обыкновенную точку, а связку, а подъ терми- 
нами плоскость и прямая проходятъ черезъ точку или содер- 
жатъ точку разумфть то, что установлено выше. 

Дъиствительно, дв различныя точки, т. е. двЪ не совпадающих 
связки, всегда опредфляютъ прямую, черезъ нихъ проходящую: это есть 
единственная общая прямая обфихъ связокъ; она содержитъ обЪ точки, 
ибо принадлежитъ обфимъ связкамъ (акс1ома 1,). Ясно также, что та же 
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прямая опредфляется и любыми другими двумя различными своими 
точками, т. е. любыми двумя различными связками, которымъ она при- 
надлежить (аксюма 1). Далфе, на каждой прямой имфются по меньшей 
МБрЪ дв точки, т. е. каждая прямая принадлежитъ, по крайней мЪръ, 
двумъ различнымъ связкамъ; на каждой плоскости имфются по меньшей 
м5р три точки, не расположенныя на одной прямой, т. е. каждая 
плоскость содержитъ, по крайней мЪрЪ, три прямыхъ, принадлежащихь 
тремъ различнымъ связкамъ (акс1ома [.). Три точки, не лежашйя на одной 
прямой, всегда опредфляютъ плоскость, черезь нихъ проходящую, 
ибо три различныя связки, не имБющя общей прямой, опредфляютъ три 
прямыхъ, принадлежащихъ каждая двумъ изъ этихъ связокъ. Черезъ эти 
три прямыя проходить плоскость, и при томъ едннственная, удовлетво- 
ряющая требованйо (аксюма 1,). Ясно, что эта плоскость опред$ляется 
также любыми тремя другими своими точками, не расположенными на 
одной прямой (акс1ома 1,). Если двЪ точки прямой лежатъ на плоскости, 
т. е. если эта плоскость содержитъ по одной прямой отъ двухъ различ- 
ныхь связокъ, то она содержитъ также общую прямую этихъ связокъ, 
а, слБловательно, проходить черезъ каждую точку этой прямой, ибо 
каждая связка, содержащая эту прямую, имЪетъ, такимъ образомъ, прямую, 
лежащую въ этой плоскости (акс1ома 1). Если двЪ плоскости имфють 
одну обшую точку, т. е. если двЪ различныя плоскости содержатъ каждая 
по прямой связки, то он всегда имфютъ общую прямую, принадлежащую 
связкЪ, а, слБдовательно, имфютъ прямую, принадлежашую еше и дру- 
гимъ связкамъ, т. е. имфють и друйя точки (аксюма 1.). Наконецъ, 
если мы возьмемь три точки, не лежаця на одной прямой, то он, 
какъ мы видфли, всегда опредфляютъ плоскость; а такъ какъ всегда су- 
ществуютъ еще связки, не имъюшИя съ этой плоскостью ни одной общей 
прямой, то существуютъ, по крайней мЪрЪ, четыре точки, не располо- 
женныя въ одной плоскости (аксома 1»). 


Такимъ образомъ, мы видимъ, что многообраз!е точекъ, прямыхъ 
и плоскостей подобно многообразю обыкновенныхъь точекъ, прямыхъь 
и плоскостей относительно акбюмъ расположения. 

Теперь, сверхь тфхъ связокъ, которыя мы разсматривали до сихъ 
поръ, мы введемъ еще другого рода связки, именно мы условимся назы- 
вать также связкой совокупность всфхъ прямыхъ, параллельныхь какой- 
либо опредфленной прямой. Этимъ вводится въ разсмотрфне безчисленное 
множество новыхЪ связокъ. Сообразно же введениой нами выше новой 
терминоло{и мы будемъ эти связки также называть точками, но, въ 
отлие оть прежде введенныхь точекъ, мы будемъ называть ихъ без- 
конечно удаленными точками. Въ этомъ новомъ своемъ значени 
безконечно удаленная точка представляеть собою уже вполнЪ опре- 
дЪленное поняте: это есть связка параллелей. Въ дальнЬйшемъ мы 
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сохранимъ терминологио, принятую раньше, т. е. мы будемъ говорить, что 
прямая содержитъ безконечно удаленную точку (или что безко- 
нечно удаленная точка лежитъ на прямой), если эта прямая входитъ 
въ составъ соотв5тствующей связки. Въ такомъ случаЪ мы можемъ сказать, 
что на каждой прямой лежитъ одна и только одна безконечно 
удаленная точка, ибо каждая прямая входить въ составъ одной и 
только одной связки параллелей. ВмЪстЪ съ тмъ параллельныя между 
собой прямыя всф проходять черезь олну и ту же безконечно уда- 
ленную точку, такъ какъ онЪ принадлежать одной связкЪ параллелей. 


Далъе, какъ и прежде, мы будемъ говорить, что плоскость про- 
ходитъ черезъ безконечно удаленную точку (или что безконечно 
удаленная точка лежитъ на плоскости), если плоскость содержить 
хотя бы одну прямую, принадлежащую соотвфтствующей связкЪ. Ясно, 
такимь образомъ, что, сообразно этой терминоломи, плоскость содер- 
жить тф безконечно удаленныя точки, которыя представляютъ собой 
связки прямыхъ, параллельныхъ этой плоскости; и такъ какъ такихъ 
связокъ имфется безчисленное множество, то можно сказать, что каждая 
плоскость содержитъ безчисленное множество безконечно удаленныхъ 
точекъ. Совокупность безконечно удаленныхъ точекъ, принадле- 
жащихъ одной плоскости, мы будемъ называть безконечно удаленной 
прямой этой плоскости. Сообразно этой терминолоци, на каждой пло- 
скости имфется одна и только одна безконечно удаленная прямая. 
ВмЪстЪ съ тЬмъ двЪф параллельныя плоскости имфють одну и ту же 
безконечно удаленную прямую, ибо безконечно удаленныя пря- 
мыя какъ одной, такъь и другой плоскости состоять изъ ТФхь безко- 
нечно удаленныхъ точекъ, т. е. изъ тЪхь связокъ, которыя парал- 
лельны этимъ плоскостямъ. Напротивъ, безконечно удаленныя пря- 
мыя, принадлежаня двумъ непараллельнымъ плоскостямъ, не совпадаютъ, 
а имютъ только одну общую безконечно удаленную точку. Въ 
самомъ лфлЪ, общая безконечно удаленная точка двухъ такихъ без- 
конечно удаленныхъ прямыхъ должна лежать въ обфихь плоскостяхъ, 
т. е. это должна быть связка параллелей, изъ которыхъ н$фкоторыя лежать 
въ одной изъ этихъ плоскостей и н$фкоторыя въ другой и которыя всЪ, 
слЪдовательно, параллельны обЪимъ плоскостямъ. Ясно, что такая связка 
есть только одна; это есть связка прямыхъ, параллельныхъ прямой пере- 
сБченНя нашихъ двухъ плоскостей. 

Наконецъ, совокупность всЪхъ безконечно удаленныхъ точекъ мы 
будемъ называть безконечно удаленной плоскостью. При такой терми- 
нологи въ пространствЪ есть, слЪдовательно, одна безконечно удаленная 
плоскость, составленная изъ всЪхъ безконечно удаленныхъ точекъ. 

Къ разсмотрфнному нами выше многообразю точекъ (которыя въ 
отлище оть вновь введенныхь безконечно удаленныхъ точекъ мы 
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будемъ называть конечными точками), прямыхъ и плоскостей мы 
присоединимъ телерь наши новыя Точки прямыя и плоскости — безко- 
нечно удаленныя. Мы расширимъ, такимъ образомъ, многообразе, обо- 
гативъ его новыми элементами. Теперь мы покажемъ, что это расширенное 
такимъ образомъ многообраз!е удовлетворяеть всЪмъ аксомамъ сопряженЯ. 

Дъйствительно, покажемъ, прежде всего, что любыя двЪ различныя 
точки опредфляютъ одну и только одну прямую, черезъ нихъ прохоля- 
щую. Намъ н$тъ, конечно, надобности возвращаться къ тому случаю, 
когда обЪ точки конечныя. Намъ нужно, слЪдовательно, разсмотрЪть, 
во-первыхъ, случай, когда одна точка 4 конечная, а другая В — без- 
конечно удаленная, и, во-вторыхъ, случай, когда обЪ точки безко- 
нечно удаленныя. 

Положимъ, что А есть конечная точка, а В — безконечно уда- 
ленная; иначе говоря, „41 есть обыкновенная связка, а В— связка па- 
раллелей. Прямая, проходящая черезь обф точки, должна принадлежать 
обЪимь связкамъ. Это есть та прямая связки „41, которая параллельна 
прямымъ связки В. Ясно, что въ связкф В есть одна и только одна 
такая прямая. 

Замфтимъ, что черезь каждую безконечно удаленную точку В 
проходить безчисленное множество безконечно удаленныхъ пря- 
мыхъ. Въ самомъ дЬЛЪ, каждая плоскость, параллельная прямымъ связки В, 
содержить нЬкоторыя прямыя этой связки, т. е. содержить точку В; 
послЪдняя принадлежить, слфдовательно, безконечно удаленнымъ пря- 
мымъ всфхь этихъ плоскостей; а, такь какъ между этими плоскостями 
имЪфется безчисленное множество такихъ, которыя попарно другъ другу не 
параллельны, то черезъ точку В прохолитъ, такимъ образомъ, безчисленное 
множество безконечно‘удаленныхъ прямыхъ. Но ни одна изъ этихь 
прямыхъ не проходитъ черезъ конечную точку 1, ибо безконечно уда- 
ленная прямая по самому своему опредфленйю есть совокупность без- 
конечно удаленныхъ точекъ, а конечныхъ точекъ не содержитъ. 


Обратимся теперь къ тому случаю, когда /{ и В суть различныя 
безконечно удаленныя точки. Ясно, что черезъ нихъ не можеть 
проходить конечная прямая, ибо таковая, какъ мы вилфли выше, всегда 
содержитъ только одну безконечно удаленную точку. Черезъь наши 
двЪ точки можеть поэтому проходить только безконечно удаленная 
прямая; и, дЪйствительно, плоскость, параллельная обЪфимъ связкамъ, со- 
держитъ обЪ точки, и, слЬдовательно, безконечно удаленная прямая 
такой плоскости проходитъ черезъ точки 1 и В. Обратно, всякая плоскость, 
содержащая безконечно удаленныя точки Ли В. должна быть па- 
раллельна обЪимъ связкамъ; а такъ какъ всЪ такя плоскости параллельны 
между собой, то они имфють, какь мы видфли выше, одну и ту же пря- 
мую, которая, такимъ образомъ, вполн® опредфляется точками Чиь В: 


о варит житье у 
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Такимъ образомъ, наше многообраз!е, обогащенное безконечно 
удаленными точками, прямыми и плоскостями, удовлетворяетъ 
акс1омЪ [,. Что касается аксюмы |, то она лишь при особой точкЪ 
зрёня Гильберта на идею инцидентности, представляеть собою нЪчто 
отличное отъ акфюмы |. Изъ сказаннаго выше, во всякомъ случаф, вы- 
текаетъ, что всякая прямая опредфляется любыми двумя своими точками. 

Обращаясь къ акс1омЪ [., замфтимь, что намъ нужно только дока- 
зать, что она справедлива въ примфнеши къ безконечно удаленной 
прямой и къ безконечно удаленной плоскости. Мы уже имфли 
случай, однако, выше показать, что въ каждой плоскости имЪется безчи- 
сленное множество безконечно удаленныхъ точекъ, и что единствен- 
ная безконечно удаленная плоскость содержить в‹Ъ безконечно 
удаленныя точки. Вопросъ объ аксомЪ 1., такимъ образомъ, совер- 
шенно исчерпанъ. * 

Обращаясь теперь къ аксюмЪ [,, мы должны, собственно, разсмо- 
трфть тЪ случаи, когда въ числЪ трехъ точекъ, не лежащихь на -одной 
прямой, имфется одна, двЪ или три безконечно удаленныя точки. 
Положимъ, что „1 и В суть конечныя точки, а (— безконечно уда- 
ленная. Въ такомъ случаЪ безконечно удаленная плоскость не мо- 
жеть проходить черезъ эти три точки, ибо таковая, по опредЪленю, со- 
стоить только изъ безконечно удаленныхъ точекъ. Что же касается 
конечныхь плоскостей, прохолящихъ черезь точки 21 и В, то онЪ 
необходимо должны содержать также прямую АВ. Чтобы такого рода 
плоскость проходила также черезь безконечно удаленную точку (, 
нужно, чтобы она была параллельна связкё С. Такая плоскость (прохо- 
дящая черезь данную прямую и параллельная данной связкЪ параллелей) 
есть одна и только одна, если только прямая „В сама не входить вт» составъ 
связки, т.е. не содержить точки (.. Положимъ теперь, что ВиС сутв безко- 
нечно удаленныя точки, а /{ конечная. Плоскость, проходящая черезъ 
эти три точки, должна содержать прямыя связки 4 (слЪдовательно, должна 
проходить черезъ центръ этой связки) а также прямыя связокъ Ви С (слЪдо- 
вательно, должна быть параллельна связкамъь Ви (5). Такая плоскость есть 
одна и только одна (именно та, которая опредФляется двумя прямыми связки 
А, принадлежащими соотвЪтственно связкамь Ви С). Наконецъ, если 
всЪ три точки безконечно удаленныя, то черезъ нихъ проходить без- 
конечно удаленная плоскость и никакая другая не прохдитъ, ибо всЪ 
безконечно удаленныя точки, лежания въ одной конечной плоскости, 
образуютъ одну безконечно удаленную прямую этой плоскости. 

Аксюма 1,, такимъ образомъ, исчерпана; что касается акс1омы [,, 
то о ней приходится сказать то же, что и объ аксюмЪ {[.. 

Переходимъ теперь къ аксбомЪ №. Здфсь мы опять должны дока- 
зать, что она справедлива въ т5хъ случаяхъ, когда одна изъ двухъ точекъ 
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безконечно удаленная, или когда обф безконечно удаленныя. Въ 
послЬднемь случаЪ, если обЪ точки безконечно удаленныя, то пря- 
мая, ими опредфляемая, также безконечно удаленная. Такмя двЪ 
точки всегда принадлежать безконечно удаленной плоскости, но 
послфдней принадлежитъ также и опрелфляемая ими прямая, такъ какъ 
она состоитъ исключительно изъ безконечно удаленныхъ точекъ. Если 
же нЪкоторая конечная плоскость содержитъ двъ безконечно удален- 
ныя точки [и В, то ея безконечно удаленная прямая содержить 
эти точки, а, такъ какъ черезь точки Аи В, какь мы видфли выше, 
проходить только одна прямая, то послЪдняя совпадаеть съ безконечно 
удаленной прямой этой плоскости и, слЪдовательно, лежитъ цфликомъ 
въ этой плоскости. 

Еще нагляднЪе то же самое можно показать такимъ образомъ. 
Всякая конечная плоскость, содержащая лвф различныя безконечно 
удаленныя точки и В, параллельна связкамъ Чи В. Весь такя пло- 
скости параллельны между собой, а потому, какъ было доказано, ИМЪЮТЬ 
одну общую безконечно удаленную прямую. Это и есть прямая, 
проходящая черезь данныя двф точки, и лежащая такимъ образомъ, 
цфликомь въ каждой плоскости, проходящей черезъ точки Ди В. 

Если теперь изъ двухъ данныхъ точекъ одна, скажемъ А, конеч- 
ная, а другая В— безконечно удаленная, то АВ есть та прямая 
связки „1, которая принадлежить также связкЪ В (т. е. которая парал- 
лельна остальнымъ прямымъ этой связки). Всякая плоскость, проходящая 
черезь точку В, параллельна прямымъ связки В; поэтому, если она про- 
ходить также черезъ точку 1, то она необходимо содержитъ ту прямую 
этой связки, которая параллельна связкЪ В, т. е. она содержитъ прямую 
АВ. Въ примфнени къ нашему многообразю, такимъ образомъ, спра- 
ведлива акс!ома {к . 


Обращаясь къ предложеню 1;, мы опять должны разсмотрЪть, соб- 
ственно, тотъ случай, когда двЪ плоскости имЪють общую безконечно 
удаленную точку, ибо, если онф имЪють общую конечную точку, 
то онф сами конечныя плоскости, а этоть случай уже исчерпанъ выше. 
Если же двЪ плоскости имфютъ общую безконечно удаленную точку 
и одна изъ плоскостей безконечно удаленная, то она имЪеть со второй 
плоскостью общую безконечно удаленную прямую, именно безко- 
нечно удаленную прямую второй плоскости, которая, какъ составлен- 
ная изъ безконечно удаленныхъ точекъ, принадлежитъ также без- 
конечно удаленной плоскости. Если же двЪ конечныя плоскости 
имъють общую безконечно удаленную точку В, то обЪ онЪ парал- 
лельны связкф В. При такихъ условяхъ эти дв плоскости либо парал- 
лельны, и тогда онф имфють общую безконечно удаленную прямую, 
содэржащую также безконечно удаленную точку В, либо онЪ пере- 
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съкаются по прямой, принадлежащей связкь В и содержащей, слфдова- 
тельно, безконечно удаленную точку В. 

Нужно сказать и то, что справедливость акс1омы 1. вытекаеть изъ того, 
что въ нашемъ расширенномъ многообразии любыя двЪ плоскости, какъ мы 
видфли выше, имЪють общую прямую конечную, если эти плоскости не 
параллельны, и безконечно удаленную, если онЪ параллельны. 

Что касается акфомы 1, то доказывать ея справедливость не при- 
ходится. 

Итакъ, многообразе точекъ, прямыхъ и плоскостей, обога- 
щенное безконечно удаленными точками, прямыми и плоско- 
стями, представляеть собой такой комплексъ образовъ, къ которымъ 
примфняются всЪ акюмы сопряженя. Въ этомъ многообрази двЪ парал- 
лельныя прямыя всегда пересЪкаются въ безконечно удаленной точкЪ, 
двЪ параллельныя плоскости всегда пересфкаются по безконечно уда- 
ленной прямой; т. е. вь этомъ многообразм безконечно удаленные 
элементы облалають тфми формальными свойствами, которыя имъ при- 
сваиваются при введении ихъ въ элементарную геометр!ю; и такъ какъ мы 
имфемъ, такимъ образомь, многообразе, въ примфнени къ которому 
элементарная геометрия, обогащенная безконечно удаленными элементами, 
оказывается справедливой, то и логическаго противорфчя здЪсь, оче- 
видно, быть не можеть. Всф ТЪ выводы, которые изъ этихъ формальныхъ 
посылокъ вытекаютъ, не могуть привести къ противорфчю; и, если 
пользуясь безконечно удаленными точками, мы придемъ къ выводамъ, 
касающимся конечныхь точекъ, то эти выводы будуть справедливы, 
какъ и всяке выводы, сдфланные относительно нкоторыхъ образовъ въ 
многообрази, для котораго справелливы посылки, служащя точкой отпра- 
вленя. Что касается многообразя обыкновенныхъ точекъ, прямыхъ и пло- 
скостей, то оно подобно многообразю введенныхъ нами новыхъ конечныхъ 
гочекъ, прямыхъ и плоскостей относительно аксюмъ сопряжения. 
Поэтому всяюй выводъ, сдЪланный изъ этихъ аксюмъ, будетъ справедливъ 
въ примнени къ обыкновеннымъ конечнымъ элементамъ и въ томъ случаъ, 
когда мы пользовались при доказательствЪ безконечно удаленными элемен- 
тами. ДЪло будеть здЪсь обстоять совершенно такъ же, какъ въ вопросЪ 
о комплексныхъ числахъ. Совокупность комплексныхъ чиселъь предста- 
вляеть собой многообразие, для котораго справедливы всЪ преобразованя 
ариеметики вещественныхъ чиселъ, а потому всяюй выводъ, при помощи 
этихъ преобразован!й слЪфланный, булеть правиленъ и въ томъ случаЪ, 
когда онъ въ конечномъ счет относится къ числамъ вещественнымъ 
(къ части всего многообразя комплексныхъ чиселъ). 

Многообразе, на которомъ мы обнаружили, что введеше безко- 
нечно удаленныхъ точекъ, какь точекь пересфченя  параллельныхъь 
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ныхъ плоскостей, и безконечно удаленной плоскости, какъ сово- 
купности безконечно удаленныхъь прямыхъ, не можеть привести къ 
противорЪч1ю съ акюмами сопряженя, было нами составлено путемъ 
соединеня обыкновенныхъь связокъ, названныхь нами точками, н 
связокъ параллелей, названныхь нами безконечно удаленными точ- 
ками. Любопытно, что Пашъ въ указанномь выше сочинени лаеть 
Такое опредфленше связки, которое объединяетр обЪ категор!и; именно, 
онъ опредфляеть связку, какъ комплексъь прямыхь, обладающихь тЪмъ 
свойствомъ, что любыя двф прямыя этого комплекса расположены въ 
одной плоскости. Если поэтому мы возьмемъ двЪ прямыя на плоскости и 
черезь каждую точку пространства, этой плоскости не принадлежащую, 
мы проведемъ плоскости, опредфляемыя этой точкой и основными двумя 
прямыми, то ихъ пересфчеше опредфлить прямую связки, проходящую 
черезъ выбранную точку пространства. Чтобы опредфлить прямую связки, 
проходящую черезъ точку, лежащую въ плоскости первыхъ двухъ пря- 
мыхъ, надо воспользоваться двумя другими прямыми связки, одна изъ 
которыхъ не лежить въ этой плоскости. Смотря по тому, были ли ис- 
ходныя двЪ прямыя сходящимися или параллельными, мы получимъ схо- 
дящуюся связку (конечную точку) или связку параллелей (безконечно 
удаленную точку). Если связки взяты не въ Евклидовомъ пространств, 
а въ гиперболическомъ, то, кромф сходящихся связокь и связокъ парал- 
лелей, будуть существовать связки третьяго типа—такъ называемыя 
расходящяся связки. Расходящуюся связку образуютъ прямыя, перпен- 
дикулярныя къ одной и той же плоскости. Въ Евклидовомъ пространствЪ 
эти послЬдня связки совпадають со связками параллелей, въ гиперболи- 
ческомъ же пространствЪ онЪ образуютъ особую третью категорию. Если 
мы въ гиперболическомъ пространствЪ назовемь конечными точками 
сходящяся связки, а безконечно удаленными точками — связки па- 
раллелей, то каждая прямая будеть входить вь составъ двухъ связокъ 
параллелей (соотвфтственно двумъ направленямъ прямой), т. е. булеть 
имфть двЪ безконечно удаленныя точки. Однако, при этомъ двЪ 
прямыя въ плоскости еще не всегда будуть имфть общую точку: двь 
расходянияся прямыя не будутъ имфть общей точки — ни конечной, ни 
безконечно удаленной. Чтобы любыя двЪ прямыя, расположенныя въ 
одной плоскости, въ гиперболическомъ пространствЪ имфли общую точку, 
необходимо еще болфе усилить многообразе точекъ, необходимо вклю- 
чить въ него еще точки третьей категори, т. е. назвать точками также 
расходянияся связки. Эти точки Клейнъ назваль идеальными точками. 
Въ гиперболической плоскости двЪ прямыя всегда встрЪчаются либо въ 
конечной, либо въ безконечно удаленной, либо въ идеальной точк%. 


Мы показали, что введеше безконечно удаленныхь элементовъ не 
можеть привести къ противорЪ4ю съ аксюмами сопряженя. Но, кромЪ 
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аксомъ сопряжешя Гильбертъ различаеть еще четыре группы аксюмь 
и, прежде всего, аксюмы расположеня. Однако, присвоить расширенному 
многообразию точекъ такое расположене на прямой, которое удовле- 
творяло бы требованямъ, выраженнымъ въ аксюмахъ расположены, не 
удается. Причина этого коренится въ томъ, что изъ трехъ прямыхъ схо- 
дящейся связки, расположенныхъ въ одной плоскости, каждая можеть съ 
одинаковымъ правомъ считаться лежащей между двумя другими прямыми. 
ВслЪдстве этого тЪ предложен, выводъ которыхъ оснаваль на аксюмахъ 
расположен, не могутъ быть распространены на обогащенное нами много- 
образе точекъ. Они могутъ выражать такя свойства конечныхь точекъ, 
которыя не принадлежать безконечно удаленнымь точкамъ. Аксюмы 
конгрузэнтности не распространяются уже на безконечно удаленныя точки 
потому, что въ нашемъ многообраз!и не всякая гочка можегь быть 
совмЪщена съ любой другой точкой. При помощи движеня можно, 
правда, совмфстить каждую схолящую связку съ любой другой сходя- 
щейся связкой (т.е. можно привести каждую конечную точку въ любую 
другую конечную точку), но нельзя совмфстить сходяшуюся связку со 
связкой параллелей (т. е. нельзя привести конечную точку въ безко- 
нечно удаленную). 

Все изложенное выясняетъ, кая свойства конечныхъ точекъ могуть 
быть распространены на безконечно удаленныя точки, а какя не могутъ. 
На безконечно удаленные образы распространяются т свой- 
ства, которыя вытекаютъ только изъ акстомъ сопряжен!я. 


Проективная геометря аксюмами конгруэнтности вовсе не поль- 
зуется. Она пользуется только тремя группами аксюмъ; именно, кромЪ 
акчюмъ сопряжен, она пользуется еще акфомами расположеня и аксю- 
мой проективной непрерывности (см. акбюмы Пи Ш въ 55 15 и 16). 
Акс1омы сопряженя проективной геометри отличаются оть аксюмъ соот- 
вЪтствующей группы въ Евклидовой геометрии тфмъ, что здЪфсь всявя 
двф прямыя, расположенныя въ одной плоскости, имфють общую точку, 
и всяюя двЪ плоскости имфють общую прямую. Но мы видфли, что 
пространство, обогащенное безконечно удаленными точками, удо- 
влетворяетъ этимъ требованямъ. -Съ другой стороны, аксюмы располо- 
женя, которыми пользуется проективная_ геометр!я, также отличаются отъ 
аксоомъ расположеня Евклидовой геометрии. Проективная геометря не 
вводить понятя „между“; она разсматриваеть всегда двЪ пары точекъ 
на прямой и требуеть, чтобы четыре пары точекъ на прямой всегда 
олнимъ и только однимъ способомъ распадались на двЪф пары, разд%- 
ляюшИя другъ друга. Этимъ свойствомъ всегда облалаютъ четыре прямыхъ 
сходящейся связки, расположенныя въ одной плоскости. Этимъ обстоя- 
тельствомъ можно воспользоваться, чтобы распространить аксюмы распо- 
ложеня проективной геометр!и на наше пространство, обогащенное без- 
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конечно удаленными точками. ДЪйствительно, пусть 11, В, (2, 1) бу- 
дуть четыре точки на одной прямой. Возьмемъ произвольную сходя- 
щуюся связку О), въ составь которой эта прямая не входитъ, и прове- 
демъ прямыя ОД, ОВ, ОС, ОП. Это будуть вполнф опредЪленныя 
прямыя, независимо оть того, всЪ ли точки „1, В, С, О конечныя, или 
между ними имфются также безконечно удаленныя. Если же прямыя 
ОЛи ОС раздьляются прямыми ОВ и ОШ, то мы будемъ говорить, 
что точки Ди С раздъляются точками Ви О. Можно легко показать, 
что эта дизъюнкщЯя не зависитъ отъ выбора связки О, и что это опредф- 
лен!е согласуется со всфми аксомами расположеня проективной геометрии. 
Наконець, существенная особенность безконечно удаленныхъь точекъ, 
какъ мы видЪли, заключается въ томъ, что конечныя точки не могутъ 
быть приведены въ совмфщене съ безконечно удаленными. Однако, въ 
проективной геометр!и комплексъ разсматриваемыхъ преобразованйй зна- 
чительно шире; именно, въ составъ проективныхъь преобразован вхо- 
дятъь, помимо тфхъ, которыя мы называемъь движенями, еще друпя пре- 
образованя, при помощи которыхъ всякая связка можеть быть превра- 
щена въ любую другую связку, и въ частности сходящаяся связка можеть 
быть превращена въ связку параллелей. ВслЪдстые этого въ проективной 
геометри безконечно удаленныя точки играютъ ту же роль, что и 
конечныя. 

Изложеннымъь вопросъь о законности введеня въ геометрю поло- 
женя безконечно удаленныхъ элементовъ достаточно выясненъ. Въ метри- 
ческой геометрйи возникаеть еще вопросъ о разстояни безконечно уда- 
ленной точки отъ конечной точки, каковое принимается безконечно 
большимъ. Выяснене того, въ какой мЪрЪ это законно, представляется 
болфе сложнымъ, потому что здЪБсь мы сталкиваемся уже съ другимъ 
вопросомъ, именно вонросомъ о томъ, какимъ образомъ безконечность 
вводится въ ариеметику. Мы не можемъ входитъ здЪсь въ подробное об- 
суждеше этого вопроса; замфтимъ только, что, присваивая безконечно 
большое разстояне безконечно удаленнымъ точкамъ, мы дфлаемъ совер- 
шенно то же (и въ томъь же смыслЪ), что и въ алгебрЪ, когда при- 
сваиваемъ безконечное рьшене уравненю 0. х == а, гдЬ а -Ё 0. 


П. Объ измЪренш площадей. 


Въ текстБЬ сочиненя авторомъ изложена теоря площадей прямо- 
линейныхъ фигуръ въ томъ видЪ, какъ она дана Гильбертомъ вь его 
„Основаняхъ“ !). ВмЪстЬ сь тЪмъ приведены соображеня, въ силу ко- 
торыхъ этой теор отдается предпочтене предъ обычной Евклидовой 
теорей этого вопроса. Получается, прежде всего, такое впечатлфне, что 
обыкновенная теоря площадей вовсе не нужна. Далф$е на стр. 299, указы- 
вается, что совокупность площадей была бы только тогда претворена въ 
величину, если бы были также указаны правила умноженя площадей 
и дЬленя площадей, точка зрфня, которую мы считаемъ рЪшительно 
неправильной. Въ общемъ, тЪ причины, которыя привели Гильберта къ 
его теор!и площадей, остаются, какъ намъ кажется, недостаточно выяснен- 
ными, и мы считаемъ полезнымъ остановиться здБсь на этомъ вопросЪ. 

Учене о площадяхъ имЪфетъ цфлью, какъ говорятъ, выразить пло- 
щадь числомъ, т. е. каждой площади мы относимъ нФфкоторое ариемети- 
ческое число; при томъ это должно быть сдфлано такъ, чтобы, во-пер- 
выхъ, конгруэнтнымъь фигурамъ соотвЪтствовали одинаковыя числа, и, 
во-вторыхъ, чтобы фигурЪ, составленной изъ нёсколькихъ фигуръ, соот- 
вфтствовало число, равное сумм тхъ чиселъ, которыя отнесены соста- 
вляющимъ фигурамъ. Въ этомъ заключается вся задача объ измфрени 
площадей. Теор!я площадей прямолинейныхь фигуръ заключается въ рЪ- 
шени этой задачи по отношеНйю къ послЪднимъ. Нужно, слфдова- 
тельно, рЬшить, можно ли отнести каждой прямолинейной фигурЪ число 
такимъ образомъ, чтобы удовлетворить поставленнымъ двумъ требова- 
шямъ, и, если, можно, то какъ это должно быть произведено. А рпоп 
мы не имфемъ основанйя отвфтить утвердительно даже и на первый изъ 
этихъ вопросовъ. Въ самомъ дфлЪ, представимъ себЪ, что въ пространствЪ 
существовало бы такое движеше 5, которое совмъщаеть прямолинейную 
фигуру 4 съ прямолинейной фигурой В, и въ то же время существо- 
вало бы другое движене 5’, которое помфщаетъь фигуру .-{ внутрь 


') Та же теоря площадей была значительно раньше предложена С. О. 
Шатуновскимъ и сообщена имъ НовороссЙскому Обществу Естествоиспытателей 
въ 1895 году и 1Х Съфзду Русскихъ Естествоиспытателей и Врачей въ 1898 году. 
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фигуры В, подобно тому, какъ прямолинейный уголь можно пом$стить 
внутри конгруэнтнаго ему угла. Тогда поставленнымъ. требован!ямъ удо- 
влетворить было бы невозможно, ибо въ виду существованя движенй 5, 
въ силу перваго требованя, обЪфимъ фигурамъ должно было бы быть отне- 
сено одно и то же число, а въ виду существованя движеня 5", въ силу 
второго требованя, второй фигурЪ должно было бы быть отнесено боль- 
шее число. Слфдовательно, мы должны либо доказать, что поставленнымъ 
требованямъ удовлетворить можно, либо постулировать это. Обычная 
теоря площадей постулируеть это, хотя неявнымъ образомъ. Допустивъ, 
что каждой прямолинейной фигурф можно отнести число такъ, чтобы 
удовлетворить поставленнымъ требован1ямъ, обыкновенная теор1я площалей 
даеть полное рЪшене второго вопроса о томъ, какъ это должно 
быть выполнено; именно доказывается, что каждому  треугольнику 
должно быть отнесено число, пропорщюональное произведенйю изъ осно- 
ваня на высоту, что это число должно быть равно половинф указаннаго 
произведеня, если мы желаемъ квадрату, сторона котораго равна единицф 
длины, отнести число 1 (т. е. принять его за единицу мЪфры площали); 
многоугольнику же необходимо отнести сумму чиселъ, отнесенныхъ тре- 
угольникамъ, на которые онъ разбивается. Чтобы выяснить, что въ 
обычной теор!и дЪйствительно скрывается допущене, о которомъ мы 
говорили, мы обратимся къ первому предложеню ученя о площадяхъ. 
Оно формулируется обыкновенно такъ: „площади двухъ прямоугольниковъ, 
имфющихъ равныя основаня, относятся, какъ ихъ высоты“. Чтобы это 
предложене имфло опредфленное содержаше, нужно знать, что такое 
площадь. Не входя въ анализъ того, что можно подъ этимъ терминомъ 
вообще разум$ть, одно ясно, чго подъ площадью разумфютъ такую ве- 
личину, каждое значеше которой имЪфетъ отношене къ любому другому 
ея значеню, выражающееся ариеметическимъ числомъ и облалающее тЬми 
свойствами, которыми обладаетъ отношене двухь значенй любой вели- 
чины (напримЪръ, длины); сюда относится, въ частности, то свойство, 
что отношене площади, составленной изъ двухъ площадей, къ третьей, 
должно быть равно сумм отношешй каждой изъ составляющихъ пло- 
щадей къ третьей. Если поэтому мы фиксируемъ одну площадь и возь- 
мемъ отношеше каждой плошади къ этой послЪдней (отношене, су- 
ществоване когораго, какъ сказано, явно принимается всей теорей), то 
оно и будетъ числомъ, отнесеннымъ каждой площали. 

Итакъ, то обстоятельство, что, отнеся каждому треугольнику полу- 
произведеше изъ основашя на высоту, а каждому многоугольнику число, 
равное сумм чиселъ, отнесенныхь такимъ образомъ составляющимъ 
треугольникамъ, мы уловлетворимъ требованямъ, поставлениымть въ за- 
дачфь объ измфренви, это обыкновенной теорей не доказывается, она 
доказываеть только, что если такое соотвфтстые между прямолинейными 
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фигурами и ариеметическими числами установить возможно — таковое 
вполн$ опредфляется выборомъ единицы мфры. Еще иначе: обыкновенная 
теоря площадей доказываетъ, что для установленя системы измфреня 
площадей прямолинейныхь фигуръ при обычной единиц мЪры необхо- 
димо отнести каждому треугольнику полупроизведене изъ основаня на 
высоту и т. п. Но достаточно ли это? Будеть ли при этомъ, дЬИ- 
ствительно, число, отнесенное каждой прямолинейной фигурЪ, равно суммЪ 
чисель, отнесенныхь составляющимъ фигурамъ, какимь бы образомъ 
мы ни производили разложеше, этотъ вопросъ остается открытымъ. На 
этоть именно вопросъ теоря Шатуновскаго-Гильберта и даетъ отвЪтъ. 
Теор!я эта даетъ строгое доказательство того, что достаточно 
отнести каждой прямолинейной фигур число, обычно имену- 
емое мЪрой ея площади, чтобы число, отнесенное любой фигурЪ, 
было равно суммЪ чиселъ, отнесенныхъ составляющимъ фигу- 
рамъ, какъ бы мы ни дфлали разложеня на составляющуя фи- 
гуры. Обычная теоря площадей и теоря Шатуновскаго-Гильберта, 
такимъ образомъ, дополняютъ другъ друга. 

Самое доказательство этого предложеня изложено въ текстф хотя 
и сь исчерпывающей полнотой, но, на нашъ взглядъ, недостаточно ясно. 
Мы не будемь излагать здфсь вновь этого доказательства, но выяснимъ 
лишь плань его. 

Каждому треугольнику мы относимъ число, равное полупроизведенйо 
изъ основая на соотвфтствующую высоту (каковое произведеше не за- 
висить оть того, какое изъ трехъ основанй мы выберемъ); это число 
называется „мфрой площади“ треугольника. ЗатЪмъ мы доказываемъ, въ 
первую очередь, что, какъ бы мы ни разлагали треугольникъ вновь на 
треугольники, м$ра площади этого треугольника всегда равняется суммЪ 
мЪръ площадей составляющихъ треугольниковъ. Теорема эта доказывается 
сначала для такь называемаго трансверсальнаго разложеня (которое 
производится трансверсалями изъ одной вершины), затфмъ для попе- 
речнаго разложеня (при которомъ вершины составляющихъ треуголь- 
никовъ лежать только на сторонахь даннаго треугольника); наконецъ 
доказывается, что всякое разложеше треугольника на составляюние тре- 
угольники можетъ быть путемъ трансверсальныхъь и поперечныхь разло- 
женй составляющихъ треугольниковъ приведено къ тому, что данный 
треугольникъ будетъ разложенъ трансверсально на рядъ треугольниковъ, 
которые, въ свою очередь, будуть разложены поперечно. 


Доказавъ, что мфра площади треугольника всегда равняется суммЪ 
мЪръ площадей составляющихъ треугольвиковъ, какъ бы ни производилось 
разложенше, мы обращаемся зат$мъ къ многоугольнику; мы доказываемъ, 
что, какь бы многоугольникъ ни былъ разложенъ на треугольники, сумма 
мЪръ площадей составляющихь треугольниковъ будеть одна н та же; 
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эта постоянная сумма и принимается за мфру плошади многоугольника. 
Наконецъ, послЪ этого доказывается, что мфра площади всякаго много- 
угольника равняется суммф мфръ площадей составляющихъ его много- 
угольниковъ, какимъ бы образомъ ни было произведено разложеше. 

Къ этому мы присоединимъ еще слфдующее замфчане. Точка зрф- 
ня, на которой мы здфсь стоимъ, носить названНе ариеметической, 
такь какь она относить каждой плошади число. Возможна точка зрёнЯ 
чисто геометрическая, которая относитъ каждой площади отрЪзокъ и, 
такимъ образомъ, совершенно освобождаеть геометрию оть числа. Такая 
теоря должна быть построена на исчислеши отрфзковъ; за м5ру пло- 
щадци треугольника въ такой теори принимается отрфзокъ, предста- 
вляющЙ собой половину произведеня изъ основашя на высоту. 


вти Физикочматематичевскихъ наукъ. 
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Книгоиздательство научныхъ и попу- 
МА ] Е СЪ пярно научныхъ вочиненйА изъ облен 


Вышли въ свфтъ сл6дующя издан: 


п .- П. и АППЕЛЬ, Я. Историческая физика. Пер. съ нЪм. подъ ред. 
„Взьсти. Опьлин. Физики и Элементарн. Матем.“ Въ 2-хъ том. 
большого формата, 875 стр. Съ 799 рис. и 6 отдфльными табл. 1908. 

Ц. Р. 7. 50 к. 


Изъ отзывовъ объ „Исторической физик“. 


„Нельзя не привЪфтствовать этого интереснаго издазйя... Книга читается легко; 

содержить весьма улачно подобранный матералъ и обильно снабжена хорошо 

выполненными рисунками. Переводъ никакихъ замфчанй не вызываетъь“... 
Проф. О. Хвольсонъ. М. Н. Пр. 


„Въ изложеши историчесыя свфдЪЫя по какому-либо вопросу очень удачно 
переплетаются съ новЪйшими: мЪфстами даются примфры и вопросы для 
упражнешя. Руссюй переводь книги производить хорошее впечатлЬне... 
мЪето книги во всякой благоустроенной учнтельской и ученической библю- 
текЪ. Своеобразная прелесть историческаго изложешя, думается мнЪ, можеть 
способствовать возбуждешю интереса къ физикЪ въ т5хъ учащихся, у ко- 
торыхъ преобладаеть склонность ко всему „историческому“ и которымъ 
нерфдко физика представляется предметомь чуждымь и труднымъ. КромЬ 
того, „Историческая физика“ можетъ доставить очень пригодное чтеше 
взрослымъ, которые полагали бы возобновить и освфтить забытыя или плохо 
усвоенныя свфдЬНя по физикЪ. Нечего и говорить, что для преподавашя 
физики она доставляеть превосходный матералъ, и что она можетъ быть 
даваема для чтешя, при содЪйств!и преподавателя, въ руки учащихся“. 
Педагогический сборникз. Н. Дрентельнъ 
„Разсказы изъ жизни главнфЙйшихь двигателей наукъ подводятъ начинаю- 
щаго читателя къ пониманйо великости научной работы и помогаютъ при- 
близиться къ истинному смыслу ея результатовъ, такъ какъ заставляють 
слдить за ихъ возникновешемъ. Книга издается тщательно и украшена 
многочисленными иллюстращями“". В. К. Л. Вопросы Физики. 


Е АЕСИНЕ Е Е ЕЕ р. В 
РРЕШУСЪ, СВ. проф. Физика неба. Перев. съ нм. подъ ред. прив.-доц. 
А. Р. Орбинскаго. УШ-Е250 стр. 8°. 66 черн. и 2 цвфтн. рис. въ тек- 

ст. Черная и спектральная таблицы. 1905. Ц Р. 2— 
Научность содержа, ясность и простота изложешя и превосходный пере- 
водъ соперничаютъ другъ съ другомъ. Русская Мысль. 
Е Е БЕ нА ТИВ АНИ. 


Де. Г. проф. Сборникъ элементарныхъ опытовъ по физниф. Пе- 
рев. съ франц. подь ред прив.-доц. Б. //. Вейнберга. 
Часть 1: Работы въ мастерской — Геометря и механика — Теплота 
ХУГ-272 стр. 8". Свыше 300 рис. 2-е изд. 1909. Ц. Тр. 50 к. 
Систематически составленный сводъ наиболфе удачных, типичныхь и поучи- 
тельныхъ опытовъ. Въьстникь и Бибмотека Самообразовашя. 
Часть П: Звукъ — Свфть — Электричество — Магнетизмъ —434 {+ [ХХУ 
стр. 8°. Свыше 400 рисунковъ. 1906. ПОР" 2. УБЕ 
Мы надфемся, что разбираемый трудъ станетъ настольной книгой каждой 
физической лаборатории въ Росси. Русская Мысль. 


ЕЕ в о 
2 ФИЗИКИ. Сборникъ статей, подъ ред. „Встн. Опытной Фи- 
зики и Элементарной Математики“ 2-е издаше. \У!--157 стр. 8°. 
41 рис. и 2 таблицы. 1907. Ц. 75 к. 
Нужно надфяться, что послфднее... послужить къ широкому распространеню 
этой чрезвычайно интересной книги. Русская Мысль. 


рее Ф. проф. Царица ма и ея тёнь. Общедоступное изложене 
основашй учен1я объ энергия и энтроши. Пер. съ нём. 3-е издаше 
УШ--56 стр. 8°. 1908. Ц. 40 к. 

Слфдуеть признать брошюру Ауэрбаха чрезвычайно интересной. 
Журн. М. Н. Пр. Про. О. Хвольсонв. 


ддиыии—ы—о 
Де, С. проф. Астрономйя для вофхъ. Перев. съ англ. подъ редакц. 

прив.-доц. 4. Р. Орбинскаго. ХХИ\/--286 стр. 8“. Сь портр. автора, 

64 рис. и 1 табл. 1905. Пр. Г. ЭОЕ. 
И вполнЪ научно, и совершенно доступно, и изящно написанная книга .. пе 
реведена и издана очень хорошо. Въстникь Воспитаня.- 
рвали Ь 


ЕБЕРЪ, Г. и ВЕЛЬШУЕЙНЪ, 1. проф. Эициклопедн элементарной алгебры. 
Т. 1. Перев. съ нм. подъ ред. и съ примфч. прив -доц. В. Ф. Кагана. 
Х/--623 стр. 8°. Съ 38 чертеж. 1907. Ц. Р. 3. 50 к. 

Вы все время видите передъ собой мастера своего дфла. который съ лю- 
бовью показываетъ велия творев1я человфческой мысли, извфстныя ему до 
тончайших» подробностей. Педагогичесьлй Сборника. 


ЕБЕРЪ Г. и ВЕЛЬШТЕЙНЪ 1., проф. Эицивлоледя элементарной геометрия. 
Томъ 1, книга 1. Основашя гесметрля. Пер. съ нём. подъ ред. и съ 
примфч. прив--дон. В. Ф. Кагана. ХИ--366 стр. 8“. Съ 144 черт. и 6 
рис. 1909. Ре: 


ИЕ ии 
ЕДЕКИНДЪ, Р. проф. Непрерывность и иррашенальныя числа. Перев. 
съ нЬм. сь примБч. прив.-доц. С. 0. Ш атуновскаго; съ присоедине- 
нз1емъ его статьи: Доказательство существевавя трансцендентных 
чиселъ. 2-е изд. 40 стр. 8. 1909. Ц. 40 к 
Небольшой по объему, но, такъ сказать, законодательный по содержанйю 
труду... Русская Школа- 


трудъ-.. ии 
ЕРРИ, ДК. проф. Вращающийся волчекз. Публичная лекшя. Пер съ англ. 
МШ--95 стр. 8°. Съ 63 рис. 2-е изд. 1908 Ц. 60 к. 
Книжка, воочю показывающая, какъ люди истиннаго зная, не Цфховой 
только науки, умфють распоряжаться научнымъ матер1аломъ при его попу- 
ляризащи. Русская Школа. С. Шохорё-Троцка. 


ляризации. 2 ая 
ЕЙ, К. Химичесве спыты для юношества. Перев. съ нЪ5мецк подъ 
ред. лаборант. Ё. С. Ельчанинова. П--192 стран. 8°. Съ 79 рисун- 
ками. 1907. Ы, Р.-Т.. 20 
Превосходная книга, какой намъ давно не хватало. Всюду въ книгЬ сохра- 
ияешь благотворное чувство, что находишься въ совершенно надежныхь 
рукахъ.. серьезной наукф въ болЪе легкой формЪ. 
ХейзейР И рат ГейгтаеНискет ип рааатовчзейе Гпегиг. 


Эр лид —Ш—Щ 
в > 3. проф Введене въ геодезию. Перев. съ нфмецк 80 стр. 16°. 

Съ 14 рисунк. 1907. Ц. 35 к. 
Излагаеть основы низшей геодези, имя въ виду пользоване ею въ чиколЪ 
въ качествЪ практическаго пособля... Изложене очень сжато, но полно И 
послфдовательно- Вопросы Физики. 


еидь, Б. проф. Философская хрестоматия. Пер. съ нфм. Ю. 4. Говсльева 
подъ ред. и съ пред. проф. Я. Н „Ланге. М--71 стр. 8°. 1907. Ц.Р. 1. — 
.. для человфка, занятаго самообразовашемъ и немного знакомаго съ фило- 

софТей и наукой, она (книга) даетъ разнообразн. и интересн. матералъ. 
Вопросы философти и психологи. 


и 
ПДрентвинор, С. Игры со спичками. Задачи и развлечешя. Пер. съ нм. 
146 стр 16’. Свыше 250 рис. и черт. 1907. Ц. 50 к 


ВЕтЭмЪ, В проф. Современв»е развизйе физики. Пер. съ англ. подъ ред. 
прив.-лон. Б. 11. Вейнберга и А. Р. Орбинскаго. Съ приложешемъ 
рЪчи 4. Бальфура: Несколько мыслей о новой теори вещества“. 
УШ--319 стран. 8°. Съ 5 портрет., 6 таблиц. и 33 рисунк. Ц. Р. 2. — 
Старается представить въ стройной и глубокой систем всЪ явленя физи- 
ческаго опыта и рисуетъ читателю дфйствительно захватывающую картину 
грандюзныхъ завоевашй человфческаго гешя. Современный марё. 


ушинсвй, Н. проф. Лекщи по бактерологи. \УШ--135 стр. 8°. Съ 34 
черными и цвФтными рисунками. 1908. Ц. Р. 1. 50 к. 


ре" А проф. Ссвременная теся физическихь явлевй (1оны, элек- 
троны, радюактивность). Пер. съ Ш (1907) итальянск. издашя. ХИ--166 
стр. 8°. Съ 21 рис. 1908. Ц. Р. 1— 
Книгу Риги можно смфло рекомендовать образованному человЪку, какъ луч- 
шее имфющееся у насъ изложеше новфйшихъь взглядовъ на обширную об- 
ласть физическихь явленй. Педагогический Сборник 


—_—_ 
Клоссовскии, А. проф. Физическая жизнь нашей плачеты на оонсва- 
ви современныхъ веззр5нан. 46 стран. 8°. 2-е издаше, испр. и до- 
полн. 1908. Ц. 40 к. 
РЬдко можно встрфтить изложеше, въ которомъ въ такой степени соединя- 
лась бы высокая научная эрудишя съ картинностью и увлекательностью рЪчи. 
Педелогическй Сборник. 


РРЕШУСЪ, СВ. проф. Образоваюе мфовъ. Пер. съ нм. подъ ред. проф. 
К. Д. Покровскаго. 208 стр. 8°. Съ 60 рис. 1908 ПОРТУ 


Книга чрезвычайно интересна и богата содержанемъ. 
Педагогические Сборникв. 


АГАНЪ, В. прив-доц. Задача обосноваюя геометрии въ современной 
постановк®. РЬчь, произнесенная при защит диссертащи на степень 
магистра чистой математики. 35 стр 8°. Съ 11 чертеж. 1908. Ц. 35 к. 


ИММЕРМАНЪ, В проф. Объемъ шара, шарового сегмента и шарсвого 
слоя. 34 стр. 16°. Сь 6 черт. 1908. Ц. 25 к. 


рее. А проф. Электрическая природа матери. Вступительная лекщя. 
Пер. съ итальянскаго. 28 стр. 8°. 1908. Ц. 30 к. 


Е ЧЪ. 0. проф. Жидые кристаллы и теор!и жизни. Пер. съ нЪмецк. 
И. В. Казанецкаго. 1У-ЕАЗ стр. 8". Съ 30 рис. 1908. Ц. 40 к. 


ГЕЙБЕРГЪ, Г. проф. Новое сочинеше Архимеда. Посланше Архимеда къ Эрато- 
сеену о н5которыхъ вопросахъ механики. Пер. съ нЪм. подъ ред. и съпре- 
дисл. прив.-доц. 7. Ю. Тимченко. ХУ-|-27 стр. 8°. Съ 15 рис. 1909. Ц. 40 к. 


ЕЙНБЕРГЪ, Б. 1. нрив.-доц. СиёгЪ, иней, градъ. ледь и ледники. 
--127 стр. 8°. Съ 138 рис. и 2 фототип. табл. 1909. ЩЕ. 


ОВАЛЕВСКИЙ, Г. проф Введеше въ исчислев1е безконечно-малыхъ. 
Перев. съ нЪмецкаго подъ редакц. и съ прим. прив.-дон. С. О. Ш/а- 
пуновскаго. УШ-|-140 стр. 8°. Съ 18 черт. 1909. ЦР. 1. — 


Ще - СИЛЬВАНУСЪ, проф. Добыване свЪ%та. Общедоступная лекщя 
для рабочихъ, прочит. на собрании Британск. Ассошащи. 1906. Перев. 
съ англ. УШ--88 стр. 16°. Съ 28 рис. 1909 Ц. 50 к. 


[к А, проф. Резонансь и затухаяе злектрическвхь волнъ. Пер. съ 
нм. подъ ред. „Вюсти Опыт. Физ. и Элемени. Матем.“. 42 стр. 
8°. Сь 36 рис. Ц. 40 к. 


(СНАЙДЕРЪ. проф. Картина мфа въ свфтЪ современнаго естествознаня. 
Перев. съ нм. подъ ред проф. В. В. Завьялова. УШ-- 193 стр. 8°. Съ 
16 отд. портретами. 1909. Ц. Р. 150 к. 
а Е о М М. РОЩЕ 


АМЗАЙ, В проф. Благородные н радоактивные газы. Пер. подъ ред. 
„Вюстн. Оп. Физ. и Эл. Ману.“ 37 стр. 16°, Съ 16 рис. 1909. Ц 35 к. 


= К. проф Твердые растворы. Пер. съ итал. подъ ред. „Вльсяий. Он. 


Физ. и Эл. Мат.“ 371 стр. 16°. 1909. Ш. 25 
Беотть, Р. С. проф. В$ка и приливы. Пер- съ англ. подъ ред. прив.-доц. 
А. Р. Орбинскаго. 104 стр. 8°. Съ 4 рис. и 1 табл. 1909. Ц. 75 к. 


Е А. проф. Безпроволочный телефенъ. Пер. съ нЪм. подъ ред. „Взьетн. 
Он. Физ. и Эл. Мат.“ 28 стр. 8°. Съ 23 рис. 1909. Ц. 30 к. 


ЗДаНлЕМАНТЬ, Ф. проф. Форма и спектръ атомовъ. РЬчь ректора Мюн- 


хенскаго университета. 25 стр. 16°. Изд. 2-ое 1909. Ц. 20 к. 
= Л. Алгебра логики Перев. съ франц. подъь редакшей и съ при- 
мфчанями проф. И. В. Слешинскаго. 128 стр. 8°. 1909. Ц. 90 к. 


ИмЪются на складЪ: 


Мутьтовъ, Ф. проф. Эволющя солнечной системы. Перев. съ англЁск. 

Г- 82 стр. 16°. Съ 12 рис. 1908 Ц. 50 к. 
Изложене гипотезы образовая солнечной системы изъ спиральной туман- 
ности съ попутной критикой космогонической теор Лапласа. 


ФРЕМОВТЪ, Д. кандид. матем. наукъ. Новая геометрия треугольника. 
ЗЗА-НХИИ стр. 8°. 1902. Що 2 


Печатаются и готовятся къ печати: 
ре. СУНДАРА. Геометричесвя упражнен. съ кускомъ бумагн. Пере- 
водъ съ англйскаго. 


ЭДНОРИ. Ф проф. Исторля элементарной математики съ нЪфкоторыми 
указайями для препод. Перев. съ англйскаго подъ ред. и съ примфч. 
прив.-доц. И. Ю. Тимченко. 


фонсовъ. ДУ. ДЖ. проф. Керпускулярная теор1я вещества. Перев. съ 
англ. подъ ред. „В. Оп. Ф. и Эл. Мат.“ 


Клоссовсвий, А. проф. Оснсвы метеорологи (учебникъ). Около 35 пе- 
чатныхь листовъ (см. ниже). 


ФРЕЛЬСЪ-ПУНДЪ. Небо н мревеззрёе въ круговероть временъ. Пер. 
съ н5мецкаго. 


ДАллЕРТЪ, А. Тесря геометричеокихь пострсений. Перев съ н$мецкаго 
подъ рел. прив--доц С. О. И/атуновскаго. 


ЕНиЬ, проф. Учебникъ физики. Переводъ съ н$мецкаго. Два тома. 
Около 55 печатныхъ листовъ. См. ниже. 


т Г. проф. Наука и Методъ. Пер. сь французск. подь редакц. 
прив -доц. В. Аагана. 


—— 
ре, Ф. проф. Лекши по элементарной математик для учителей. 
Пер. съ нЪм. подъ ред. прив -доц. В. Кагана 


Ковалевский Г., проф. Курсъ дифференщальнаго и интегральнаго ис- 
числен!й. Пер. съ нЪм. подъ ред. прив.-доц. С. ([Йамуновскаго. 


ДеоВЕЛЛЬ, П. Обитаемость Марса. Пер. съ англ. Со мног. рис. 


а 
Рамзай. В. Введене въ физическую хим!ю. Перев. съ англ. подъ ред. проф. 
7. Г. Меликова. 


СТВАЛЬДЪ, В. проф. Натурфилесоф1я. Съ двумя дополнительными статьями. 
Пер. съ нм. подъ редакц. прив.-доц. Страсбургскаго Университета. 
Л. Манделыитама. 


ШУЗЕРТЬ, Г. проф. Математнческя развлечения. Пер. съ нЪм. подъ ред. 
„В. Оп. Ф. и Эл. Мат.*. 


ОРЕЛЬ, Е. проф Курсъ математини для среднихъ учебныхъ заведений. 
Въ обработкЪ проф. /7. Ийнеёккеля. Пер. съ франц. и нм. подъ ред. 
приватъ-доцента В. Кагана. 


оли, Ф. проф. Что такое радмй? Переводъ съ англйскаго. 


Метковъ, А. акад. Исчислев!е конечвыхь разностей. Изд. 2-ое. 


ПЕ Е 2 Че 2 Е СЯ === 


Проф. Г. А. ПОРЕНЦЪ 


УЧЕБНИКЪ ФИЗИКИ 


Разрьшенный авторомь иеревод5 сё иьмецкаго 


полъ редакщей Проф. Н. П. Кастерина. 


Цва большихъ тома, около 55 печатныхъ листовъ, большого формата. 
Съ 493 рисунками. 


Изъ предислов!я автора къ нфмецкому издан : „Эта книга соста- 
вилась изъ моихъ лекшй въ зиьшнемъ (Лейденскомъ) университетф.. .. Я пред- 
полагалъ, что читатель слушаеть лекщи,сопровождаемыя опытами, и по возмож- 
ности, принимаетъ участе въ практическихъ заияпяхъ. Этимъ и объясняется, 
что описаню приборовъ и методовъ наблюдея отведено пишь немного мёста. 
Почти вовсе не касался я также историческаго развит!я физики и ея практи- 
ческихъ приложен ; я опустилъ все это, думая, что каждый можетъ найти 
эти свЪдёШя въ какой-нибудь болЪе значительиой по объему книг, служащей 
справочникомъ“. 

„Конечно, настоящая Книга едвали дастъ что-нибудь иовое. Но въ н$кото- 
рыхъ отдфлахъ изложеше достаточно отличается отъ того, какого придержи- 
ваются друЦМе учебники этого рода, чтобы оправдать появлене въ перевод$, 
хотя въ Гермаши есть много превосходныхъ руководствъ“. 


Содержан!е перваго тома: Математическое введенте.—1. Движене и 


силы — П. Работа и энерйя. — Ш Твердыя тзла неизмённой формы. — ПУ. 
Равнов8 се и движеше жидкостей и газовъ. —- У. Свойства газовъ.— У\1. Тер- 
модинамика — УП Свойства твердыхъ тЪлъ. — УШ. Свойства жидкостей и 


газовъ. — Предметный и именной указатели, 

Содержае второго тома: 1Х. Колебательное движене тфль. — Х. 
Распространене колебанй. — Х!. Отражеше и преломпеше свёта. — ХИ. При- 
рода свзта. — ХШ. Поляризованный свётъ. — ХГУ. Электростатика. — ХУ. 
Электрическе токи. — ХУ]. ДЪйствя магнитнаго поля. — ХУП. Электрическя 
колебашя. — Распространеше электромагнитныхъ возмущенй. — ХУШ. Явле- 
ня, могущя быть объясненными на основани теор!и электроновъ. — Задачи 
—Таблицы-—Предметный и имеиной указатель. 


Изъ отзывовъ: „Переводъ этой книги. .., несмотря на чрезвычайную 
конкурренщю, не представляется излишнимъ не только потому, что книга 
принадиежитъ перу такого выдающагося физика, какъ „Лоренцъ, ио прежде 
всего потому, что она существеино отличается отъ пругихъ учебниковъ и 
цёлью и выполнешемъ. Изложене необычайио ясно и просто и заставляетъ 
усиленио рекомендовать книгу вс®мъ, кто требуетъь огь опытной физики б0- 
ле, чЬмъ только описая опытовъ“. . 


ВефМанег ви Чеп Аниаи 4ег РруяР. 


„Книга чрезвычайио интересна и поучительна для преподавателей этого 
предмета или его частей и для студентовъ“. 


Лоигиа ор Рйуясай Спепияу. 


Первый томъ (свыше 20 печатныхь листовъ) выйдетъ въ 
свЪтъ въ срединё 1909 года. 


Печатается и выйдетъ въ св%тъ въ половин% 1909 г.: 


_Заолуж. щоб А. В. КЛОССОВСКТЙ 


ОСНОВЫ МЕТЕОРОЛОГИИ 


` 
Около 35 печатиыхъ листовъ. Со многими рисунками. 


СО ДЕР АЕ. 


]. Статическая метеороломя. Введен!е — Распространеше 
и составъ атмосферы. — Физическия свойства атмосферы. — Вода 
въ атмосферЪ. — Непрерывная водная оболочка (океаны), ея 
распространен!е и свойства. — Солнечное лучеиспускан!е. — Рас- 
ходъ тепла. — Тепловое состоян!е земной коры въ самыхъ верх- 
нихъ ея слояхъ. — Тепловое состояне земного ядра. — Тепловыя 
усповя океановъ. — Тепловое состояне низшихъ слоевъ земной 
атмосферы. — Давлене воздуха. — Образован!е гидрометеоровъ. 
— Температура и давлене въ болЪфе высокихъ слояхъ атмосферы. 
—Аномальныя отклоненйя. 


П. Динамическая метеороломя. Основы динамики атмо- 


сферы. -—— Анемометр!я. — Воздушныя теченя на земной поверх- 
ности. Общая циркуляшя атмосферы. — Циклоны и антицикло- 
ны. — Основы предсказан!я погоды. — Динамика океанов. Мор- 


сыя теченя. Волны. Приливы и отливы. ЛМетеорологическая 
оптика. 

Ш. Земной магнетизмъ и Атмосферное электричество. 
Земные токи. Полярныя Чяня.— Методы и успфхи метеорологи. 
Задачи метеорологи въ ближайшемъ будущемъ. — Литературныя 
указаня. 


на сумму 5 руб. и 
больше, за пере- 


Выписывающе 
изъ склада изданй 


„МАТЕЗИСЬ“ сылку не ппатять. 
(Одесса, Новосель- Каталогъ по требо- 
ская, 66) ваню безппатно. 


ОТДЬЛЕНТЕ СКЛАДА ДЛЯ МОСКВЫ: 
книжный магазинъ „Образован!е“ 


ЛМосЁва, Кузнеций мость, 1/. 


